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Derivation numerical method by using simpson rule to evaluate 

triple integrations with singular partial derivative integrands 
 

التكاملاث الثنائيت راث اشتقاق طريقت عذديت باستخذام قاعذة سمبسون لحساب 

 المكاملاث المعتلت المشتقاث الجزئيت
 

 ػٍٟ دّضج ػثاط         أ.ػٍٟ دغٓ ِذّذ

 جاِؼح اٌىٛفح/و١ٍح اٌرشت١ح ٌٍثٕاخ/لغُ اٌش٠اظ١اخ
 

 

 المستخلص
اْ اٌٙذف الاعاعٟ ِٓ ٘زا اٌثذس ٘ٛ اشرماق لاػذج ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌّشرماخ        

ٚو١ف١ح ا٠جاد دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙا  X,Yاٌجضئ١ح فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ 

, ػٕذِا ذىْٛ ِٓ خلاي دذٚد اٌرصذ١خ ٘زٖ  [7], [1]اعرخذاَ غش٠مح  ذؼج١ً سِٚثشن )ص١غح اٌخطأ ( ٚذذغ١ٓ ٘زٖ إٌرائج  ت

ِغا٠ٚح اٌٝ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج   X ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

   .  Yاٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ 

)س اْد١ RSS تاٌشِض  ,X Yاٌصٕائٟ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ ٚعٛف ٔشِض ٌطش٠مح اٌرىاًِ  )SS h ِتماػذج عّثغْٛ  ًذّصً ل١ّح اٌرىا

 .٠ّٚىٓ الاػرّاد ػ١ٍٙا  وٛٔٙا لذ أػطد  دلح ػا١ٌح فٟ إٌرائج ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ تؼذد فرشاخ جضئ١ح ل١ٍٍح
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of douple  integrals, 

numerically its integrands have singular partial derivatires not on the end of the region of  

integration  by  using theSimpsonrule with the two direction  x and y. and the derive the 

correction error terms and we used Romberg acceleration to improve the results when the 

number of subintervals on the direction of dimension equal to subintervals on the direction of 

dimension y . and we will use the symbole RSS to indicate this method and we can depend on 

this method because it gave high accuracy on the results with respect to the analytical values of 

integrations and with little subintervals. 
 

 المقذمت .1
ذىّٓ فٟ اترىاس غشائك ِؼ١ٕح  ذغاُ٘ فٟ ا٠جاد دٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً فٟ اٌش٠اظ١اخ ِٕٚٙا  ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ ا١ّ٘ح 

ذشىً جضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع , إر إْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظذح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا اٌرٟ ٌرىاِلاخ ا

 ًِ جاء ٔر١جح صؼٛتاخ وص١شج ِٕٙا :إْ إ٠جاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاٚ ,إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ 

 . ٍرىاًِاٌرذ١ٍ١ٍح ٌ م١ّحاٌاعرذاٌح إ٠جاد . 1

 .صِٓ غ٠ًٛ ٍٚرىاًِ ِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح ٌ اٌرذ١ٍ١ٍح  م١ّحاٌ ػٕذِا ذىْٛ ػ١ٍّح إ٠جاد .9

                                                                                                 لذ ذىْٛ ل١ّح اٌرىاًِ اٌرذ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح أعاعا لادرٛائٙا ػٍٝ دذٚد ذأخز ل١ّٙا ِٓ اٌجذاٚي)ِصً اٌٍٛغاسذُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(           3. 

اٌّىاًِ ٕ٘ا  وِْٛٓ ِشىٍح إ٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ الأدادٞ  وصش ذؼم١ذاائٟ فإٔٙا ذشىً ِغأٌح اأِا ػ١ٍّح إ٠جاد ل١ّح ٌٍرىاًِ اٌصٕ

ذشىً صؼٛتاخ  ٚالاػرلاي فٟ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍّىاًِأٚالاػرلاي فٟ اٌّىاًِ أ ٠ؼرّذ ػٍٝ ِرغ١ش٠ٓ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح 

فٟ داٌح   رىاًِ وّااٌ ( ١ٌٚظ ِغ فرشاخSurfacesأٚ عطٛح )( Regionsوث١شج ٚوزٌه فإٕٔا ٕ٘ا عٕرؼاًِ ِغ ِٕاغك اٌرىاًِ )

  اٌرىاًِ الأدادٞ .

ٍِذح لإ٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١ح  أصثذد اٌذاجح ٚػ١ٍٗذالاخ اٌ ٌثؼطإْ إ٠جاد ل١ُ اٌرىاِلاخ ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ ٌٙزا ف 

اٌزاذ١ح  ٚإ٠جاد اٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَٚ اٌمصٛس ٌٙزٖ اٌرىاِلاخ ٚذىّٓ أ١ّ٘ح اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح فٟ إ٠جاد ِغادح اٌغطٛح

 .      طخ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ع ٌٍغطٛح اٌّغر٠ٛح ٚإ٠جاد اٌذجُ اٌٛالغ ذذد

ِّا دػا وص١ش ِٓ اٌثادص١ٓ إٌٝ اٌؼًّ فٟ ِجاي اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ِٚٓ اٌثادص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ دغاب اٌرىاِلاخ 

  راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌص١غح     1 2,f x y f x f y [ ٓػاَ 3ّ٘ا ٘أظ جاس ٚجاوٛتغ ] ػُِّٕٚٙ ِٓ  1973 ً

ػـًّ ِذّذ  1984فٟ ػاَ ٚ , 1975[ ػاَ 5] سات١ٕٛذض ٚ تاٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح ٌىُٕٙ وأٛا ٠ٍّْٙٛ الاػرلاي , داف١١ض

غش٠مح سِٚثشن )سِٚثشن(  ّشج ٚرٌه تاعرخذاَ غشائك ِشوثح ِٕٙا[ ػٍٝ أ٠ـجاد ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصـٕائـ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغر9]

 . Xٚاٌذاخٍٟ Yػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسجٟ  عّثغْٛغش٠مح ذؼـج١ً سِٚثشن ِغ لاػذج  اٌرٟ اعـرخذَ ف١ٙا
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لذِد  غش٠مح ػذد٠ح ٌذغاب ل١ُ  إر اٌغاتمْٛ اٌثادصْٛ ؼٌٍّّٗا اعر شاِغا٠ اجذ٠ذ أعٍٛتا [8] ِٛعٝ لذِد 2011ٚفٟ ػاَ  

 X ٚYػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  عّثغْٛاٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚرٌه تاعرؼّاي غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ ذطث١ك لاػذج  
اٌذاخٍٟ ِغا٠ٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ إ١ٌٙا فرشج  ػٍٝ اٌثؼذ فرشج اٌرىاًِ ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ إ١ٌٙا

h)اٌخاسجٟ إر إْ  ػٍٝ اٌثؼذ اٌرىاًِ h ,)  لذِد شلاز دالاخ ِغ اٌثش٘اْ لإ٠جاد اٌص١غح اٌؼاِح ٌذذٚد اٌرصذ١خ  ٌىً داٌح ٚ

ٚلذ دصٍد  فٟ ادذٜ اٚ وٍرا ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ( ِؼرً أِٚغرّش ٌىٓ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  أٚ ِغرّش ِٓ دالاخ اٌّىاًِ )

 .رخذِحػٍٝ ٔرائج ج١ذج ٚتؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌّغ

ذىْٛ  ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح ػٕذِا  [8]تأعٍٛب ِشاتٗ ٌّا لذِرٗ ِٛعٝػذد٠ح  ٠محغش أ٠جادػٍٝ عٛف ٔؼًّ ٘زا تذصٕا فٟ ٚ

ِغرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١شادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚأّا الاػرلاي دصشاً فٟ إٌمطح  f(x,y)داٌح اٌرىاًِ  

 0 2, nx y  ٚأ 2 0,nx y  أٚ الاش١ٕٓ ِؼا" فٟ اّْ ٚادذ.  

  

 لكنها معتلت المشتقاث الجزئيتالتكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستمرة  .2
Double Integrals for Continuous Integrands with 

Singularity in Partial Derivatives 

 اٌّؼشف تاٌص١غح : Iاٌرىاًِ اٌصٕائٟ اْ ٌٕفشض 

…(1)       
2 2

0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy SS h E h     

ف١ٗ اٌذاٌح  ,f x y  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   0 2 0 2, ,n nx x y y  ١ٌٚظ ٌٙا اػرلاي ٌٚىٓ ِشرماذٙا

تماػذج ٚعٕٕالش و١ف١ح دغاب ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ  فٟ ٔمطح ٚادذج اٚ اوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاUndefinedًِ   اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح 

)س اْد١ X  ٚ Yعّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  )SS h ِتاٌماػذج اٌّزوٛسج ٚذّصً ل١ّح اٌرىا ً( )E h  عٍغٍح دذٚد اٌرصذ١خ )ص١غح

 .اٌخطا(

                                                                                                              1                                                                                                     مبرهنت

 ٌرىٓ اٌذاٌح ,f x y فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ  ِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق   0 2 0 2, ,n nx x y y  ػذا

إٌمطح 2 0,nx y  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI اٌرا١ٌح  ٠ّىٓ دغاتٙا ِٓ اٌماػذج
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د١س 
1 2, ,...A A شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح ,f x y  , فمػ 
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 البرهان
 اٌّؼشف تاٌص١غح : Iاٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

     
2 2

0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy SS h E h     

 اٌرىاًِ اػلاٖ ٠ّىٓ ذجضئرٗ اٌٝ استؼح ذىاِلاخ ٟ٘:                                                                

                                                         

       

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 2 0 0 2 2

2 2

2 2 2
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,                                                            ...(2)

n n n n n n

n

n n

n

y x y x y x y x

y x y x y x y x

y x

y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy

f x y dxdy

 





   



       

 

  

 

ِغرّشج ٚغ١ش ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  f(x,y) ٌذاٌحاف١ٙا ٚاٌشاتغ   ٟٔاٌص١غح اْ اٌرىاًِ الاٚي ٚاٌصا٘زٖ ٌرىاِلاخ فٟ أ ٔلادظ اْ

تإٌغثح ٌٍرىاًِ اِا [ 8ِٛعٝ ] ِاذٛصٍد ا١ٌٗ  ٘زٖ اٌرىاِلاخ تاعرخذاَ فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا ٌزا ٠ّىٓ دغاب ل١ُ

فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح اٌساٌص   2 2 2 0 2, ,n nx x y y  ف١ٗ اٌذاٌحf(x,y)  ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح ػٕذ إٌمطح

 2 0,nx y ٓٚ٘زا ٠ؼٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي راخ اٌّرغ١ش٠Taylor's series for a functions of two variables   ,

ِٛجٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح  2 0,nx y ٞٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغً:                                                               [6 ]عغرش . 
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تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌصاٌس  فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح     2 2 2 0 2, ,n nx x y y   ٌٍذاٌحٔغرؼًّ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ,f x y  دٛي إٌمطح

 2 2 2,nx y :ْأٞ إ- 



 4201/ علمي / الرابع العذد -ي عشرثانال المجلذ –العلميت  كربلاء جامعت مجلت
 

999 

           

 
 

    
 

 

 
 

   
 

  

2

2

2

2

2 2
2 2 2

2 2 2

3

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

( )
( , )

2! 2

, ,
3!

,
3! 2!

2!

, , , ,

,

,

n

xx yy n

n

n xy n xxx n

n

yyy n xxy

n

x yn n n n

n

n

y y

y y

x x y y
x y

x x
x x y y f x y x y

y y x x
x y

x x

f x y f x y x x f x y y y f x y

f x y f

f

f f x y

f







  







   









 



   

 
 




    



 

   
 

2 2

2

4

2 2

4
2 22

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )

4!

( )

4! 2!2!

, ( , )

( , ) ,

n
xyy xxxx

n

yyyy xxyy

n n

n n

y y

x x

x xy y

x y f x y

f x y f x y





 

 












 

                                                                                                                   

ػٍٝ فشض إْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌـ  ,f x y  ِٛجٛدج ػٕذ إٌمطح 2 2 2,nx y فٟ (5)ٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ٌٍص١غح 

فٟ إٌّطمح  أػلاٖ   2 2 2 0 2, ,n nx x y y  : ٍٝٔذصً ػ- 

2 2

0 2 2

2 3 3 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 5 6 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

6

2 2 2

16
( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) ( , )

3!

16 16 64 64
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3! 3! 5! 5!

64
( , )

36

n

n

y x

n y n x n xx n

y x

xxy n xyy n xxxx n yyyy n

xxyy n

f x y dxdy h f x y h f x y h f x y h x y

h f x y h f x y h f x y h f x y

h f x y

f


   

   



   

   

 

 

6 6 7

2 2 2 2 2 2 2 2 2

7

2 2 2

32 32 128
( , ) ( , ) ( , )

4! 4! 6!

128
( , )           ...(6)

6!

xxxy n xyyy n xxxxx n

yyyyy n

h f x y h f x y h f x y

h f x y

  



 

 

       
     

 

   

2تـ  xتاٌرؼ٠ٛط ػٓ                     2nx   ٓٚػy  0تـy  ٔذصً ػٍٝ :  (5)فٟ اٌص١غح 
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-ٔذصً ػٍٝ :  (5)ص١غح اٌفٟ  2yتـ  yٚػٓ  2nxتـ   xػٓ  ط٠ؼٛتاٌرٚوزٌه 
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-ٔذصً ػٍٝ :  (5)فٟ اٌص١غح  0yتـ  yٚػٓ  2nxتـ  xٚأ٠عا تاٌرؼ٠ٛط ػٓ                   
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ٔؼٛض ػٓ ٚ x تـ  
2 2nx 

ٚػٓ   y تـ  
2y ص١غح اٌفٟ   -ٔذصً ػٍٝ :                        (5)  
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2تـ  xٔؼٛض ػٓ وزٌه                  2nx h   ٓٚػy  2تـy  ٟٔذصً ػٍٝ :  (5)ص١غح اٌف 
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2تـ  xػٓ ٚتاٌّصً ٔؼٛض                 2nx h  ٓٚػy  0تـy h ٟٔذصً ػٍٝ  (5)ص١غح اٌ ف :- 
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0yتـ  yٚػٓ 2nxتـ  xشُ  ٔؼٛض ػٓ        h  ٔذصً ػٍٝ   (5)فٟ اٌص١غح:- 
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2تـ  xػٓ ٔؼٛضاخ١شا ٚ 2nx h  ٓٚػy  0تـy ٟٔذصً ػٍٝ  (5)ص١غح اٌف:-
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 -ٔذصً ػٍٝ :  (14)ٚ (13),(12),(11 ),(10),(9),(8),( 7),(5)ِٓ اٌص١غ
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 [ 8ِٛعٝ ]

,د١س  , ,...i i ia b cاٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح  ٝذؼرّذ ػٍ شٛاتد ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i  ( 4( ,)3)ٚتجّغ اٌص١غ   

                                                 -ٔذصً ػٍٝ : (16( ٚ)15,)
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                                                                                            2                                                                  مبرهنت

ٌرىٓ اٌذاٌح  ,f x y  ًِِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق  فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   0 2 0 2, ,n nx x y y  ػذا

٠ّىٓ دغاتٙا ِٓ اٌماػذجاٌرا١ٌح  Iفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائٟ   (x0,y2n) إٌمطح
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 -الحالت الثانيت:
 

 اٌثش٘اْ

 تاٌص١غح: ٠Iّىٓ وراتح اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  
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ٚاٌشاتغ ف١ٙا داٌح اٌرىاًِ  ٌساٌرىاِلاخ الاٚي ٚاٌصألادظ ٕ٘ا اْ  ,f x y  ِغرّشج ٚوزٌه ِشرماذٙا اٌجضئ١ح ِؼشفح فٟ وً ٔمطح

فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح  ِٟٔٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا اِا تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌصا   0 2 2 2 2, ,n nx x y y فٙٛ رِٚشرماخ جضئ١ح ِؼرٍح

فٟ إٌمطح  0 2, nx y ٌزا ٔغرخذَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذاٌح ,f x y  دٛي إٌمطح 2 2 2,nx y  ًٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشى

                  ِرغٍغً: 
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فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح  اٌصأٟتإٌغثح ٌٍرىاًِ    0 2 2 2 2, ,n nx x y y ٌٍذاٌحٔغرؼًّ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش  ,f x y  إٌمطحدٛي 

 2 2 2, nx y  ْأٞ إ-:
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ػٍٝ فشض إْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌـ  ,f x y  ِٛجٛدج ػٕذ 2 2 2, nx y  فٟ   (20) ٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ٌٍص١غح

إٌّطمح    0 2 2 2 2, ,n nx x y y ٍٝٔذصً ػ: - 
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2تـ  yٚػٓ  0xتـ  xتاٌرؼ٠ٛط ػٓ  2ny  ( ٔذصً ػٍٝ  :20فٟ اٌص١غح )-                            
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               ( ٔذصً ػٍٝ  :20فٟ اٌص١غح ) 2nyتـ  yٚػٓ  2xتـ  xػٓ ٚتاٌرؼ٠ٛط 
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2 2 2 2 2 2

2 3

4 5

, , , , ,

16 32
, , ...(23)

4! 5!

8
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

3!

( ) ( )

n n n n n

n n

yyy

yyyy yyyyy

y yyx y x y x y x y x y

x y x y

f f hf h f h f

h f h f

   

 
  

   
         

 

2تـ  yٚػٓ  2xتـ  xػٓ وزٌه ٔؼٛض ٚ 2ny h    ٔذصً ػٍٝ:  (20)فٟ اٌص١غح- 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 3

2 2 2

4 5

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ...(24)         

1 1
,

2! 3!

1 1

4! 5!

n n n n

n n

y yy yyyn

yyyy yyyyy

x y x y x y x y

x y x y

f x y h f hf h f h f

h f h f

   

 






   

 

 
 

 

0xتـ  xػٓ شُ ٔؼٛض  h  ٓٚػy  2تـ 2ny  ( ٔذصً ػ20ٍٝ فٟ اٌص١غح ): 

  2 3

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 3

2 2 2 2 2 2

1 1
, ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2! 3!

1 1
( , ) ( , ) ... ...(25)  

4! 5!

n n x n xx n xxx n

xxxx n xxxxx n

f x h y f x y hf x y h f x y h f x y

h f x y h f x y

    

 

    

  

                       

 

0xتـ  xٔؼٛض ػٓ  أ٠عاٚ h  ٓٚػy  2تـny ٔذصً ػٍٝ  (20) فٟ اٌص١غح-:  
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2

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4

2 2 2 2 2 2

1
, , , 2 , ,

2!

1
2 , 2 , ,

3!

8
, , 2 ,

3!

1 16
, ,

4! 4!

n n x n y n xx n

yy n xy n xxx n

yyy n xxy n xyy n

xxxx n yyyy n

f x h y f x y hf x y hf x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h

   

  

  

 

    

  

  

    

     

 

2 2 2

4 4 5

2 2 2 2 2 2 2 2 2

5

2 2 2

,

2 8 1
, , ,

3! 3! 5!

32
, ...(26)

5!

xxyy n

xxxy n xyyy n xxxxx n

yyyyy n

f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y



  



  

 

               

2تـ   yٚػٓ  0xتـ   xٔـؼـٛض ػٓ ٚ 2ny h  ( ٔذـصـً ػـٍٝ  :20فٟ اٌصـ١غح )-                

         

     

     

   

2

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 3

2 2 2 2 2 2

, , 2 , , 2 ,

1 8
, 2 , ,

2! 3!

1
, 2 , ,

3!

16 1
, ,

4! 4!

n n x n y n xx n

yy n xy n xxx n

yyy n xxy n xyy n

xxxx n yyyy n

f x y h f x y hf x y hf x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y

    

  

  

 

    

  

  

    

     

4

2 2 2

4 4 5

2 2 2 2 2 2 2 2 2

,

8 2 32
, , ,

3! 3! 5!

xxyy n

xxxy n xyyy n xxxxx n

h f x y

h f x y h f x y h f x y



    

  

     5 5 5

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 16 2
, , ,

5! 4! 4!

... ...(27)

yyyyy n xxxxy n xyyyy nh f x y h f x y h f x y    



 

 

 -ٔذـصً ػٍٝ  : (20)فٟ اٌصـ١غح  2ny تـ yٚػٓ  0x تـ xٚتاٌّصً ٔؼٛض ػٓ 

         

     

2

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , 2 , 2 , 2 ,

8
2 , 4 , ,

3!

n n x n y n xx n

yy n xy n xxx n

f x y f x y hf x y hf x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

   

  

   

  
 

     

     

     

 

3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 5

2 2 2 2 2 2 2 2 2

5

2 2 2

8
, 4 , 4 ,

3!

16 16
, , 4 ,

4! 4!

16 16 32
, , ,

3! 3! 5!

32
, ...(28)

5!

yyy n xxy n xyy n

xxxx n yyyy n xxyy n

xxxy n xyyy n xxxxx n

yyyyy n

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

h f x y

  

  

  



  

  

  

 

 

 

0xتـ  xٔـؼٛض ػٓ  ٚأخ١شا  h  ٓٚػy  2تـ 2ny h  ( ٔذـصً 20فٟ اٌصـ١غح )ٍٝػ:- 
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  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
0 2 2

2 2 3

3 3 3

4

1
, , , ,

2!

1
, , ,

2!

1 1
, , ,

2! 2!

, ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

3!

1
( ) ( ) ( )

3!

1
(

4!

n n n xx n

yy n n n

n xxy n n

x yn

xy xxx

yyy xyy

xxxx

h h x y x y x y f x y

f x y x y x y

x y f x y x y

x

f x y f hf hf h

h h f h f

h f h h f

h f

   

  

  

  

 

  



  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 4

4 4 5

5

1
, , ,

4

, , ,

, .(29)

1
) ( ) ( )

4!

1 1 1
( ) ( ) ( )

3! 3! 5!

1
( ) ..

5!

n n xxyy n

xxxy n n n

n

yyyy

xyyy xxxxx

yyyyy

y x y f x y

f x y x y x y

x y

h f h

h h f h f

h f

  

  



  

 

 

      

                                                                                                         

 -ٔذصً ػٍٝ : (29)ٚ (28),(27),(26), (25),  (24),(23),( 22), (20) ِٚٓ اٌص١غ



2 2

2 2 0

2

2 0 2 2 0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 0 2 0 2 2 2 2 2 2 2

6 (4) (4) (5) (5) (4) (7

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

4 ( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ( , ))

1
( )

45

1
(

45

n

n

y x

n n n n

y x

n n n n n n

x y x y x y

dxdy
h

I f x y f x y f x y f x y f x y

f x h y f x h y f x y h f x y h f x y h

h D D h D D D D



 

  





   


         




   




 

 2) (2) (4)

2 2 2( , ) ...(30)x y nf x yD D 


 




                                                                                                  

  

   

   

2 2 2

0 2

2

3 2 0 2 2 2 2 0 2 2 2

1

2 0 2 2 2 2 0

1 1

2 0 2 2 2 2 0

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

4 ( (2 1) , ) ( (2 1) , ) 2 ( (2 ) , )

4 ( (2 1) , ) ( (2 1) , ) 2 ( (2 ) , )

,
n n

n n n n

n n

n

i i

n n

n

i i

y x

y x

h
I f x y f x y f x y f x y

f x i h y f x i h y f x i h y

f x i h y f x i h y f x i h y

f x y dxd


 





 



 

    

       

       

 



 

 



1

2 2 2 2 0 2 0

1

1

2 0 2 0

1 1

1

2 0 2 0 2 0

1 1

( (2 ) , ) 4 ( , (2 1) ) ( , (2 1) )

4 ( (2 1) , (2 1) ) 2 ( (2 ) , (2 1) )

2 ( , (2 ) ) ( , (2 ) ) 4 ( (2 1) , (2 ) )

2 (

n

n n

j

n n

i i

n n

n

j i

f x i h y f x y i h f x y j h

f x j h y i h f x i h y j h

f x y j h f x y j h f x i h y j h

f x









 



 

       


         



       







 

 

1
4 6

2 0 1 2

1

(2 ) , (2 ) ) ...(31)
n

i

ei h y j h h e h







   




 

 

       

       

    

1

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 6

2 2 2 2 2 2 2 1 2

2 2 2

2 2 2

1 2

1

, , ,

, 4 , , 4 ,

, , ...(32)

,
9

n

k n k n k n

k

k n k n k n k n

k n k n

n k

n k

xy n

ky x

I f x y f x y f x y

f x y f x y h f x h y f x h y h

f x y h f x h y t h t h

h
f x y dxdy



  



  

  










  



       

      

  

 

 [8ِٛعٝ ]
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,د١س   , ,...i i id e tاٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح  ٝذؼرّذ ػٍ شٛاتد ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i    

  -ٔذصً ػٍٝ : (32( ٚ)31( ,)30( ,)20)ٚتجّغ اٌص١غ

                

  

  

2 2n

0 0

2

0 0 0 2 2 0 2 2

1

0 0 0 2 0 0

1 1

1

0 0 0 2 0 0

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
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ny x

n n n n
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n n

n
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n

i i

h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y
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f x i h y f x i h y f x i h y
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0
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n
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2
6 (4) (4) 7 (5) (5) (4)

0

1

(4) 4 6

2, 2 2 1 2

1 1
(2 ) , (2 ) ) ( ) (

45 45

) ... ( ) ...(33)

n

x y x y x y

i

x y n

i h y j h h D D h D D D D

D D f x y B h B h







  
      



    




  

 

 

د١س 
1 2, ,...B B أرٙٝ اٌثش٘اْ     شٛاتد. 

 

 الامثلت .3

         1مثال 

1 1

0 0

0.975161133197901 7I x y dxdy     

فٟ اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح  (0,1))لأٗ ػٕذ ذؼ٠ٛط إٌمطح (0,1)اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح 

( , ) 1f x y x y   ) ( ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح 1وّا ِٛظخ تاٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ )اٌشىً سلُ فاْ إٌاذج ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف

اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ )ِمشتح اٌٝ استؼح ػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح( ٚل١ّرٗ فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٔلادظ أٙا ِرطاتمح ٌغا٠ح اٌّشذثح اٌصاٌصح 

( ت١ّٕا  (…,2.5,4,6,8,10سِٚثشن تذذٚد ذصذ١خ ٚػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ تؼذ اعرخذاَ ذؼج١ً  n=m=64ػشش تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا 

( ٠ّٚصً ٘زا 1وأد اٌم١ّح صذ١ذح لاستؼح ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ )

 .شا١ٔح( 4.242ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌّغرغشق فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب واْ) .(9)اٌّثشٕ٘ح  صا١ٔحذطث١ما" ٌٍذاٌح اٌ
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 (1شىً سلُ )

 

 توضيح

  (0,1)داٌح اٌّىاًِ ٕ٘ا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح              
1 1

0 0

1

( , ) 1

1
( , )

2 1

(0,1)

I x y dxdy

let f x y x y

f x y
x x y

f ndis u
x

efined

  

  


 

  






 

 

                

 

 ٚلا٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ اػلاٖ ذذ١ٍ١ٍاً   

       

         

1 1

0 0

1 3 3 3
1

2 2 2
0

0

11 3 3 5 5

2 2 2 2

00

1

2 2
1 1 2 1

3 3

2 4
2 1 1 1

3
0.97516113319

15
7907

I x y dxdy

i x y dx x y y y

ii y y dy y y

  

 
         

 

   
          

   

 





 

 

 

 

 

0
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0.8
1

0

0.5

1
0
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1

x

sqrt(x-y+1.0)

y

1 1

0 0

1I x y dxdy   
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           2مثال 

1 0

2

0 1

0.48758056659899I x x y dxdy


     

( ٚػٕذ اٌّماسٔح 9وّا ِٛظخ تاٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ )اٌشىً سلُ  (0,0)    اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح

ت١ٓ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ )ِمشتح اٌٝ استؼح ػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح( ٚل١ّرٗ فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب ٔلادظ أٙا ِرطاتمح ٌغا٠ح 

ٚػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ تؼذ اعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن  تذذٚد ذصذ١خ  n=m=512اٌّشذثح اٌشاتؼح ػشش تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا 

ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ  ٌصّا١ٔح( ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صذ١ذح  (…,2.5,3.5,4,4.5,5.5,6,6.5

ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌّغرغشق فٟ تشٔاِج اٌّاذلاب  .(1( ٠ّٚصً ٘زا ذطث١ما" ٌٍذاٌح الاٌٚٝ )اٌّثشٕ٘ح 9وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ )

 .شا١ٔح( 5.122ٌٍذغاب واْ)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                               3مثال
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


                                                       

( وزٌه اٌّىاًِ  ِغرّش ٌىٕٗ ِؼرً  3اٌرىاًِ ٕ٘ا ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا دلا" ذذ١ٍ١ٍا" )اٌشعُ اٌث١أٟ ٌٗ ِٛظخ تاٌشىً سلُ 

ٕٚ٘ا ذىّٓ فائذج ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ ا٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ ِٓ خلاي ِلادظح  (0,0)اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  فٟ إٌمطح 

تؼذ اعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن تذذٚد  n=m=64الاخ١شج  فٟ اٌجذٚي )تشٔاِج اٌّاذلاب ( ػٕذِا الاستؼح ٟ الاػّذج  ذىشاس اٌم١ّح ف

ِشاذة  غدت١ّٕا وأد اٌم١ّح صذ١ذح ٌ(0,0) تاٌشغُ ِٓ ٚجٛد الاػرلاي فٟ اٌّشرمح ػٕذ إٌمطح   (…,4,6,8,10,12)ذصذ١خ 

( .٠ّٚصً ٘زا ذطث١ما" ٌٍذاٌح 3اسٔح ِغ ٘زٖ إٌر١جح وّا ِث١ٓ فٟ اٌجذٚي سلُ)ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ِم

 .(9)اٌّثشٕ٘ح  صا١ٔحاٌ

 .شا١ٔح( 4.21ػٍّا" اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب واْ)
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(3شكل رقم)   
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n=m SS K=2.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

2 0.968584077305505 

     4 0.973969981104293 0.975126535187852 

    8 0.974948606555092 0.975158753877376 0.975160901790011 

   16 0.975123437252195 0.975160979912483 0.975161128314824 0.975161131910456 

  32 0.975154461480968 0.975161123538038 0.975161133113075 0.975161133189237 0.975161133194252 

 64 0.975159953295807 0.975161132592934 0.975161133196594 0.975161133197920 0.975161133197954 0.975161133197957 
1 1

0 0

0.975161133197901 7I x y dxdy      
 

 

 (1جذٚي سلُ )                  

 

 

 (9جذٚي سلُ )
 

n=

m SS k=2.5 k=3.5 k=4 k=4.5 k=5.5 k=6 k=6.5 k=7.5 

2 

0.4854851182143

0 

        

4 

0.4873422834194

7 

0.4877410859384

4 

       

8 

0.4875486478088

4 

0.4875929619269

8 

0.4875786000695

1 

      

16 

0.4875755895488

1 

0.4875813749435

3 

0.4875802514889

1 

0.4875803615835

4 

     

32 

0.4875797307484

7 

0.4875806200182

3 

0.4875805468219

3 

0.4875805665108

0 

0.4875805759861

4 

    

64 

0.4875804217415

3 

0.4875805701234

6 

0.4875805652857

5 

0.4875805665166

7 

0.4875805665169

4 

0.4875805663029

7 

   

128 

0.4875805411806

1 

0.4875805668286

3 

0.4875805665091

7 

0.4875805665907

3 

0.4875805665941

6 

0.4875805665959

0 

0.4875805666005

5 

  

256 

0.4875805621177

9 

0.4875805666137

8 

0.4875805665929

5 

0.4875805665985

3 

0.4875805665988

9 

0.4875805665990

0 

0.4875805665990

5 

0.4875805665990

3 

 

512 

0.4875805658076

0 

0.4875805665999

3 

0.4875805665985

9 

0.4875805665989

7 

0.4875805665989

9 

0.4875805665989

9 

0.4875805665989

9 

0.4875805665989

9 

0.4875805665989

9 
1 0

2

0 1

0.48758056659899I x x y dxdy
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n=m SS K=4 K=6 K=8 K=10 K=12 

 

0.536591085086133           

4 0.544241609194910 0.544751644135495         

8 0.544685188710617 0.544714760678331 0.544714175226630       

16 0.544712863680265 0.544714708678241 0.544714707852843 0.544714709941573     

32 0.544714591460261 0.544714706645594 0.544714706613329 0.544714706608468 0.544714706605210   

64 0.544714699415890 0.544714706612932 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 
0 1

4 4

1 0

I x y dxdy


    

 
 

 (3جذٚي سلُ )        
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  سعاٌح ِاجغر١ش ِمذِح إٌٝ جاِؼح اٌىٛفح" ,  تؼط اٌطشائك اٌؼذد٠ح ٌذغاب ذىاِلاخ اٌصٕائ١ح ٚاٌصلاش١ح, "  ترٛي داذُ,  ػىاس[ [6

2010 . 

 سعاٌح" ,  Matlab ٌغح اَتاعرخذ ٚشلاش١ح ٚشٕائ١ح أداد٠ح ذىاِلاخ ٌذغاب اٌؼذد٠ح اٌطشائك تؼط, "  ِذّذ ػزساء,  ظ١اء[7]

 .  9222,  اٌىٛفح جاِؼح إٌٝ ِمذِح ِاجغر١ش

 اٌذ١ٌٚح اٌذاس,  ٌٍٕشش ِاوجش١ً٘ٚ داس" ,  ٚاٌرىاًِ اٌرفاظً دغاب فٟ ِٚغائً ٔظش٠اخ شَٛ ٍِخصاخ عٍغٍح, "  آ٠شص فشأه[ [8

  1988اٌّرخصص١ٓ الأعاذزج ِٓ ٔخثح ذشجّح,  ٚاٌرٛص٠غ ٌٍٕشش
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 تشٔاِج اٌّاذلاب ٚ٘ٛ اٌثشٔاِج اٌزٞ اعرخذَ ٌذً الاِصٍح          

                    

clear all 

clc 

% find  double  integral of  function  g(x,y)  on the [a,b]*[c,d]   

% using  RSS 

% g(x,y) may  by  given  in g.m. file 

% a is the lower  end ,b is the  upper  end of  internal  integral  and   c is the  lower  end ,d is the  

upper  end of  external  integral  

% eps is an  Absolute  Error   

% n is the number  subintervals  of  [a,b]  and [c,d]  (must  be  even)  

% D is the values k by using  RSS 

%  h is length of  any  subintervals of  internal  integral  , h1 is length of  any  subintervals of  

external  integral   

% s is the  matrix of  integral‘ s values  by using  RSS 

a=-1;b=0;c=0;d=1;eps=10^(-14); 

D=[4,5,5,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26]; 

n=2;h=(b-a)/n;h1=(d-c)/n; 

s(1,1)=2; 

s(1,2)=h*h1*(g(a,c)+g(a,d)+g(b,d)+4*(g(a,c+h1)+g(b,c+h1) 

+4*g(a+h,c+h1)+g(a+h,c)+g(a+h,d)))/9;   

for k=2:10; 

    n=2^k;s(k,2)=0; 

    h1=(d-c)/n;h=(b-a)/n; 

    s(k,2)=s(k,2)+g(a,c)+g(a,d)+g(b,d); 

    for i=2:2:n-2 

    s(k,2)=s(k,2)+2*(g(a+i*h,c)+g(a+i*h,d)); 

    end 

        for e=1:2:n-1 

            s(k,2)=s(k,2)+4*(g(a+e*h,c)+g(a+e*h,d)); 

        end 

        for m=1:2:n-1 

            s(k,2)=s(k,2)+4*(g(a,c+m*h1)+g(b,c+m*h1)) 

            for L=1:2:n-1 

                s(k,2)=s(k,2)+16*g(a+L*h,c+m*h1); 

            end 

        for p=2:2:n-2 

            s(k,2)=s(k,2)+8*g(a+p*h,c+m*h1); 

        end 

        end 

        for q=2:2:n-2 

            s(k,2)=s(k,2)+2*(g(a,c+q*h1)+g(b,c+q*h1)); 

            for w=1:2:n-1 

                s(k,2)=s(k,2)+8*g(a+w*h,c+q*h1); 

           

 

 

 

 

 

 



 4201/ علمي / الرابع العذد -ي عشرثانال المجلذ –العلميت  كربلاء جامعت مجلت
 

938 

 

  end 

            for v =2:2:n-2 

                s(k,2)=s(k,2)+4*g(a+v*h,c+q*h1); 

                s(k,1)=n; 

            end 

        end 

            s(k,2)=s(k,2)*h1*h/9; 

    for z=3:k+1 

        clc 

        s(k,z)=(s(k,z-1)*2^D(z-2)-s(k-1,z-1))/((2^D(z-2))-1); 

    end 

    if abs(s(k,k+1)-s(k,k))<=eps; 

        sprintf('%5.0f%2.13f',n,s(k,k+1)) 

        break 

    else 

    end 

end 

 xlswrite('E:/(RSSaliaaa - EXali.xls',s,1,'A2' ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


