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Derivation Nnumerical Method by Using Trapezoidal Method 

to Evaluate Triple Integrations its Integrands are Continuous 

with Singular Derivatives. 
 

راث  انثلاثيتاشتقاق طريقت عذديت باصتخذاو قاعذة شبه انمىحرف نحضاب انتكاملاث 

 انمكاملاث انمضتمرة نكىها معتهت انمشتقاث انجزئيت.
 

 ِذّذ سصاق عٍّاْ        دغٓ ػثذاٌشد١ُ جث١ش ا١ٌاعشٞ          أ.ػٍٟ دغٓ ِذّذ

 جاِؼح اٌىٛفح/و١ٍح اٌرشت١ح ٌٍثٕاخ/لغُ اٌش٠اظ١اخ

 ًـــــــِغرس ــــــتذ
 

 انمضتخهص
اْ اٌٙذف الاعاعٟ ِٓ ٘زا اٌثذس ٘ٛ اشرماق لاػذج ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٌىٕٙا        

,ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاػذج شثٗ إٌّذشف ػٍٝ الاتؼاد اٌصلاشح  ,X Y Z 

ِٓ خلاي  [5]،[1]ٚو١ف١ح ا٠جاد ص١غح اٌخطأ ٌٙا )دذٚد اٌرصذ١خ( ٚذذغ١ٓ ٘زٖ إٌرائج  تاعرخذاَ غش٠مح  ذؼج١ً سِٚثشن 

ِغا٠ٚح اٌٝ ػذد   X ػٕذِا ٠ىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ  دذٚد اٌرصذ١خ ٘زٖ ،

ِٚغا٠ٚح اٌٝ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج   Yخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ اٌفرشا

   . Zاٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ 

( ار ٠ّىٓ الاػرّاد ػ١ٍٙا  ٌرؼج١ً سِٚثشن ٠Rشِض ٌماػذج شثٗ إٌّذشف ٚ T)د١س  RTTT ٚعٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مح تاٌشِض

 .ا لذ أػطد  دلح ػا١ٌح فٟ إٌرائج ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ تؼذد فرشاخ جضئ١ح ل١ٍٍحوٛٔٙ
 

Abstract 
The main aim of this research is to derive rule to find values of triple integrals numerically, 

its integrands have singular partial derivatives not on the end of the region of  integration  by  

using the Trapezoidal method with the three dimension  X,Y and Z . And to derive the (correction 

form of error terms) and we used Romberg acceleration to improve the results when the numbers 

of subintervals on the X -dimension equal to the subintervals on theY -dimension and equal to 

the subintervals on the Z -dimension. And we will use the symbol RTTT to indicate this method 

(T means Trapezoidal method and R Romberg acceleration) and we can depend on this method 

because it gave high accuracy on the results with respect to the analytical values of integrations 

and with little subintervals.                                                                        
 

 انمقذمت .1
ذىّٓ فٟ اترىاس غشائك ِؼ١ٕح  ذغاُ٘ فٟ ا٠جاد دٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً فٟ اٌش٠اظ١اخ ِٕٚٙا  ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌؼذدٞ اْ ا١ّ٘ح 

إر إْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظذح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا  ،ذشىً جضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع اٌرٟ ٌرىاِلاخ ا

 إْ إ٠جاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ جاء ٔر١جح صؼٛتاخ وص١شج ِٕٙا :ٚ ،إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ 

 . ٍرىاًِاٌرذ١ٍ١ٍح ٌ م١ّحاٌإ٠جاد  ػٕذِا ٠ىْٛ ِٓ اٌّذاي .1

 .صِٓ غ٠ًٛ ٍٚرىاًِ ِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح ٌ اٌرذ١ٍ١ٍح  م١ّحاٌ ػ١ٍّح إ٠جادػٕذِا ذىْٛ  .2

                                                                                                           .لذ ذىْٛ ل١ّح اٌرىاًِ اٌرذ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح أعاعا لادرٛائٙا ػٍٝ دذٚد ذأخز ل١ّٙا ِٓ اٌجذاٚي)ِصً اٌٍٛغاسذُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(  .3

ّا وِؼذٚدج فٟ فرشج اٌرىاًِ(  اٌذاٌح ِؼشفح فٟ ٔماغ  أْأٞ  ٟ٘ إ٠جاد ِغادح ذذد ِٕذٓ ِؼشّف تجذٚي ل١ُ ) حّغأٌاٌلذ ذىْٛ  .4

 .ٟ٘ اٌذاي ػٕذ ذذ١ًٍ ٔرائج اٌرجاسب 

اٌّىاًِ  وْٛاٚ اٌصٕائٟ ِٓ ِشىٍح إ٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ الأدادٞ  وصش ذؼم١ذاذشىً ِغأٌح ا اٌصلاشٟػ١ٍّح إ٠جاد ل١ّح ٌٍرىاًِ  إْ

ذشىً  ٚالاػرلاي فٟ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍّىاًِأٚالاػرلاي فٟ اٌّىاًِ أ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح  شلاز ِرغ١شاخٕ٘ا ٠ؼرّذ ػٍٝ 

  رىاًِ وّااٌ ( ١ٌٚظ ِغ فرشاخSurfaces( أٚ عطٛح )Regionsصؼٛتاخ وث١شج ٚوزٌه فإٕٔا ٕ٘ا عٕرؼاًِ ِغ ِٕاغك اٌرىاًِ )

  فٟ داٌح اٌرىاًِ الأدادٞ .

ٍِذح لإ٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١ح  أصثذد اٌذاجح ٚػ١ٍٗذالاخ اٌ ٌثؼطإْ إ٠جاد ل١ُ اٌرىاِلاخ ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ ٌٙزا ف 

 عث١ً ػٍٝ ،ٌٍذجَٛ اٌزاذٟ اٌمصٛس َٚػض اٌّرٛعطح ٚاٌّشاوض اٌذجَٛ إ٠جاد فٟ اٌصلاش١حٌٙزٖ اٌرىاِلاخ ٚذىّٓ أ١ّ٘ح اٌرىاِلاخ 

2  اٌّىافئ اٌمطغ ت١ٓ اٌٛالغ اٌذجُ ،اٌّصاي 22z x y  24 ٚالاعطٛأحz y ، ُالاعطٛأح داخً اٌٛالغ ٚاٌذج 



 2014انثانث/ عهمي / انعذد  -انمجهذ انثاوي عشر –مجهت جامعت كربلاء انعهميت 
 

237 

4cos( )  2 تاٌىشج الأػٍٝ ِٓ اٌّذذد 2 16z   ِٓٚ ً0تاٌّغرٛٞ الأعفz ،  ٌٍذجُ  اٌّرٛعػ اٌّشوض ٚدغاب 

2 داخً لغااٌٛ 2 9x y  0  اٌّغرٛٞ ٚفٛقz  4 اٌّغرٛٞ ٚذذدx z  ،  راخ اٌىرً إ٠جاد فٟ أ١ّ٘رٙا ذثشص ٚوزٌه 

ِّا دػا وص١ش . [8] آ٠شص فشأه ٚوص١ش ِٓ الاِصٍح ػٍٝ رٌه  اٌّؼذْ ِٓ سل١مح صف١ذح أٚ سف١غ عٍه ِٓ لطؼح ِصً اٌّرغ١شج اٌىصافح

ِٓ اٌثادص١ٓ إٌٝ اٌؼًّ فٟ ِجاي اٌرىاِلاخ ِٚٓ اٌثادص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ دغاب اٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج 

 تاٌص١غح     1 2,f x y f x f yتاٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح ػُِّٕٚٙ ِٓ  1973 [ ػا2َٓ ]ّ٘ا ٘أظ جاس ٚجاوٛتغ ً

اعرخذِد غشائك ِشوثح  2009[ فٟ ػاَ 7ظ١اء ] اِا اٌثادصح، 1975[ ػاَ 3] سات١ٕٛذض ٚ داف١١ض، ٌىُٕٙ وأٛا ٠ٍّْٙٛ الاػرلاي 

)( ٚوً ِٓ اٌطشائك Zٟٚ٘ غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌرىاًِ اٌخاسجٟ )اٌثؼذ  )RM RS ، 

( )RM RM  ٚ( )RS RM ٌٝغش٠مح  إظافح ا( )RS RS  اٌثؼذ( ػٍٝ اٌرىاًِ الأٚعػY (  ٚاٌرىاًِ اٌذاخٍٟ )اٌثؼذX ِغ )

ح اٌثادص خذِرٌّٗا اعر شاِغا٠ أعٍٛتا [6]لذِد ػىاس  2010ٚفٟ ػاَ  ، Y ٚXإٌغاء الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ الأٚعػ ٚاٌذاخٍٟ 

ٚرٌه تاعرؼّاي غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ ذطث١ك  لاش١حلذِد  غش٠مح ػذد٠ح ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌص إر ظ١اء

 ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ اٌرىاًِ فرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ػذد٠ىْٛ ػٕذِا   X ،Y ٚZ ادتؼلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ الا

h)إْ  اٞ غا٠ٚحرِ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسجٟ h h   ) ٚأعّرٙاRMMM  أْد١س MMM  ٝذشِض ٌماػذج إٌمطح اٌٛعط

ح اٌثادص خذِرٌّٗا اعر ِشاتٙا أعٍٛتا [9] ٘لاي لذِد 2013ٚفٟ ػاَ  غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن Rٚ الاتؼاد اٌصلاشح اٌّطثمح ػٍٝ 

 ٚأاٌرٟ ِىاِلاذٙا ِغرّشج أٚ ِغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  لاش١حلذِد  غش٠مح ػذد٠ح ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌص إر [6]ػىاس 

ٚرٌه تاعرؼّاي غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ  ٚص١غ اٌخطأ)دذٚد اٌرصذ١خ( فٟ إدذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ اٌّؼرٍح

ػٍٝ اٌثؼذ  اٌرىاًِ فرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ػذد٠ىْٛ ػٕذِا  X ،Y ٚZ ادتؼػٍٝ الا شثٗ إٌّذشفلاػذج  ذطث١ك

h)إْ  اٞ غا٠ٚحرِ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسجٟ اٌذاخٍٟ h h   ) ٚأعّرٙاRTTT  أْد١س TTT  شثٗ إٌّذشف ذشِض ٌماػذج

ٚلذ دصٍد ػٍٝ ٔرائج ج١ذج ٚتؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  ، غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن Rٚ الاتؼاد اٌصلاشح اٌّطثمح ػٍٝ 

 .رخذِحاٌّغ

ػٕذِا ذىْٛ داٌح اٌرىاًِ   اٌصلاش١ح ٌٍرىاِلاخ  ذمش٠ث١ح ل١ُ ٌذغاب جذ٠ذجػذد٠ح  ٠محغش أ٠جادػٍٝ عٛف ٔؼًّ ٘زا تذصٕا فٟ ٚ

f(x,y,z)   ًِالاػرلاي  ػٕذِا ٠ىْٛ ٌٙا اٌخطأ ٚص١غحِغرّشج ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١شادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىا

دصشاً فٟ إٌمطح 0, ,n nx y z  ٚأ 0 0, ,nx y z ٖلاػذج ِغ سِٚثشن ذؼج١ً غش٠مح ِٓ ِشوثح غش٠مح ػٓ ػثاسج اٌطش٠مح ٚ٘ز 

 فرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ػذد ذىْٛ ػٕذِا( ٚاٌخاسجٟ ٚالأٚعػ اٌذاخٍٟ) اٌصلاشح الأتؼاد ػٍٝ اٌّطثمحشثٗ إٌّذشف 

ٚجذٔا٘ا ا اٌرٟ اٌرصذ١خ دذٚد اعرخذاَ ِغ اٌطش٠مح ٘زٖ إْ ٚلادظٕا غا٠ٚحرِ ٚالاٚعػ ٚاٌخاسجٟ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ اٌرىاًِ

  .غ٠ًٛ ٚلد ذغرغشق ٚلا ٔغث١اً  ل١ٍٍح جضئ١ح فرشاخ ٚعش٠ؼح ِٓ د١س اٌذلح ٚتؼذد ج١ذج ٔرائج ٚذؼج١ً سِٚثشن أػطد
 

 معتهت انمشتقاث انجزئيت  –: انتكاملاث انثلاثيت نمكاملاث مضتمرة 2
Triple Integrals For Continuous Integrands With 

Singular Partial Derivatives 

 اٌصلاشٟ ٠ّىٓ وراتح اٌرىاًِ 
0 0 0

, ,
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz     :تاٌص١غح 

     
0 0 0

, ,
n n nz y x

TTT

z y x

I f x y z dxdydz TTT h E h      

ٌٕٚفشض أْ اٌذاٌح , ,f x y z  ًِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمةح اٌرىاِة     0 0 0, , ,n n nx x y y z z   ٌٚة١ظ ٌٙةا اػةرلاي

 ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح فٟ ٔمطح أٚ أوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ.
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)0 معتم انمشتقت في انىقطت –انتكاملاث انثلاثيت راث انمكامم انمضتمر :انحانت الأونى , , )n nx y z  باصتخذاو قاعدذة شدبه انمىحدرف

)(zوانخارجي   yوالأوصط  xانذاخهي)عهى الأبعاد )TTT. 

 

  (1):مبرهىت
 

)ٌرىٓ اٌذاٌةح  , , )f x y zإٌّةـطمح    ِغرةـّشج ٚ لاتٍةح ٌلاشةرماق فةٟ وةـً ٔـمةـطح ِةـٓ ٔةـماغ     0 0 0, , ,n n nx x y y z z  ػةذا

إٌمطح
0( , , ) ( , , )n nx y z x y z لاشٟ: فاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌص 

 

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz    

) اٌماػذج ترطث١ك٠ّىٓ دغاتٙا  )TTTا٢ذ١ح  ِٓ اٌص١غح:  
 

3

0 0 0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0 0

0

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ,

n n n n

n

n n n n n n n n j

j

n j n j n n j j j n

n j

h
TTT h f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z






    



    

    



0 0 0 0

1 1

0 0

1 1

1

0

1

) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) 4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) 2 ( , , )

n j n j j n j n

n n

j n n i k i n k i k i k n

k i

n

i k n i k i j k

j

f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z

 

 





    

    


  






 

 

 ٚإْ ص١غح اٌخطأ)دذٚد اٌرصذ١خ(ٟ٘:
 

5 2 2 2 6 3 3 3

2 2 2 2 2 2

7 4 4 4 2 4
1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) (

12 12 12 24 24 24

1 1 1 1 1 1
)

24 24 24 24 24 24

1 1 1
( ) ( , , )
80 80 80

TTT x y z x y z

x y x y x z x z y z y z

x y z n n

E h h D D D h D D D

D D D D D D D D D D D D

h D D D f x y z A h A h 

    
      


   
     

   
         



 

د١س  
1 2, ,...A A  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌحf  فمػ.  
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                                                                                                      : انبرهان
 ٠ّىٓ وراترٗ تاٌصٛسج ا٢ذ١ح: I اٌرىاًِ اٌصلاشٟ  

   
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

, , , , ( , , )
n n n n n n n

n

z y x z y x z y x

z y x z y x z y x

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz
  



          

   

   

1 1 11 1

0 1 0 1 1 0 0 0 1

1 1

1 0 1 0 1 1 1 1 1

, , , , ( , , )

, , , , ( , , ) (

n n n n n n n

n n n

n n n n n n n n n

n n n n

z y z y z y xx x

z y x z y x z y x

z y x z y x z y x

z y x z y x z y x

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz

  

  

 

   

  

   

        

         1)

 

)ِغرّشج فٟ ِٕاغك ذىاٍِٙا ِاػذا اٌرىاًِ اٌشاتغ ف١ٗ اٌذاٌح  ػٕذ ِلادظح اٌرىاِلاخ اٌصّا١ٔح اػلاٖ ٔشٜ أٙا ج١ّؼاً  , , )f x y z 

ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح ذذذ٠ذاً فٟ إٌمطح    0, , , ,n nx y z x y z  ٟٚ٘زا ٠ؼٕٟ أْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ِٛجٛدج ف

وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح    0, , , ,n nx y z x y zٕٞٚ٘ا عٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً   .[4]عغرش

        ِرغٍغً:

 [.9٘لاي] :انتكامم الاول

 
1 1 1 11 1

0 0 0 0

32 2 2 2

1 0

0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 1 1 1 1

1 1

( , , ) , , [ ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) (

n n t s

t s

z y z yx xn n n n

s t

t s t sz y x z y x

s t s t s t s t s t

s t

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x

      

   

    



   

    



       

2 4

1 1 1 1 2, , )] (2)s ty z a h a h      

 

 [.9٘لاي] انتكامم انثاوي:

 
1 11 1

1 0 0 1 0

32 2

2 0 1

0 0

0 0 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( , , ) , , [ ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

n n n s

n n s

z y z yx xn n

s n

s sz y x z y x

s n s n s n s n s n

s n s n

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z

 

 

 



 

   

  

   

    

 

      

2 4

1 2 (3)b h b h   

 

 [.9٘لاي] انتكامم انثانث:

   
1 11 1

0 1 0 1 0

32 2

3 0 1

0 0

0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , [ ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

n n t n

n t n

z y z yx xn n

n t

t tz y x z y x

n t n t n t n t n t

n t n t

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z c

 

 

 



 

     



   

    

 

      

2 4

2 (4)h c h   

 

 انتكامم انرابع:

ٕ٘ا اٌرىاًِ ف١ٗ اٌذاٌح ِؼشفح ٌٚىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح  0 , ,n nx y z  ٌٚذغاب ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ ٔغرخذَ ِرغٍغٍح

ذا٠ٍش دٛي إٌمطح 1 1 1, ,n nx y z :    
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22
2 211

1 1 1

2
21

1 1 1 1 1 1

3 3 23
3 3 31 1 11

( )( )
( , , ) [1 ( ) ( ) ( )

2! 2!

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2!

( ) ( ) ( ) (( )

3! 3! 3!

n
x n y n z x y

n
z n x y n x z n n y z

n n n
x y z

y yx x
f x y z x x D y y D z z D D D

z z
D x x y y D D x x z z D D y y z z D D

y y z z x x y yx x
D D D


 


   

 


         


         

   
   21

2 2 2
2 2 21 1 1 1 1 1

2 2
2 21 1 1 1

1 1 1

4 44
4 41 11

)

2!

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2! 2! 2!

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

2! 2!

( ) ( )( )

4! 4! 4!

x y

n n n
x y x z x z

n n n n
y z y Z n n x y z

n n
x y z

D D

x x y y x x z z x x z z
D D D D D D

y y z z y y z z
D D D D x x y y z z D D D

y y z zx x
D D D



  

   
 

 



     
  

   
     

 
  4

1 1 1] ( , , ) (5)n nf x y z   

  

ػٍٝ فشض إْ ج١ّغ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح , ,f x y z ِٛجٛدج ػٕذ إٌمطح 1 1 1, ,n nx y z  اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٌٍص١غح  زٚتأخ

( فٟ إٌّطمح5)     0 1 1 1, , ,n n n nx x y y z z   :ٍٝٔذصً ػ 

1

1 1 0

2

0 1 1 1
1 0 1 1

2 2

1 0 1 1 1 0 1 1

3 3
20 1 1 1 1 0 1

( ) ( )( )
( , , ) [( )( )( )

2

( )( ) ( ) ( )( )( )

2 2

( ) ( )( ) ( )( ) (

6

n n

n n

z y x

n n n n
n n n n x

z y x

n n n n n n n n
y z

n n n n n n
x

x x y y z z
f x y z dxdydz x x y y z z D

x x y y z z x x y y z z
D D

x x y y z z x x y y
D

 

 
 

   

  

  
    

     
  

    


  

21

3 2 2
21 0 1 1 0 1 1 1

)

6

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

6 4

n n
y

n n n n n n n n
z x y

z z
D

x x y y z z x x y y z z
D D D



   




     


 

2 2 2 2

0 1 1 1 1 0 1 1

4 4
3 30 1 1 1 1 0 1 1

4 3 2
3 21 0 1 1 0 1 1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

4 4

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

24 24

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

24 12

(

n n n n n n n n
x z y z

n n n n n n n n
x y

n n n n n n n n
z x y

x x y y z z x x y y z z
D D D D

x x y y z z x x y y z z
D D

x x y y z z x x y y z z
D D D

x

   

   

   

     
 

     
  

     



2 3 3 2

2 20 1 1 1 0 1 1 1

2 3 3 2
2 20 1 1 1 1 0 1 1

2 3 2 2
21 0 1 1 1 0 1 1

) ( ) ( ) ( ) ( )( )

12 12

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

12 12

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

24

n n n n n n n n
x y x z

n n n n n n n n
x z y z

n n n n n n n n
y z

x y y z z x x y y z z
D D D D

x x y y z z x x y y z z
D D D D

x x y y z z x x y y z z
D D

   

   

   

     


     
  

     


2

5 5
4 40 1 1 1 0 1 1 1

5
41 0 1 1

1 1 1

8

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

120 120

( )( )( )
] ( , , ) (6)

120

x y z

n n n n n n n n
x y

n n n n
z n n

D D D

x x y y z z x x y y z z
D D

x x y y z z
D f x y z

   

 
 



     
 

  
   

 

 

)1ٌرؼ٠ٛط ػٓ وً ِٓتاٚ )n nz z  ،1( )n ny y  ،1 0( )x xتـh  ٟٔذصً ػٍٝ (6) اٌص١غحف: 
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1 1 1

4 4 4 5 5
3 2 2

5 5 5 5 6 6 6 6
2 3 3 3 2

6 6 6 6 6 6 7
2 2 2 2 2

( , , )
2 2 2 6 6

6 4 4 4 24 24 24 12

12 12 12 12 12 8 12

n n n

n n n

z y x

x y z x y

z y x

z x y x z y z x y z x y

x y x z x z y z y z x y z

h h h h h
f x y z dxdydz h D D D D D

h h h h h h h h
D D D D D D D D D D D D

h h h h h h h
D D D D D D D D D D D D D

  

      

       

     

  

4

7 7
4 4

1 1 1

0

] ( , , ) (7)
120 120

x

y z n n

D

h h
D D f x y z 



  

 

فٟ إٌّطمح  (zٚاٌخاسجٟ   yٚالأٚعػ  xاٌذاخٍٟ)ٚلإ٠جاد لاػذج شثٗ إٌّذشف ػٍٝ الأتؼاد اٌصلاشح 

     0 1 1 1, , ,n n n nx x y y z z    ٓٔؼٛض ػ x  0تـx ٓٚػy تـ ny  ٓٚػz تـ nz ( فٕذصً ػٍٝ:5فٟ اٌص١غح ) 

2

20 1

0 0 1 1 1

2 2

2 21 1

0 1 1 0 1 1

3 3 3

3 30 1 1 1

1 1

( )
( , , ) [1 ( ) ( ) ( )

2!

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2! 2!

( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3!

n n x n n y n n z x

n n n n

y z n n x y n n x z

n n n n

n n n n y z x y

x x
f x y z x x D y y D z z D D

y y z z
D D x x y y D D x x z z D D

x x y y z z
y y z z D D D D

 

 

 

 

 


        

 
       

  
     3

2 2 2

2 2 20 1 1 0 1 1 0 1 1

2 2 2

2 2 20 1 1 1 1 1 1

4

0 1

0 1 1 1

3!

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2! 2! 2!

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2

( )
( )( )( )

24

z

n n n n n n

x y x y x z

n n n n n n n n n n

x z y z y Z

n n n n x y z

D

x x y y x x y y x x z z
D D D D D D

x x z z y y z z y y z z
D D D D D D

x x
x x y y z z D D D D

  

    

 



     
  

     
  


   

4 4

4 4 41 1

1 1 1

( ) ( )

24 24

] ( , , ) (8)

n n n n

x y z

n n

y y z z
D D

f x y z

 

 

 
  

 

 

1nz تـ zٚػٓ  ny تـ yٚػٓ 0xتـ  x ٔؼٛض ػٓ ا٢ْ   ( ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) 
2 2

2 20 1 1
0 1 0 1 1

3 3 2
3 3 20 1 1 0 1 1

0 1 1

2 4 4
2 4 40 1 1 0 1 1

( ) ( )
( , , ) [1 ( ) ( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3! 2!

( )( ) ( ) ( )

2! 24 24

n n
n n x n n y x y

n n n n
n n x y x y x y

n n n n
x y x y

x x y y
f x y z x x D y y D D D

x x y y x x y y
x x y y D D D D D D

x x y y x x y y
D D D D


 

 


 

 
       

   
     

   
   1 1 1] ( , , ) (9)n nf x y z   

 

1ny تـ yٚػٓ 0xتـ  x ػٓ ٚتاٌرؼ٠ٛط     ٓٚػz تـ nz ( ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) 

 
2 2

2 20 1 1
0 1 0 1 1

3 3 2
3 3 20 1 1 0 1 1

0 1 1

2 4 4
2 4 40 1 1 0 1 1

( ) ( )
( , , ) [1 ( ) ( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3! 2!

( )( ) ( ) ( )

2 24 24

n n
n n x n n z x z

n n n n
n n x z x z x z

n n n n
x z x z

x x z z
f x y z x x D z z D D D

x x z z x x z z
x x z z D D D D D D

x x z z x x z z
D D D D


 

 


 

 
       

   
     

   
    1 1 1] ( , , ) (10)n nf x y z  

 

1ny تـ yٚػٓ 0xتـ  x ػٓ  تاٌرؼ٠ٛطوزٌه ٚ    ٓٚػz 1 تـnz  ( ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) 
2 3 4

2 3 40 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (11)

n n x x x x

n n

x x x x x x
f x y z x x D D D D

f x y z

 

 

  
      



 

 ( ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) nz تـ zٚػٓ  ny تـ yٚػٓ 1xتـ  x ػٓ  تاٌرؼ٠ٛطأ٠عاً ٚ
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2 2
2 21 1

1 1 1

3 3 2
3 3 21 1 1 1

1 1

2 4
2 41 1 1

( ) ( )
( , , ) [1 ( ) ( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3! 2

( )( ) ( ) (

2 24

n n n n
n n n n y n n z y z

n n n n n n n n
n n n n y z y z y z

n n n n n n n n
y Z y

y y z z
f x y z y y D z z D D D

y y z z y y z z
y y z z D D D D D D

y y z z y y z z
D D D

 
 

   
 

  

 
       

   
     

   
 

4
41

1 1 1

)
] ( , , ) (12)

24
z n nD f x y z

  

 

1nz تـ zٚػٓ  ny تـ yٚػٓ 1xتـ  x ػٓ  تاٌرؼ٠ٛطوزٌه ٚ  ( ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) 
2 3 4

2 3 41 1 1
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (13)

n n n n n n
n n n n y y y y

n n

y y y y y y
f x y z y y D D D D

f x y z

  
 

 

  
      



 

1ny تـ yٚػٓ 1xتـ  x ػٓ  تاٌرؼ٠ٛطأ٠عاً ٚ   ٓٚػz تـ nz (ٔجذ أْ:5فٟ اٌص١غح ) 
2 3 4

2 3 41 1 1
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (14)

n n n n n n
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f x y z z z D D D D

f x y z

  
 

 

  
      



         

)1ٌرؼ٠ٛط ػٓ وً ِٓتاٚ )n nz z ،1( )n ny y  تـh  ٟاٌصـ١غف  

 (8)،(9)،(10)،(11)،(12)،(13)،(14)  ػٍٝ اٌرٛاٌٟ ٔذصً ػٍٝ:  

 


2 2 2

2 2 2 2 2

0

3 3 3 3 3 3 3
2 3 3 3 2 2 2 2

3 3 4 4 4
2 2 3 4 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 2

6 6 6 2 2 2 2

] ( , , )
2 2 24 24 24

n n x y z x y z x y x z

y z x y z x y x y x z x z

y z y z x y z x y z n n
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i f x y z h D hD hD D D D h D D h D D

h h h h h h h
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h h h h h
D D D D h D D D D D D f x y z 

         

       

        (15)

 


2 2 3

2 2 2 3

0 1
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3 2 2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6
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y x y x y x y n n
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ii f x y z h D hD D D h D D D

h h h h h
D D D D D D D f x y z



 

       

      

 


2 2 3 3
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0 1

3 3 4 4
2 2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6 6

] ( , , ) (17)
2 2 24 24

n n x z x z x z x z

x z x z x z n n

h h h h
iii f x y z h D hD D D h D D D D

h h h h
D D D D D D f x y z



 

        

    

 


2 3 4

2 3 4

0 1 1 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (18)
2 6 24

n n x x x x n n

h h h
iv f x y z h D D D D f x y z          


2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 2

1

3 4 4
2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6 6 2

] ( , , ) (19)
2 24 24

n n y z y z y z y z y z

y z y z n n

h h h h h
v f x y z hD hD D D h D D D D D D

h h h
D D D D f x y z 

         

    

 


2 3 4

2 3 4

1 1 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (20)
2 6 24

n n y y y y n n

h h h
vi f x y z hD D D D f x y z         


2 3 4

2 3 4

1 1 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (21)
2 6 24

n n z z z z n n

h h h
vii f x y z hD D D D f x y z         

( تـ21( ،)20،)( 19( ،)18(،)17( ،)16(،)15تعشب اٌص١غ )
8

h
 ( ٔذصً ػٍٝ:7ٚجّؼٙا ِغ اٌص١غح ) 
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 [.9٘لاي]انتكامم انخامش: 
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k j i

i j

I f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h
f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z

     

  

  

    

  



 

     

       



2 4
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 [.9٘لاي] انتكامم انضادس:
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I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z
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 [.9٘لاي]انتكامم انثامه: 
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, د١س اْ , , , , ,i i i i i i ia b c d e g hٚ شٛاتد( 1,2, )i  ذؼرّذ ػٍٝ لة١ُ اٌّشةرماخ اٌجضئ١ةح ٌٍذاٌةحf  تإٌغةثح ٌةـx،y،z ٚتجّةغ

 ػٍٝ:(ٔذصً 26(،)25(،)24(،)23(،)22(،)4(،)3(،)2اٌص١غ)
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د١س أْ 
1 2, ,A A    شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌحf ٚتٙزا ذُ اٌثش٘اْ.      فمػ 

ٌٚىٕٙةةةا ِؼرٍةةةح اٌّشةةةرماخ اٌجضئ١ةةةح فةةةٟ إٌمطرةةة١ٓٚتةةةٕفظ اٌطش٠مةةةح ٠ّىةةةٓ اشةةةرماق اٌماػةةةذج ػٕةةةذِا ذىةةةْٛ داٌةةةح اٌّىاِةةةً ِؼشفةةةح 

 0, ,n nx y zٚأ 0, ,n nx y z. 
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0 معتم انمشتقت في انىقطت –انتكاملاث انثلاثيت راث انمكامم انمضتمر :انحانت انثاويت 0( , , )nx y z باصتخذاو قاعذة شبه انمىحرف

   y والأوصط  xانذاخهي ) عهى الأبعاد

)(zوانخارجي  )TTT. 

 

 2 :مبرهىت

)ٌرىٓ اٌذاٌح  , , )f x y zإٌّـطمح    ِغرـّشج ٚ لاتٍح ٌلاشرماق فٟ وـً ٔـمـطح ِـٓ ٔـماغ     0 0 0, , ,n n nx x y y z z ػةذا  إٌمطةح

0 0( , , ) ( , , )nx y z x y z لاشٟ:فاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌص 
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 ٚإْ ص١غح اٌخطأ)دذٚد اٌرصذ١خ(ٟ٘:
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1د١س  2, ,...B B شٛاتد ذؼرّذ فمػ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌحf .فمػ 

 

                                                                                                                                :  انبرهان

 : ٠ّىٓ ذجضئرٗ تاٌصٛسج الأذ١ح Iاٌرىاًِ 

    
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0
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)ػٕذ ِلادظح اٌرىاِلاخ اٌصّا١ٔح اػلاٖ ٔشٜ أٙا ج١ّؼةاً ِغةرّشج فةٟ ِٕةاغك ذىاٍِٙةا ِاػةذا اٌرىاِةً اٌخةاِظ ف١ةٗ اٌذاٌةح  , , )f x y z 

ِغرّشج ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح غ١ش ِؼشفح ذذذ٠ذاً فٟ إٌمطح    0 0, , , ,nx y z x y z  ٟٚ٘زا ٠ؼٕٟ أْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ِٛجةٛدج فة

وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمةح اٌرىاِةً ػةذا إٌمطةح    0 0, , , ,nx y z x y zٕٞٚ٘ةا عٕذغةة لة١ُ ٘ةزٖ اٌرىةاِلاخ تشةىً   .[11]عغةرش

 ِرغٍغً: 
 

 [.9٘لاي] الأول:انتكامم 
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...(29)

 

 [.9٘لاي] انتكامم انثاوي:
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  [.9٘لاي] انتكامم انثانث:
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 [.9٘لاي] انتكامم انرابع:
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فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح :  انتكامم انخامش     1 0 1 0 1, , ,n nx x y y z z   ٔغرخذَ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذاٌح , ,f x y z  دٛي إٌمطح

 1 1 1, ,nx y z: 
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اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌحػٍٝ فشض إْ ج١ّغ  , ,f x y z  ِٛجٛدج ػٕذ إٌمطح 1 1 1, ,nx y z  ٚتأخز اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٌٍص١غح

( فٟ إٌّطمح 33)     1 0 1 0 1, , ,n nx x y y z z   : ٍٝٔذصً ػ 
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1ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ وً ِٓ 0( )z z،1 0( )y y، 1( )n nx x  تـh  ٔذصً ػٍٝ: (34)فٟ اٌص١غح 
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( فةةةةةةٟ إٌّطمةةةةةةح zٚاٌخةةةةةةاسجٟ   yٚالأٚعةةةةةةػ  xاٌصلاشح)اٌةةةةةةذاخٍٟٚلإ٠جةةةةةةاد لاػةةةةةةذج شةةةةةةثٗ إٌّذةةةةةةشف ػٍةةةةةةٝ الأتؼةةةةةةاد 

     1 0 1 0 1, , ,n nx x y y z z    ٓٔؼٛض ػ x  تـnx ٓٚػy 0 تـy  ٓٚػz 0 تـz ( فٕذصً ػٍٝ:33فٟ اٌص١غح ) 
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 ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 1z تـ zٚػٓ  0y تـ yٚػٓ nxتـ  x ا٢ْ ٔؼٛض ػٓ 
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    1 1 1] ( , , ) (37)nf x y z

 

 

 ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 0z تـ zٚػٓ  1y تـ yٚػٓ nxتـ  x ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ 

 
2 2

2 21 0 1
1 0 1 0 1

3 3 2
3 3 21 0 1 1 0 1

1 0 1

2 4 4
2 4 41 0 1 1 0 1

( ) ( )
( , , ) [1 ( ) ( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3! 2!

( )( ) ( ) ( )

2 24 24

n n
n n n x z x z

n n n n
n n x z x z x z

n n n n
x z x z

x x z z
f x y z x x D z z D D D

x x z z x x z z
x x z z D D D D D D

x x z z x x z z
D D D D




 


 

 
       

   
     

   
    1 1 1] ( , , ) (38)nf x y z

 

 ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 1z تـ zٚػٓ  1y تـ yٚػٓ nxتـ  x تاٌرؼ٠ٛط ػٓ وزٌه ٚ 
2 3 4

2 3 41 1 1
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (39)

n n n n n n
n n n x x x x

n

x x x x x x
f x y z x x D D D D

f x y z

  




  
      



 

1nxتـ  x تاٌرؼ٠ٛط ػٓ أ٠عاً ٚ  ٓٚػy 0 تـy  ٓٚػz 0 تـz ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 

2 2
2 20 1 0 1

1 0 0 0 1 0 1

3 3 2
3 3 20 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1

2 4 4
2 4 40 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1

( ) ( )
( , , ) [1 ( ) ( )

2! 2!

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3! 3! 2

( )( ) ( ) ( )
] ( , ,

2 24 24

n y z y z

y z y z y z

y Z y z n

y y z z
f x y z y y D z z D D D

y y z z y y z z
y y z z D D D D D D

y y z z y y z z
D D D D f x y z





 
       

   
     

   
    ) (40)
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1nxتـ  x ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ   ٓٚػy 0 تـy  ٓٚػz 1 تـz ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 

 
2 3 4

2 3 40 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (41)

n y y y y

n

y y y y y y
f x y z y y D D D D

f x y z





  
      



 

1nxتـ  x تاٌرؼ٠ٛط ػٓ وزٌه ٚ  ٓٚػy 1 تـy  ٓٚػz 0 تـz ( ٔجذ أْ:33فٟ اٌص١غح ) 
2 3 4

2 3 40 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , , ) [1 ( )

2! 3! 24

] ( , , ) (42)

n z z z z

n

z z z z z z
f x y z z z D D D D

f x y z





  
      



 

 

)1تةةةةةةةةاٌرؼ٠ٛط ػةةةةةةةةٓ وةةةةةةةةً ِةةةةةةةةٓأ٠عةةةةةةةةاً ٚ )n nx x  تةةةةةةةةـh  ٓ0ٚػةةةةةةةة 1( )z z  ،0 1( )y y تةةةةةةةةـh  فةةةةةةةةٟ اٌصةةةةةةةة١غ 

 ( ٠ٕرج:42(،)41(،)40(،)39(،)38(،)37(،)36)

 


2 2 2

2 2 2 2 2

0 0

3 3 3 3 3 3 3
2 3 3 3 2 2 2 2

3 3 4 4 4
2 2 3 4 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 2

6 6 6 2 2 2 2

] ( , , ) (4
2 2 24 24 24

n x y z x y z x y x z

y z x y z x y x y x z x z

y z y z x y z x y z n

h h h
i f x y z h D hD hD D D D h D D h D D

h h h h h h h
h D D D D D D D D D D D D D

h h h h h
D D D D h D D D D D D f x y z

         

       

        3)

 

 


2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 2

0 1

3 4 4
2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6 6 2

] ( , , ) (44)
2 24 24

n x y x y x y x y x y

x y x y n

h h h h h
ii f x y z h D hD D D h D D D D D D

h h h
D D D D f x y z

         

   

 

 


2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 2

1 0

3 4 4
2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6 6 2

] ( , , ) (45)
2 24 24

n x z x z x z x z x z

x z x z n

h h h h h
iii f x y z h D hD D D h D D D D D D

h h h
D D D D f x y z

         

   

 

 


2 3 4

2 3 4

1 1 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (46)
2 6 24

n x x x x n

h h h
iv f x y z h D D D D f x y z      


2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 2

1 0 0

3 4 4
2 4 4

1 1 1

) ( , , ) 1
2 2 6 6 2

] ( , , ) (47)
2 24 24

n y z y z y z y z y z

y z y z n

h h h h h
v f x y z hD hD D D h D D D D D D

h h h
D D D D f x y z





         

   

 


2 3 4

2 3 4

1 0 1 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (48)
2 6 24

n y y y y n

h h h
vi f x y z hD D D D f x y z       


2 3 4

2 3 4

1 1 0 1 1 1) ( , , ) 1 ] ( , , ) (49)
2 6 24

n z z z z n

h h h
vii f x y z hD D D D f x y z        

 

(تـ49(،)48(،)47(،)46(،)45(،)44(،)43تعشب اٌص١غ )
8

h
 (ٔذصً ػٍٝ:35ٚجّؼٙا ِغ اٌص١غح) 
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1 1

1

0 0 1

3

5 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 0 1 1

5 2 2 2 6 3 3 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1 1 1 1 1 1 1
( ) (
12 12 12 24 24 24 24

n

n

n

xz y

n n n

z y x

n n n n

x y z x y z

h
I f x y z dxdydz f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z

h D D D h D D D





  
     

   

   
     

  

2 2

2 2 2 2 7 4 4 4

1 1 1

1

24

1 1 1 1 1 1 1
) ( )

24 24 24 24 80 80 80

( , , ) (50)

x y x y

x z x z y z y z x y z

n

D D D D

D D D D D D D D h D D D

f x y z


 



   
      

 


 

                                                                                                       [.9٘لاي] انتكامم انضادس:
11 1

1 0 1 0 1

31 1

6 1 0

1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1

1 1 1

( , , ) ( , , ) [( ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

n n t n

n t n

z x z xy yn n

n t

t tz y x z y x

n t n t n t n t n t

n t n t

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z



 

 



 

     



   

    



      

2 4

1 2 ...(51)e h e h



  

                                                                                                              

 [.9٘لاي] انتكامم انضابع:
11 1

0 1 1 0 1

31 1

7 1 0

1 1

1 1 1 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 1

( , , ) ( , , ) [ ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

n n s n

n s n

y x y xz z n n

n s

s sz y x z y x

n s n s n s n s n s

n s n s

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z



 

 



 

    

 

   

    

 

      

2 4

1 2 (52)g h g h  

 

 [.9٘لاي] انتكامم انثامه:
1 1

1 1 1 1

31 1 1 1

8 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( , , ) ( , , , ) [ ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( ,

n n n t s n

n t s n

z y x z y xn n n n

n s t

t s t sz y x z y x

n s t n s t n s t n s t n s t

n

h
I f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y

 

 

   



   

       

   

    

       

2 4

1 1 1 1 2, ) ( , , )] (53)s t n s tz f x y z h h h h       

   

, د١ةةس اْ , , , , ,i i i i i i ia b c d e g h ٚ شٛاتةةد( 1,2, )i   ذؼرّةةذ ػٍةةٝ لةة١ُ اٌّشةةرماخ اٌجضئ١ةةح ٌٍذاٌةةحf   تإٌغةةثح ٌةةـx،y،z  ٚتجّةةغ

 (  ٔذصً ػٍٝ :53(،)52(،)51(،)50(،)31(،)30(،)29اٌص١غ )
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0 0 0

3

0 0 0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0 0 0

1

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
8

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ,

n n nz y x

n n n n

z y x

n

n n n n n n n n j

j

n j n j n n j j

h
I f x y z dxdydz f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z






     



    

  

  





0 0

0 0 0 0 0

1 1

0 0

1 1

1

0

1

) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) 4 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) 2 ( , , )

j n

n j n j n j j n j n

n n

j n n i k i n k i k i k n

k i

n

i k n i k i j k

j

f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z

f x y z f x y z f x y z

h

 

 





 

    

    


  






5 2 2 2 6 3 3 3

2 2 2 2 2 2

7 4 4 4 2 4

1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1
( ) (
12 12 12 24 24 24

1 1 1 1 1 1
)

24 24 24 24 24 24

1 1 1
( ) ( , , ) (54)
80 80 80

x y z x y z

x y x y x z x z y z y z

x y z n

D D D h D D D

D D D D D D D D D D D D

h D D D f x y z B h B h

   
     



 
     

   
         



 

 

د١س أْ 
1 2, ,B B    شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌحf .ْفمػ ٚتٙزا ذُ اٌثش٘ا 

وزٌه ٠ّىٕٕا تٕفظ اٌطش٠مح اشرماق اٌمٛاػذ اٌرٟ ذىْٛ ف١ٙا داٌح اٌّىاًِ ِغرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطر١ٓ 

 0 0, ,nx y z ٚأ 0 0, , nx y z.                            
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 الأمثهت .3

إْ ِىاًِ اٌرىاًِ  -1
0 1 1

2 23

1 0 0

1I xz x z y dxdydz


        ِغرّش ٌىٓ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطح , , (0,1,0)x y z   ٚٔٛع الاػرلاي جزسٞ ٚإْ ل١ّرٗ اٌرذ١ٍ١ٍح

وأد دذٚد  اٌرصذ١خ TTTِمشتح اٌٝ أستؼح ػشش ِشذثح ػشش٠ح. ٚترطث١ك اٌماػذج  0.28211705037698
4

16 19

2 63 3
1 2 3 4 5( ) ...E h a h a h a h a h a h      (1ػٕذ ذطث١ك اٌّثشٕ٘ح )

1صذ١ذح ٌغد ِشاذة ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِاTTTٚإْ اٌم١ّح تطش٠مح 256m n n    ٚتؼذ اعرؼّاي ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ إٌرائج اٌّذصً ػ١ٍٙا ٚتاػرّاد دذٚد اٌرصذ١خ اٌرٟ دصٍٕا ػ١ٍٙا

1دصٍٕا ػٍٝ ل١ّح صذ١ذح لإدذٜ ػشش ِشذثح ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا  256m n n   (.ػٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب 1ٚٔح فٟ اٌجذٚي سلُ)، إٌرائج ِذ

 شا١ٔح(. 48.38واْ)
 

m=n=n1 TTT K=2 K=4 K=16/3 K=6 K=19/3 K=22/3 K=8  K=25/3  

1 0.33777132752529 

        
2 0.29610099403009 0.28221088286503 

       
4 0.28558850662810 0.28208434416077 0.28207590824715 

      
8 0.28298251816969 0.28211385535022 0.28211582276285 0.28211683794800 

     
16 0.28233321785898 0.28211678442208 0.28211697969354 0.28211700911889 0.28211701183589 

    
32 0.28217107592170 0.28211702860927 0.28211704488842 0.28211704654658 0.28211704714068 0.28211704758401 

   
64 0.28213055540301 0.28211704856344 0.28211704989372 0.28211705002103 0.28211705007618 0.28211705011304 0.28211705012882 

  
128 0.28212042651675 0.28211705022133 0.28211705033185 0.28211705034300 0.28211705034811 0.28211705035152 0.28211705035301 0.28211705035389 

 
256 0.28211789440159 0.28211705036320 0.28211705037266 0.28211705037370 0.28211705037418 0.28211705037451 0.28211705037465 0.28211705037474 0.28211705037480 

٠ث١ٓ دغاب اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ  (1)اٌجذٚي سلُ
0 1 1

2 23

1 0 0

1xz x z y dxdydz


       تطش٠محRTTT. 0.28211705037698 

 

إْ ِىاًِ اٌرىاًِ  -2

1 0 1

2 2 2
0 1 0

xyz
I dxdydz

x y z




 
    ِؼرً فٟ إٌمطح , , (0,0,0)x y z   ِمشتح اٌٝ أستؼح ػشش  0.10785963464284ٚٔٛع الاػرلاي جزسٞ ٚإْ ل١ّرٗ اٌرذ١ٍ١ٍح

2وأد دذٚد  اٌرصذ١خ  TTTِشذثح ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح. ٚترطث١ك اٌماػذج  4 5 6

1 2 3 4( ) ...E h a h a h a h a h     وأد اٌم١ّح   [3]( ٚدغة الرشاح داف١ض ٚسات١ٕٛذض2) ػٕذ ذطث١ك اٌّثشٕ٘ح

1لأستغ ِشاذة ػشش٠ح ػٕذِا ِطاتمح TTTتطش٠مح  64m n n    ٚتؼذ اعرؼّاي ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ إٌرائج اٌّذصً ػ١ٍٙا ٚتاػرّاد دذٚد اٌرصذ١خ اٌرٟ دصٍٕا ػ١ٍٙا دصٍٕا ػٍٝ ل١ّح

1صذ١ذح ٌصلاشح ػشش ِشذثح ػشش٠ح صذ١ذح ػٕذِا  64m n n   شا١ٔح(. 32.94(.ػٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب واْ  )2ٚي سلُ)إٌرائج ِذٚٔح فٟ اٌجذ 

 



 2014انثانث/ عهمي / انعذد  -انمجهذ انثاوي عشر –مجهت جامعت كربلاء انعهميت 
 

253 

 
 

m=n=n1 TTT K=2 K=4 K=5 K=6 K=8 K=10 

1 0.07216878364870 

      2 0.09658657109925 0.10472583358277 

     4 0.10489572791344 0.10766544685150 0.10786142106942 

    8 0.10710967493295 0.10784765727279 0.10785980463420 0.10785975249113 

   16 0.10767158565447 0.10785888922831 0.10785963802535 0.10785963265087 0.10785963074864 

  32 0.10781258751251 0.10785958813186 0.10785963472543 0.10785963461898 0.10785963465022 0.10785963466552 

 64 0.10784787068163 0.10785963173801 0.10785963464508 0.10785963464249 0.10785963464287 0.10785963464284 0.10785963464281 

 ٠ث١ٓ دغاب اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ (2)سلُ اٌجذٚي

1 0 1

2 2 2
0 1 0

xyz
I dxdydz

x y z




 
    تطش٠محRTTT. 0.10785963464284 

إْ اٌرىاًِ -3
1 1 1

2 2 2

0 0 0

(1 )I x y z dxdydz       فٟ إٌمطحِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا ل١ّح ذذ١ٍ١ٍح ٚوزٌه فإْ اٌّىاًِ ِؼرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح , , (1,0,0)x y z  ٞٚٔٛع اػرلاٌٗ جزس 

2ذىْٛ دذٚد  اٌرصذ١خ  TTTٚترطث١ك اٌماػذج  4 6

1 2 3( ) ...E h a h a h a h   ( ٚأٔٗ ػٕذ اعرخذاَ تشٔاِج اٌّاذلاب دصٍٕا ػٍٝ 2) ػٍٝ اٌشغُ ِٓ ٚجٛد الاػرلاي ٚاٌزٞ ٠ّصً ذطث١ماً ٌٍّثشٕ٘ح

1 ( ِشذثح ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح ػٕذِا14دلح ٌغا٠ح ) 64m n n   د  ِٓ اٌجذٚي أْ اٌؼذد ٔفغٗ ذىشس فٟ الأػّذج الأستؼح الأخ١شج أٞ أْ اٌم١ّح ذىشسخ ٌٚث١اْ و١ف١ح اٌذصٛي ػٍٝ ٘زٖ اٌذلح ٔلا

لأستؼح ػشش ِشذثح ػشش٠ح أٞ أٔٙا صذ١ذح ػٍٝ الألً  0.96059195645511٘زا ٠ؼٕٟ أْ اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح اٌرمش٠ث١ح ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘ RTTT( تاعرخذاَ اٌطش٠مح k=6,8,10,12ػٕذِا وأد )

 .(شا١ٔح 35.67) ػٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِج اٌّاذلاب ٌٍذغاب واْ .(3)درٝ ٚإْ واْ اٌرىاًِ غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٚوّا ِٛظخ فٟ اٌجذٚي سلُ
 

m=n1=n TTT k=2 k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 

1 1.12183643683602 

      2 1.00783628782656 0.96983623815674 

     4 0.97284210149518 0.96117737271805 0.96060011502214 

    8 0.96368188818831 0.96062848375268 0.96059189115499 0.96059176061742 

   16 0.96136615081684 0.96059423835969 0.96059195533349 0.96059195635220 0.96059195711978 

  32 0.96078561199729 0.96059209905744 0.96059195643729 0.96059195645481 0.96059195645521 0.96059195645456 

 64 0.96064037702494 0.96059196536749 0.96059195645483 0.96059195645511 0.96059195645511 0.96059195645511 0.96059195645511 

٠ث١ٓ دغاب اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ  (3)اٌجذٚي سلُ       
1 1 1

2 2 2

0 0 0

(1 )I x y z dxdydz       تطش٠محRTTT. 
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 : انمىاقشت.4
         

ٌىٕٙا ِؼرٍح  اٌّغرّشج  اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاش١ح ٌٍرىاِلاخ  اٌرمش٠ث١ح اٌم١ُ دغاب ػٕذ أٗ اٌثذس ٘زا جذاٚي ٔرائج خلاي ِٓ ٠رعخ     

 ػذدذىْٛ  ػٕذِاٚ x ، y ،z الاتؼاد اٌصلاشح ػٍٝ شثٗ إٌّذشف تماػذجاٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١ش ادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ 

الاٚعػ  اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد  ِغا٠ٚح اٌذاخٍٟ اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ

 ِشاذة ٌؼذج) صذ١ذح ل١ّاً  TTT اٌماػذج ٘زٖ لذ اػطد  اٌخاسجٟ اٌثؼذػٍٝ  اٌفرشج إ١ٌٙا ذجضأ اٌرٟ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد  ِغا٠ٚحٚ

 ػ١ٍٙاذؼج١ً سِٚثشن  خذاَ اعر دْٚ ِٓ اٌجضئ١ح اٌفرشاخ ِٓ ػذد تاعرؼّاي ٌٍرىاِلاخ اٌصذ١ذح اٌرمش٠ث١ح  اٌم١ُ ِغ ِماسٔح( ػشش٠ح

1ػٕذِا  ػشش٠ح ِشاذة ٌغرح صذ١ذح ل١ّح ػٍٝ دصٍٕا  الأٚي  اٌرىاًِ فٟ اٌّصاي عث١ً ػٍٝ، 2 256m n n   ٟاٌرىاًِ  ٚف

1ػٕذِا  ِشاذة ػشش٠ح  لأستؼحاٌصأٟ اٌم١ّح صذ١ذح  2 64m n n     ٌٟصلاز صذ١ذح اٌم١ّح وأد اٌصاٌس اٌرىاًِٚف 

1ػٕذِا ػشش٠ح ِشاذة 2 64m n n    . 

 ل١ُ ِماسٔح ِغ الالرشاب عشػح د١س ِٓ أفعً ٔرائج أػطد اٌّزوٛسج  اٌماػذج ِغ سِٚثشن ذؼج١ً غش٠مح خذاَاعر ػٕذ إٔٗ إلا    

 ػٕذِا تؼذ اٌفاصٍح ػشش٠ح ِشذثح لإدذٜ ػشش الأٚي ًاٌرىاِ فٟ رذ١ٍ١ٍحاٌ م١ّحٌٍ ِطاتمح وأد رأ  رذ١ٍ١ٍحاٌ اٌرىاِلاخ

1 2 256m n n    ٟٔ1ػٕذِا ٌصلاشح ػشش ِشذثح ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح ٚفٟ اٌرىاًِ اٌصا 2 64m n n    ،ٟاٌرىاًِ ٚف 

64mػٕذِا اٌصاٌس n   غش٠مح ػٍٝ الاػرّاد ٠ّىٓ ٚتزٌه ػشش ِشذثح تؼذ اٌفاصٍح لأستؼحوأد إٌر١جح دل١مح RTTT  ٟف 

 .ٌىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ غ١شادذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ اٌّغرّشج اٌّىاِلاخ راخ  اٌصلاش١ح اٌرىاِلاخ دغاب
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