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Using Central Limit Theorem to Describe the Behavior of 

Random stain with Continuous Time 

 شاديت هجيذ ًوري                                                   حسي حسيي إبراهين.د

 كليت الخربيت  /جاهعت  حكريج قسن الرياضياث                            كليت علوم الرياضياث والحاسباث/قسن الرياضياث / جاهعت حكريج 

Abstract 

In this paper we use Central Limit Theorem to Describe the Behavior 

of Random Stain with Continuous Time where rtt )( .  

الوسخخلص 

وقذ  اسرخذٍْا ٍثشهْح اىغاٌح  ىيضٍِ اىَسرَش [4] [ 3]ذْاوىْا فً هزٓ اىىسقح اىيطخح اىعشىائٍح  

rttاىَشمضٌح فً وصف سيىك  اّرشاساىيطخح اىعشىائٍح عْذٍا  )(  . 

 Introduction الوقذهت  1-

 

     ّقىً  فً هزا اىثحس تذساسح  ٍثشهْح اىغاٌح اىَشمضٌح ىيضٍِ اىَسرَش  وّسرخذً 

 ، اىذائشج اىىحذوٌح [4] و 3] [اىرعاسٌف اىَسرخذٍح فً

}:){exp(1 IiS   ُحٍس إ ،  0, 2I  عيى اىَسرىي  ،   .

 داىح ٍسرَشج غٍش ساىثح  و S1 داىح تىسه غٍش ساىثح ٍعشفح عيى f      ّفشض أُ 

]0,(ٍعشفح عيى  0( و,( tt ُعَيٍح  تىاسى Poisson process تاىَعيَح 

0 ُوّفشض ا jt
 ىيعَيٍح  فضلا عِ رىل ، j  ٌنىُ صٍِ اىحذوز ىيحذز ~

)...,1,2ّفشض أُ  )j j  هً ٍرراتعح ٍِ اىَرغٍشاخ اىعشىائٍح اىَسرقيح ذرثع ذىصٌع 

 وٍسرقيح عِ اىعَيٍح S1ٍْرظٌ  عيى  , 0t t   . 

  two-parameter stochastic processّعشف  اىعَيٍاخ اىعشىائٍح رو ٍعيَرٍِ 

: ىيطخح  ماَذً

 ( , ) ( ), 0, ,
i

i i

t t

V t t f t I    


   


    It  ,0    ….(1.1)  

و 

   , , ,
T

o

T V t dt          IT  ,0                          ….(1.2) 
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ّسًَ اىعَيٍح    ( , ), 0,T T I   اىيطخح اىعشىائٍح ىيضٍِ اىَسرَش  .

 

 هساعذة   2-

0rىنو    ُفا  :

1- 
1

1

0

( ) ( 1) ( )
N

r r r

v

N v v v O N






       

2-  
1

2
2 2 1

0

( ) ( 1) ( )
N

r r r

v

N v v v O N






       

  -1 البرهاى 
11 1

0 0

( )[( 1) ] ( )[( 1) ]
vN N

r r r r

v v v

N v v v N v v v dv
 

 

          

                                    

                                   
1

0

(( 1) )( 1)
N

rr N x x dx     

1yّفشض أُ      x                               

 

:  إرُ

                                  

1

1

1

( 2 )
N

rr N y y dy


                                   

1 1

1

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1
2

1 1

( )

r r r r r r

r

N N N
r N

r r r r r r

O N

 



        
           

       



 

 

 

 

 -2البرهاى 

 :ّحصو-  -1وتْفس اىطشٌقح  ٍِ اىثشهاُ 
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11 1

2 2 2

0 0 0

( ) [( 1) ] ( ) [( 1) ]
vN N

r r r r

v

N v v v N v v v dv
 



          

                                   

11
2 1 2

0

( ) ( ( ) )

vN
r

r

v

N v r v dv


     

                                
2 2 2 2

0

(( 1) ) ( 1)
N

rr N x x dx                 

1yّفشض أُ     x  

 

                              

1

2 2 2 2

1

( 2 )

N

rr N y y dy


              

                                    

                      
   

   

2 1 2 2 1

2 1 2 2 1

2 ( 1) ( 1) ( 1)2

2 1 2 2 1

2 1 1 1
2 1 2 2 1

[ 2 2 2

2 2 2 ]

r r r

r r r

N N N

r r r

r r r

r N N

N N

 

 

  

 

 

    

    
                  

                       
2 1( )rO N                   

                          

  [2] هساعذة 3-

أرا ماُ 
n nV ،Z،Z 1,2   حٍس,...n  ٍرغٍشاخ عشىائٍح ٍعشفح عيى فضاء احرَاىى  

( , , )F Pُوإرا ما   :

..................................................(3.1)d

nZ Z  عْذٍا n         

و 

 
1

0 ...................................................(3.2)L

nV   عْذٍا n 

dفاُ           

n nZ V Z    عْذٍا  n 

   

 

 هبرهٌت     4-
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),(      ّفشض أُ   T ،0,1,2,...,T  ٌشٍض ىيطخح اىعشىائٍح  ىيضٍِ اىَسرَش 

rttوّفشض أُ  (1.2)و  (1.1)مَا فً اىَعادىرٍِ  )( ُ0 حٍس أr فأُ اىيطخح 

),(  T ذحقق ٍثشهْح اىغاٌح اىَشمضٌح لأي اذجآ شاتد ُأي أ ،  :

 

 
2

( , ) ,
(0,1) ...............................(3.4.1)

( , )

d

T

T T
N

D T

   


 

         

                 

. Tعْذٍا              

 

البرهاى  

    اسرخذاً ٍثشهْح اىغاٌح اىَشمضٌح ىىصف سيىك اىيطخح اىعشىائٍح ىيضٍِ اىَسرَش 

: ، ٌسرْرج ٍِ اسرخذاً ٍثشهْح اىغاٌح اىَشمضٌح ىيضٍِ اىَرقطع  تَا إُ 

           
0

( , ) ( , ) , 0
T

T V t dt T        

                         و  

                                               ( , ) ( ) ( ), 0
i

i i

t t

V t t f t   


  


        

 

itحٍس أُ  
  صٍِ حذوز اىحادشح  iُىعَيٍح  تىاسى Poisson Process  

 , 0tN t  
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[0, ) [ , )

1

0 [ ] 1
0 [ , 1)

[ ] 1

[ , ]

[ ]1

1 [
0 0[ , 1) [0, )

( , ) ( , ) ( , )

( ( ) ( )

( ) ( )) ( , )

( ( ) ( ) ( ) ( )

i

i

i i

N N T

N

i it t
k k k

i it t t

N T

tN

i i i iv t v t t
k vk k N

T V t dt V t dt

t f

t f dt V t dt

t f dt t f dt

   

  

   

     



  
 

  



    
 

 

  

 

   

 

 

 

   





 





 
] 1

[ , ]

1

1
0 0

[ ] 1

[0, ) [ , ]

( , )

( ) ( )

( ) ( ) ( , )

i

i

t

N T

N k

i iv t v
k v

i it t t

N N T

V t dt

t f

t f V t dt



  

   





  
 

  



  

 







 









  

 : وألاُ ّنرة اىصٍغح آلاذٍح  
1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
N k N

v v

k v k

N v X N v v X   
 

  

     

حٍس  
1

( )
i

v i

v t v

X f  
  

 


  

)أرُ   , )N  و  (4-2)ىيضٍِ اىَرقطع فً ٍثشهْح  ٌَصو اىيطخح اىعشىائٍح vX 

هً ٍرراتعح ٍِ ٍرغٍشاخ عشىائٍح ٍسرقيح مو ٍْها ٌرثع ّفس اىرىصٌع ،وّفشض أُ  

EXv=1 . 

:  اَُ  ّسرطٍع أُ ّنرة اىصٍغح اَذٍح
1

1
0 0

[ ] 1

[0, ) [ , )

(1) (2) (3)

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( , )

( , )

i

i

N k

i iv t v
k v

i it t t

N N T

N N T

T N t v f

t f dt V t dt

N   

       

   

    



  
 

  

    

 

   



 








  

 

),(),()(:                                         ّفشض TANT                                                                                     

:                                      حٍس 
)3(

),(

)2(

),(

)1(

),()(   TNNTA    
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:  ّشٌذ أُ ّثشهِ أُ

2

( , ) ( , )
(0,1) ....................................................(4.2)

( , )

dT T
N

D T

   

 


    

   T   عْذٍا 

: فً اىثحس اىصاًّ ىذٌْا  (4)ٍِ ٍثشهْح 

2

( , ) ( , )
(0,1) .......................................................(4.3)

( , )

dN N
N

D N

   

 


   

   0N   عْذٍا  

 

:  ّلاحظ أُ
2

2 22

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
. .........(4.4)

( , ) ( , )( , )

D NT T T N A T A T

D T D TD N

        

    

   
  

: اَُ ّشٌذ أُ ّثشهِ 

    
2

( ) ( )
0 ........................(4.5)

( , )
T

A T A T

D N 


    ًف    L

1
  T  عْذٍا  

و  

    
2

2

( , )
1 ...........................(4.6)

( , )

D N

D T

 

 
  عْذٍا   T  

: أي ّشٌذ أُ ّثشهِ   (4.5)فً اىثذاٌح ّثشهِ  

           0TZ dP 


  عْذٍا        T 

:   هً داىح غٍش ٍرْاقصح ٍِ رىل ّسرْرج أُ داىح غٍش ساىثح و fىرنِ 
1

(1)

1( , )
0 0

0 ( ( ) ( )) ( )
i

N k

i iv t vN
k v

t v f


   


  
 

    
  

1

0 0 1

( ( ) ( )) ( )
i

N k

i i

k v v t v

t v f   


    

   


  

              
1 1

0

[ ( 1) ( )]
N N

v

v k v

v v X 
 

 

    

:  إرُ

    
1

(1)

( , )
0

0 1 .............................(4.7)
N

r r

vN
v

N v v v X







      
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:  ّحصو عيى   (2)تىاسطح اىَساعذج 

 

    
1

(1)
1

( , )
0

0 1 ( ) .......................(4.8)
N

r r r

N
v

N v v v O N









        

: ّحصو عيى   (2)وتْفس اىطشٌقح تىاسطح اىَساعذج 
(2)

1( , )
[0, )

0 ([ ] 1) ( )
i

iv t vN
N

t f dt


     
      

                  
1

0

1
N

r

v

v

v X




   

1vXّفشض  وتاىراىً ّحصو عيى   :
(2)

1

( , )
0 ( ) ..............................(4.9)r

N
O N


     

                     

: ّحصو عيى   (2)وتْفس اىطشٌقح تىاسطح اىَساعذج 
(3)

0 1( , )
0 ( ) ( )

i
i it NT
t f


     

   
  

                                     

1

1
0

1
1

0

( ) ( )

( 1) ( )

i

N

i iv t v
v

N
r r

v

v

t f

v X O N

  


  







 

  








 

:  إرُ
(3)

1

( , )
0 ( ) .............................(4.10)r

T
O N


     

: ّحصو عيى  (4.10)و (4.9)و  (4.8)ٍِ اىَعادلاخ 
1( ) ( ) .......................(4.11)rA T O N    

تَا أُ 
1

0 0

( , ) ( )
N k

v

k v

N v X  


 

 ٍِ هً اىيطخح اىعشىائٍح ىيضٍِ اىَرقطع و 

:  فً اىثحس اىصاًّ  ّحصو عيى (4)تشهاُ ٍثشهْح 

    
2 2 3( , ) ( ) .........................(4.12)rD N O N                  

                       

: ّحصو عيى  (4.12)و  (4.11)ٍِ ٍعادىح 
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             0
),(

)(
2




 ND

TA
 

  Tعْذٍا 

 

وهزا ٌؤدي إىى             
2

( ) ( )
0

( , )
T

A T A T

D N 


   عْذٍا         T 

 

: أي أُ  (4.6)اَُ ّشٌذ أُ ّثشهِ ٍعادىح 

                                     Tعْذٍا                      
2

2

( , )
1

( , )

D N

D T

 

 
    

D ّثحس فً سيىك اىرقاسب ىرثاٌِ 
2
A(T)   عْذٍا  T . 

:  ّحصو عيى  (4.7)ٍِ ٍعادىح 
1

(1)

( , )
0

0 ( )[( 1) ] .....................(4.13)
N

r r

kN
k

N k k k X







      

              





1

0

N

k

kkXa  

)، حٍس  )[( 1) ]r r

ka N k k k    ،  0,1,2,..., 1k N  أعذاد ٍىجثح ،  

,...,Xk ، 0,1,2و  1k N  ٍرغٍشاخ عشىائٍح ٍسرقيح وغٍش ساىثح مو ٍْها ىها،

1kXّفس اىرىصٌع  وّفشض أُ   ٍِ [1] وتاسرخذاً اىقاّىُ اىَأخىر :
2 2 2( ) 1 1k kb X D X        

ىزىل 

 

 

                     21 JJ                      

: ّحصو عيى  (4.8)تىاسطح اىَعادىح 

 













1

,0,

1

0

1

0

2

N

jkjk

N

j

j

N

k

kjkjk aaXXaaJ  

         1 2 2 2[0( )] ( )r rN O N  
 

1 1 1
2 2 2

0 0 , 0,

(( ) )
N N N

k v k k k j k j

k k k j k j

a X a X a a X X
  

   

       
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ومزىل  











1

0

22
1

0

22

1 .])1[()(
N

k

rr
N

k

kk bkkkNXaJ  

                    2 1( )rO N 
 

:  ّحصو عيى (4.13)وٍِ اىَعادىح 
(1)

2

( , )
[( ) ]

N 


2 2( ) ...................................(4.14)rO N   

                  

:  وتْفس اىطشٌقح ّحصو عيى
(2)

2 2 2

( , )

(3)
2 2 2

( , )

[( ) ] ( ) ........................(4.15)

[( ) ] ( ) .......................(4.16)

r

N

r

N

O N

O N













 

 
 و

:  ذؤدي إىى  (4.16)و  (4.15)و  (4.14)اىَعادلاخ 

 
2

(1) (2) (3)
2

( , ) ( , ) ( , )
[ ( )]

T T N
A T

  
  

 
     

 
 

              

(1) (2) (3)
2 2 2

( , ) ( , ) ( , )

2 2

3{ [( ) ] [( ) ] [( ) ]}

( )

N N N

rO N

  
  



   


 

، ومزىل  

)]([)]([)]([ 222 TATATAD   

              2 2 2[ ( )] ( ) .................(4.17)rA T O N    

ىزىل  

)](),,([2)]([)],([),( 222 TANDTADNDTD    

)cov، و                                         , )DXDY X Y DXDY   

    

: ّحصو عيى (4.17)و  (4.12) وٍِ  اىَعادىرٍِ 

),(

)]([)],([2

),(

)]([)],([

),(

),(
22

22

2

2













ND

TADND

ND

TADND

ND

TD



  
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3
2

1
2

2 2 1

2 3 2 3

( ) ( ) ( )
1

( ) ( )

1 1
1 1 ...........................(4.18)

( ) ( )

rr r

r r

O N O N O N

O N O N

O N O N

 

 
  

   
 

  N=[T]  و  Tعْذٍا 

 
2 2 2

2 2 2

( , ) [ ( , )] [ ( )] 2 [ ( , )] [ ( )]

( , ) ( , ) ( , )

D T D N D A T D N D A T

D N D N D N

     

     


   

                 

3
2

1
2

2 2 1

2 3 2 3

( ) ( ) ( )
1

( ) ( )

1 1
1 1 ............................(4.19)

( ) ( )

rr r

r r

O N O N O N

O N O N

O N O N

 

 
  

   
 

  N=[T]  و  Tعْذٍا 

 

: ّحصو عيى  (4.19)و  (4.18) ٍِ ٍعادىرٍِ 

            1
),(

),(
2

2






ND

TD
 

  N=[T]   و  Tعْذٍا 

 

.   وامرَو اىثشهاُ  (4.6)  وٍِ هزا تشهْا ٍعادىح 
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