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Derivation of  formulaes evaluating  double integrals and their 

error formulaes using Mid-point and Simpson‘s methods 

 

اشتقاق قواعذ حساب التكاملاث الثنائيت وصيغ الخطا باستخذام قاعذتي النقطت 

 الوسطى وسمبسون

 
 صفبء ِٙذٞ ِٛعٝ                             ػٍٟ ؽغٓ ِؾّذ                               ا.     

 لغُ اٌش٠بظ١بد/و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/ عبِؼخ اٌىٛفخ          لغُ اٌش٠بظ١بد/و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد/ عبِؼخ اٌىٛفخ
 

 

 المستخلص
ٚ ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ إ٠غبد ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ اٌجؼذ ػذد٠بً ِىبِلارٙب ِغزّشح أ اٌٙذف اٌشئ١غٟ      

أٚ ِؼزٍخ فٟ ٔمطخ ٚاؽذح أٚ أوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ , ٚإ٠غبد ص١غخ ػبِخ ٌص١غ اٌخطأ ؽغت عٍٛن اٌّىبًِ ٚثأعٍٛة عذ٠ذ 

. ٚثبلاػزّبد ػٍٝ  ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ اٌزٟ [12], ظ١بء  [9], اٌطبئٟ [14]ِغب٠ش ٌلأعٍٛة اٌزٞ ارخزٖٚ ثبؽضْٛ آخشْٚ  ِؾّذ

 RSS ٚRMSؾغبة رىبِلاد  صٕبئ١خ ثبٌٕغجخ ٌىً ؽبٌخ ِٓ ؽبلاد اٌّىبًِ , فٛعذٔب إْ اٌطش٠مز١ٓ ٚعذٔب٘ب  لّٕب ث

ٚالاخشٜ ِٓ لبػذرٟ إٌمطخ  yٚاٌخبسعٟ xاٌذاخٍٟ  )الاٌٚٝ ٟ٘ اٌطش٠مخ ِشوجخ ِٓ اعزخذاَ لبػذح عّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ

ِغ رطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػ١ٍّٙب ػٕذِب ػذد )  xٚعّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  yاٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ 

اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ اٌخبسعٟ أٞ  اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ اٌذاخٍٟ ِغب٠ٚخ ٌؼذد اٌفزشاد

اْ  h h  ْؽ١ش إh ٚ رؼٕٟ اٌّغبفبد ث١ٓ الإؽذاص١بد اٌغ١ٕ١خh ٓاٌّغبفبد ث١ٓ الإؽذاص١بد اٌصبد٠خ ار ٠ّى ٟ٘

ة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ؽ١ش أػطزب دلخ ػب١ٌخ فٟ إٌزبئظ ثفزشاد عضئ١خ ل١ٍٍخ ٔغج١بً الاػزّبد ػٍٝ اٌطش٠مز١ٓ  اػلاٖ فٟ ؽغب

 ٚثٛلذ الً ِّب اؽزبعٗ اٌجبؽضْٛ اػلاٖ اٌز٠ٓ رؼبٍِٛا ِغ اٌّٛظٛع ٔفغٗ

Abstract 
The main aim of this search is to find the values of the double  integrals numerically,                               

Its integrals either continuous or continuous but its partial derivatives are singular or  the 

integrals are singular in one  point or more of region of the integrals  and to find the  general  

form of  the errors (correction terms ) to any case of the behavior of integrands with different 

style that another  researchers used it Mohammed [14] , Alttai [10] and Dayaa [12] . 

And by using the correction  terms that we found  it , we applied it to find the values of double  

integrals for  each case of cases of  integrands ,we yields that the two methods 

,RSS RMS with  Romberg  acceleration  canbe  able on  it  to find  the  values of  double  

integrals numerically with  high accuercy little subintervals and  smaller times that the above  

researchers needed to it. 

 

 المقذمت   -1
اْ ٌٍزىبِلاد اٌضٕبئ١خ أ١ّ٘خ فٟ إ٠غبد ِغبؽخ اٌغطٛػ ٚإ٠غبد اٌّشاوض اٌّزٛعطخ ٚػضَٚ اٌمصٛس اٌزار١خ ٌٍغطٛػ اٌّغز٠ٛخ       

ٚإ٠غبد اٌؾغُ اٌٛالغ رؾذ عطؼ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ , ٚوّضبي ػٍٝ رٌه اٌؾغُ إٌبرظ ِٓ دٚساْ ِٕؾٕٟ اٌمٍت  2 1 cos   

فعلا ػٓ أ١ّ٘زٗ فٟ إ٠غبد ِغبؽخ عطؼ ِٕؾٓ وإ٠غبد ِغبؽخ لطؼخ اٌغطؼ   ,ؾٛس اٌمطجٟؽٛي اٌّ
2 2 2 4x y z    اٌٛالؼخ

ِجبششح فٛق ِٕؾٕٟ اٌمٍت  1 cos    أٚ ؽغبة ِغبؽخ لطؼخ اٌىشح
2 2 2 36x y z    اٌٛالؼخ داخً الاعطٛأخ

2 2 6y z y  ٚلذ ػًّ اٌىض١ش ِٓ اٌجبؽض١ٓ فٟ ِغبي اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ِٚٓ اٌجبؽض١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء , [13]. فشأه آ٠شص

راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبٌص١غخاٌضٕبئ١خ  ػٍٝ ؽغبة اٌزىبِلاد     1 2,f x y f x f y [ ٓػبَ 3ّ٘ب ٘بٔظ عبس ٚعبوٛثغ ]

 .1975 [ ػب6َراد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ ٌىُٕٙ وبٔٛا ٠ٍّْٙٛ الاػزلاي , داف١١ض ٚساث١ٕٛرض ] ُِٕٚٙ ِٓ اشزغً  ثبٌزىبِلاد 1973

ّؼزٍخ فٟ اٌّشزمخ أٚ اٌّؼزٍخ ٚوبْ دأثٗ اٌزخٍص ِٓ اٌاٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ   [14ػبٌظ ِؾّذ ] 1984 ٚفٟ ػبَ    

بِلاد راد اػزلاي عزسٞ أَ ٌٛغبسرّٟ أَ و١ٍّٙب( ٚرٌه ثبعزخذاَ غشائك الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ِٓ اٌزىبًِ )عٛاء وبٔذ اٌّى
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 لبػذح ٚ yإٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟلبػذح  رؼغ١ً سِٚجشن ِغ غش٠مخ ِشوجخ ٚاؽذ٘ب سِٚجشن )وبٚط( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب

رؼغ١ً ٚ غش٠مخ  yوبٚط ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟلبػـذح عب ِٕٙب وبٚط )سِٚجشن( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب ٚأ٠ xاٌذاخٍٟ  ػٍٝ اٌجؼذ وبٚط

ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب لبػـذح وبٚط ِٕٚٙب أ٠عب وبٚط )وبٚط(  xإٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ لبػذح سِٚجشن ِغ 

إٌمطخ لبػذح ٚوزٌه غش٠مخ ِشوجخ اعّب٘ب سِٚجشن )سِٚجشن( اٌزٟ اعزخذَ ف١ٙب رؼغ١ً سِٚجشن ِغ  xٚاٌذاخٍٟ yاٌخبسعٟ 

اٌّمبسٔخ ث١ٓ اٌطشائك اٌّشوجخ أػلاٖ ٚػٍٝ أِضٍخ ِزؼذدح ثبْ ٚلذ اصجذ ِٓ خلاي   xٚاٌذاخٍٟ yاٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌخبسعٟ 

اٌطش٠مخ اٌّشوجخ ِٓ وبٚط )وبٚط( ٟ٘ الأفعً ِٓ ثم١خ اٌطشائك ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌزٟ ِىبِلارٙب ِغزّشح ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ ٚاصجذ 

لارٙب ِؼزٍخ اٌّشزمخ أٚ ِؼزٍخ سِٚجشن )وبٚط( ٟ٘ الأفعً فٟ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌزٟ ِىبِ ِٓ ثٕفظ اٌٛلذ إْ اٌطش٠مخ اٌّشوجخ

 ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة اٌٝ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ٚػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ xٚاٌزٟ ٠ّىٓ إٌغبء اػزلاٌٙب ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ

 . اٌّغزخذِخ 

رؼغ١ً سِٚجشن ٚػٍٝ ػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ غش٠مخ ِشوجخ ِٓ لب ث١َٓ ف١ٗ غش٠مخ 2002[ ثؾضب فٟ ػبَ 4وّب لذَ ِؾّذ ]      

ٌؾغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ لا ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب ٚػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ  yٚاٌخبسعٟ xاٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ 

x ٚy  ٓدْٚ إّ٘بي الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ٠ ِٓx ٚy  ْٚاعّب٘ب غش٠مخ سِٚجشن )سِٚجشن( ؽ١ش إ E h  ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ(

ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة ٚػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ  ٔزبئظ ع١ذح ؼزّذ ػٍٝ عٍٛن اٌّىبًِ ٚلذ أػطذ( ر xٌٍجؼذ اٌذاخٍٟ 

 اٌّغزخذِخ  .

ٚلبػذح  yلبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ  2005[ فمذ اعزخذِذ فٟ ػبَ 9أِب اٌطبئٟ ]      

ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ الالزشاة اٌٝ  ٚأػطذ ٔزبئظ ع١ذح xِغ إّ٘بي الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ  xعّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ 

 ٚثؼذد ل١ًٍ ِٓ فزشاد اٌغضئ١خ .   اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد

لاد اٌضٕبئ١خ راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ [ ثؾضب فٟ إ٠غبد اٌم١ُ اٌؼذد٠خ ٌٍزىب5ِفمذ لذَ وً ِٓ ِؾّذ ٚآخشْٚ ] 2009أِب فٟ ػبَ     

 ٚرٕبٌٚٛا ف١ٗ صلاس غشائك ٟٚ٘ :

) غش٠مخ )RS RS ( )RM RS,   , ( )RT RS  ٍٟإر إْ ٘زٖ اٌطشائك اعزخذِذ لبػذح عّجغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخx  ِٓ ًٚو 

ٚثبعزخذاَ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ ولا  yلبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ٚلبػذح شجٗ إٌّؾشف ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟٚ ّجغْٛلبػذح ع

)غش٠مخ اْ ا ي فٟ ولا اٌجؼذ٠ٓ. ٚلذ اصجزِٛغ ػذَ إّ٘بي الاػزلا x ٚyاٌجؼذ٠ٓ )RM RS  الأفعً ِٓ ؽ١ش اٌذلخ ٚعشػخ ٟ٘

 ٚ ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌّغزخذِخ .  اٌٝ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد الالزشاة

ِشوجخ ِٓ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ  ػذد٠خ أسثغ غشائك 2009فمذ اعزخذِذ فٟ ػبَ [12] أِب ظ١بء

زؼطٟ غشائك ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ عٛأ وبٔذ ِىبِلارٙب ِغزّشح أٚ ِغزّشح ٚغش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ لبػذح عّجغْٛ ٌ

ٌٚىٓ ِشزمبرٙب ِؼزٍخ أٚ ِؼزٍخ ِّٚىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب أٚ اٌزٟ ِٓ غ١ش اٌّّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب ٚ٘زٖ اٌطشائك ٟ٘ 

 RM RS ,  RM RM ,  RS RM  ٚ RS RS رٛصٍذ اٌٝ  ثبلاظبفخ اٌٝ أٙبٚ  ذ أػطذ ٔزبئظ ع١ذحٚل

اْ RM RS  أفعً ٌٍزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح أٚ اٌّغزّشح ٌىٓ ِؼزٍخ اٌّشزمخ ِغ إٌغبء الاػزلاي ثبٌٕغجخ  ٟ٘

اٌزىبِلاد راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ ٠ّىٓ إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب. أِب فٟ ؽبٌخ اٌزىبِلاد ِؼزٍخ اٚلاد اٌزٟ ِشزمبد ِىبِلارٙب ٌٍزىبِ

ٟ٘ غش٠مخ  اٌطشائكإْ أفعً إٌغبء الاػزلاي ف١ٙب , فٛعذد  راد اٌّىبِلاد اٌّؼزٍخ اٌزٟ لا ٠ّىٓ RM RM  . 

أ ٚلذ ٔبلشذ اٌؾبلاد ا٢ر١خ ػٕذ اعزخشاط ص١غ اٌخط E h :- 

 .[14]إٌغبء الاػزلاي ػٍٝ اٌجؼذ اٌذاخٍٟ ثبعزخذاَ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ِغ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌجؼذ اٌخبسعٟ , ِؾّذ 1 -

yفشض -2 a  ِغ ػذَ إٌغبء الاػزلاي ؽ١شa [5]ْٚ.ٟ٘ ٔمطخ الاػزلاي ِؾّذ ٚآخش 

 [4]صبثذ ِغ الأخز ثٕظش الاػزجبس الاػزلاي ثبٌشغُ ِٓ إِىب١ٔخ إٌغبئٗ ػٍٝ اٌذاخً, ِؾّذ  yفشض 3 - 

ٌؾغبة ل١ُ اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ٚرٌه ثزطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرغخ ِٓ  ١ٓٓ ػذد٠ز١غش٠مز رٕبٌٕٚب  اِب فٟ ثؾضٕب

 -ر١ٓ  :مبػذاٌرطج١ك 

 .yٚاٌخبسعٟ  xغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ  جلبػذح ع1ّ - 

 .(xغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ جٚ عّ yإٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ  )اٌمبػذر١ٓ ِشوجخ ِٓ لبػذح  2- 

ٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ اٌذاخٍٟ ِغب٠ٚخ ٌؼذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب فزشح اٌزىبًِ ػٕذِب رىْٛ ػذد ا

hاٌخبسعٟ ٚ  h  ٚأع١ّٕب اٌمبػذر١ٓ ثـSSٚMS  ٌزصؾ١ؼ ٌىلا اٌطش٠مز١ٓ ٌؾذٚد ااٌص١غخ اٌؼبِخ ػٍٝ اٌزشر١ت ٚاشزممٕب

فٟ ٔمطخ  بدٌٚىٓ ِؼزً اٌّشزمأٚ ِغزّش ٌىً ؽبٌخ ِٓ ؽبلاد اٌّىبًِ )ِغزّش فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِاٌّشوجز١ٓ 

 ٚاؽذح اٚ اوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ أٚ ِؼزً فٟ ٔمطخ اٚ اوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ(. 
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     .ت وصيغ الخطا باستخذام قاعذتي النقطت الوسطى وسمبسوناشتقاق قواعذ حساب التكاملاث الثنائي -2

 مبػذر١ٓاٌٌؾغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ثزطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرغخ ِٓ رطج١ك  ػذد٠زبْ غش٠مزبْٔغزؼشض ا٢ْ 

 y اٌضب١ٔخ اٌمبػذح اٌّشوجخ ِٓ لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌجؼذ( yٚٚاٌخبسعٟ xغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ )اٌذاخٍٟ جلبػذح عّالاٌٚٝ 

 xغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ جٚلبػذح عّ

 اٌفزشح ) ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب 2nػٕذِب   ,a b  ٌٝ2( ِغب٠ٚخ إm  اٌفزشح  ) ػذد اٌفزشاد اٌغضئ١خ اٌزٟ رغضأ إ١ٌٙب

 ,c d ٚ ) h h  

RMS,ٌٍطش٠مز١ٓ اػلاٖ ثبٌشِض٠ٓ ِضٚعٕش RSS  ْؽ١ش اR  ًٟ٘سِٚجشن أِب غش٠مخ رؼغ١,MS SS  ٓفّٙب اٌمبػذر١

 :اٌّزوٛسر١ٓ اػلاٖ ٚ اٌص١غخ اٌؼبِخ  ٌٍمبػذر١ٓ ٟ٘

 
2

2 1 2 1

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )
9

n

i i

i

h
SS f a c f a d f b c f b d f x c f x d 




     


  

 
1 1

2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 1 1

2 ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
n n n n

i i j j i j i j

i j i i

f x c f x d f a y f b y f x y f x y
 

    

   

 
      

 
     

1 1

2 2 2 1 2 2 2

1 1 1

2 ( , ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
n n n

j j i j i j

j i i

f a y f b y f x y f x y
 



  

 
     

 
    

       [10]س٠زشبسدثٛسد٠ٓ ٚ دٚولاط فبس٠ض 

 -ؽ١ش اْ :

2 1 2

2 1 2

1,2,...,  ,   (2 1) ,     1,2, , 1 ,        2

1,2, ,  ,    (2 1) , 1,2, , 1,      2

i i

i i

i n x a i h i n x a ih

j m y c j h j m y c jh





       

       

 
 . 

  

2 2

1

1

(2 1) 2
1 1

(
3

, ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
n

j

n n

j j i j i j
i i

h
MS f a y f b y f x y f x y






 

 
  

 
      

2 1 2

(2 1)
1,2,..., ,  , 1,2,... ,  (2 1) 1,2,... 1,  2

2
j i i

j
j m y c h i n x a i h i n x a ih


           -ؽ١ش اْ :         

2nٔجذأ ثٛظغ ِب فؼٕذ m   فٟ اؽذٜ اٌص١غز١ٓ أػلاٖ فإٕٔب ٔؾغت اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ اٌضٕبئٟ ػٍٝ عج١ً اٌّضبي ثمبػذح

MS   ٞٚفإٔٙب رغب 

             
2

0 1 0 2 2 1 2 2 1 1 1 2, , , , 4 , ,
3

h
f x y f x y f x y f x y f x y f x y      ٖٚٔضجتتتذ فتتتٟ عتتتذإٌٚب ٘تتتز

2mاٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ػٕذِب  n    4صُ ٔعغm n   ٔؾغت ٚMS  ْؽ١ش إ 

        
2 4 2

0 4 2 2 1

1 1

, , 2 , 4 ,
3

j j j i j

j i

h
MS f x y f x y f x y f x y

 

 
    

 
  

                -ؽ١ش اْ :
2 1

(2 1)
1,2, ,4,   1,2  , (2 1)

2
j i

j
j y c h i x a i h


       

ٚأ٠عب ٔضجذ ٘زٖ اٌم١ّخ فٟ عذإٌٚب ػٍٝ إٔٙب اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ ٌٍزىبًِ اٌضٕبئٟ  . ٠ّٚىٓ اٌؾصٛي ػٍٝ ل١ّخ افعً ثبعزخذاَ       

ؽصٍٕب ػ١ٍّٙب ثزطج١ك غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ػ١ٍّٙب ثؼذ ِؼشفخ ص١غخ اٌخطأ ٚثزٌه ٔؾصً ػٍٝ ل١ّخ  اٌٍز١ٓاٌم١ّز١ٓ اٌزمش٠ج١ز١ٓ 

mاٌمبػذح  ثبٌٕغجخ ٌجم١خ ل١ُ   ٚ٘ىزا ٔغزّش ثزطج١كMSِجشن ِغ لبػذح ٌٍزىبًِ اٌضٕبئٟ ثطش٠مخ سٚ n  ًصُ ٔطجك ػ١ٍٙب رؼغ١ ,

خ ٌٚؾغبة ل١ّ سِٚجشن ٌزؼغ١ً الزشاة اٌم١ُ إٌٝ اٌم١ّخ اٌؾم١م١خ  ٌٍزىبًِ إٌٝ أْ ٔؾصً ػٍٝ اٌم١ّخ ثبٌذلخ اٌّشغٛثخ اٌزٟ ٔخزبس٘ب .

 ٔزجغ ٔفظ الاعٍٛة اٌّزوٛس اػلاٖ. SSاٌزىبًِ اٌضٕبئٟ ثمبػذح 

إْ ص١غخ اٌخطأ رؼزّذ ػٍٝ عٍٛن اٌذاٌخ      ,f x y  فٟ إٌّطمخ   , ,a b c d  ف١ّب إرا وبٔذ ِغزّشح أٚ ِؼزٍخ اٌّشزمبد

 .طمخ اٌزىبًِ أٚ ِؼزٍخ فٟ ٔمطخ اٚ اوضش ِٕطمخ اٌزىبًِاٌغضئ١خ فٟ ٔمطخ اٚاوضش ِٓ ِٕ
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       Double Integrals With Continuous Integrandsأولاً : التكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستمرة   

                                                                    -:ِؼتتشف وتتب٢رٟ Iٔفتتشض إْ اٌزىبِتتً          ,

d b

c a

I f x y dxdy   

ؽ١ش إْ  ,f x y  ًِِىبًِ ِغزّش فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىب   , ,a b c d  

 ثبٌصٛسح ا٢ر١خ : Iثشىً ػبَ ٠ّىٓ وزبثخ اٌزىبًِ 

       , ...(1)

d b

c a

I f x y dxdy GG h E h    

ؽ١تتتتتش إْ  GG h  ٓرّضتتتتتً ل١ّتتتتتخ اٌزىبِتتتتتً ػتتتتتذد٠بً ثبعتتتتتزخذاَ اؽتتتتتذٜ اٌصتتتتت١غز١,MS SS  ْٚا E h  ٘تتتتتٟ عٍغتتتتتٍخ ؽتتتتتذٚد

اٌّّىٓ إظبفزٙب إٌٝ ل١ُ  correction termsاٌزصؾ١ؼ GG h  ْٚا ,
   b a d c

h
n m

 
  

  ٟ٘ غْٛجار اْ ص١غخ اٌخطب ٌٍزىبِلاد الاؽبد٠خ راد اٌّىبِلاد اٌّغزّشح ثبعزخذاَ لبػذح عّ

4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0

1 1
( ) ( ) ( )                                   ...(2)

180 1512
S n nE h h f f h f f                                                

 لبػذح إٌمطخ اٌٛعطٝ رىْٛ ثبعزخذاَ ٚ 

2 4 (3) (3) 6 (5) (5)
2 0 2 0 2 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( )                           ...(3)

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f                                 

 [1]ظ فٛو

 (  ٔؾصً ػٍٝ 2(ٚ)3) ز١ٌٍٓص١غ   Mean-value theorem for derivativesٚثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛعطخ فٟ اٌزفبظً

     
     4 62 0 2 04 6

1 2( ) ...                               ... (4) 
180 1512

n n

S

x x x x
E h h f h f 

  
                                  

     
     

     2 4 62 0 2 0 2 02 4 6

1 2 3

7 31
( ) ...        ...(5)

6 360 15120

n n n

M

x x x x x x
E h h f h f h f  

  
           

ؽ١ش  0 21,2,3,... , , ,i i ni x x    .ٌذ٠ٕب أِٗؼٍَٛ  .    [11]ػىبس 

   , ,

d b b d

c a a c

f x y dxdy f x y dydx    

فجبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ الأؽبدٞ  ,

d

c

f x y dy ّغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ ج٠ّىٓ ؽغبثٗ ػذد٠بً ثمبػذح عy اٌزؼبًِ ِغ( ٚx   )ٚل١ّزٗوضبثذ :-           

     
4 64 6

1 2

4 6

2 1

(2 1) (2 )

1 1

( , ) ( , )( ) ( )
... (6)

180 1512

( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )
3

d n n

i i

i ic

f x f xd c h d c h

y y

h
f x y dyd f x f x f x y f x yc d

 





 

  
  

 

   
 
 
 

 
  

2 1 2 2 -1  , , ( , ) 1,2,..., -1  ,   2 1,2,...,   ,   (2 1)j jc d j n y c jh j n y c j h          

( ػذد٠ب ػٍٝ اٌفزشح 6ٚثّىبٍِخ اٌص١غخ ) ,a b ّػٍٝ اٌجؼذ  أ٠عب غْٛجثبعزخذاَ لبػذح عx : ٍٝٔؾصً ػ 

         
2

, , , , ,
9

d b

c a

h
f x y dxdy f a c f a d f b c f b d


   


  

       
1

0
1 1

(2 1) , (2 ) ,4 (2 1) , 2 (2 ) ,
n n

i i

f a i h c f a i h cf a i h d f x i h d


 

         

     
1 1

, (2 1)4 , (2 1) 4 (2 1) , (2 1)
n n

j i

f a c j h f b c i h f a i h c j h
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1 1

1 1

2 ( (2 ) , (2 ) ) 2 , (2 ), (2 )
n n

i j

f a i h c j h f b c i hf a c i h
 

 

     


 
 

 

   
1

1 1

4 (2 1) , (2 ) 2 (2 ) , (2 ) )
n n

i i

f a i h c j h f a i h c j h


 


       


  

4 4
4 61 0 2 0

4 6

( , ) ( , )( ) ( )

3 180 1512

f y f yh b a b a
h h

y y

     
  

 

 

  
4 4

1 2 1 2 2 14 6

4 6

1

( , ) ( , )( ) ( )
4 ...

180 1512

n
j j

j

f y f yb a b a
h h

y y

 
 



   
  

 

 
  
 

 

4 41
1 22 24 6

4 6
1

( , ) ( , )( ) ( )
2

180 1512

n
j j

j

f y f yb a b a
h h

y y

 



 
 
 
 

   
  

 
 

4 4
4 61 2 2 2

4 6

( , ) ( , )( ) ( )
...

180 1512

n nf y f yb a b a
h h

y y

    
   

  
 

4 64 6

1 2

4 6

( , ) ( , )( ) ( )

180 1512

b

a

dx
f x f xd c h d c h

y y

    
    

  
                          …  (7) 

2 1 2

2 1 2

1,2,...,   ( , ) ,    1,2,... ,  (2 1) ,      1,2,... 1,   2

1,2,...  ,  (2 1) 1,2,... 1 ,  2

kj i i

j j

k a b i n x a i h i n x a ih

j m y c j h j m y c jh

 



         

       
 

ٚثّب إْ 
4 6

4 6
, ,...

f f

x x

 

 
  ٚ

4 6

4 6
, ,...

f f

y y

 

 
ِغزّشح فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ إٌّطمخ     , ,a b c d. 

 -رصجؼ :x ٚ yغْٛ ػٍٝ اٌجؼذ٠ٓ جثمبػذح عّ Iفبْ ص١غخ ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌٍزىبًِ اٌضٕبئٟ 

  
 

  
 

4 6
4 6

2 61 1 2 2
1 1 2 2

4 4 6 6

, ,, ,
( )              ( 8 )

180 1512
ss

f n f nf n f nh h
E h d c b a d c b a

x y x y

  

         
        

              
      

   
   

 

 

            2 2 1 1 2 2 1 1, , , , , ,   ,   , , , , , ,n n a b c d n n a b c d   
      

      
   

. 

 -ؽ١ش رىْٛ: فٟ ؽبٌخ وْٛ اٌّىبًِ داٌخ ِغزّشح فٟ وً ِٕطمخ اٌزىبًِ MS ٚثطش٠مخ ِّبصٍخ ٠ّىٓ ا٠غبد ص١غخ اٌخطب ٌمبػذح

     
 

    

2 4
4

2 41 1 2 2
1 1

2 4 4

6
66 3 3

2 2

6 6

, ,, 7
( )

6 180 2

,, 31
...                                            

1512 10

MS

f n f nf nh h
E h d c b a d c b a

y x y

f nf nd c b a h

x y

 



   

 

    
     

          
   

 
 

  
         

  
 
 

...(9)

       

 

           2 2 1 1 2 2 1 1, , , , , ,    ,    , , , , , ,n n a b c d n n a b c d   
      

      
   

.                                   

فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ Existٌزا إرا وبْ اٌّىبًِ داٌخ ِغزّشح ِٚشزمبرٙب اٌغضئ١خ ِٛعٛدح    , ,a b c d  ٓفبٔٗ ٠ّى

 ر١ٓ  وب٢رٟ :اٌّزوٛس ٓمبػذر١ٍوزبثخ ص١غخ اٌخطأ  ٌ
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  4 6 8 ...SS SS SSI SS h A h B h C h                                                               …(10) 

  2 4 6 ...MS MS MSI MS h A h B h C h                                                           ...(11) 

,ؽ١ش  ,...SS SSA B     , ,...MS MSA B . صٛاثذ 

 

 معتلت المشتقاث الجزئيت –رة ثانياً : التكاملاث الثنائيت لمكاملاث مستم

Double Integrals For Continuous Integrands With  Singularity in Partial 

Derivatives 
            اٌّؼشف ثبٌص١غخ : Iٌٕفشض اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ 

     
2 2

0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy GG h E h        

ؽ١ش  ,f x y   ِؼشفخ فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمتخ اٌزىبِتً داٌخ   0 2 0 2, ,n nx x y y  ٌٚت١ظ ٌٙتب اػتزلاي ٌٚىتٓ ِشتزمبرٙب

 ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ اٚ اوضش فٟ ٔمطخ ٚاؽذح Undefinedاٌغضئ١خ غ١ش ِؼشفخ 

 الحالت الأولى :

0ّشتتزمبد اٌغضئ١تتخ  ٌذاٌتتخ اٌزىبِتتً غ١تتش ِؼشفتتخ ػٕتتذ إٌمطتتخ إٌٌفتتشض إْ    0( , )x y  ٚ٘تتزا ٠ؼٕتتٟ إْ ِزغٍغتتٍخ رتتب٠ٍش ٌٍتتذٚاي راد

ِٛعتٛدح فتٟ وتً ٔمطتخ ِتٓ ٔمتبغ ِٕطمتخ اٌزىبِتً  [7]عغزشٞ Taylor's series for a function of two variables اٌّزغ١ش٠ٓ

ػذا إٌمطخ  0 0,x y اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ  . ٔلأؽظ أٗ ثبلأِىبْ وزبثخI :ٟثبٌشىً ا٢ر- 

         
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 2 2 0 2 2

2 2

1 1

, , , , ,    (12)
n n k l n n

k l

y x y x y x y x y xn n

k ly x y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
  

 

                

     

ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ الأٚي فٟ إٌّطمخ اٌغضئ١خ    0 2 0 2, ,x x y y  ٌٝٔغزؼًّ ِزغٍغٍخ رب٠ٍش إ ,f x y  ؽٛي إٌمطخ 2 2,x y 

  -فٕؾصً ػٍٝ :

           
 

 

    
 

 
 

 

   
   

  
   

2

2
2 2

2

2 2(2) (2) (4)

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

2 2(3) (3)
2 2 2 2 2 2 2 2

2
4

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )
( , )

2!
, , , , ,

2!

, , ,
3! 3!

( )
, , , , (

2! 2! 4!

yy

x y x y x

x y xx

xy x y

y y
f x y

y y y y
f f

x x
f x y f x y x x f x y y y f x y f x y

x x y y
x x y y f x y f x y f x y

x x x x x x
f x y x y f x y x y f x




 
 


     

 
    

  


   
   

 
 

 
 

(4) (2) (2) (3)

(3) (5) (5)

2

3
4 2 2

2 22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 5
3

2 22 2
2 2 2 2 2 2 2 2 ... ...(13)

, )

( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) , ,

4! 4 3!

( )( )
( , ) ( , ) , ,

3! 5! 5!

y x y x

y x y

y

x

y

x x y yy y x x y y
f x y f x y f x y f x y f x y

x x y yx x y y
f x y f x y f x y f x y 

   
  

  
  

 

 

ٚػٍٝ  فشض إْ ع١ّغ اٌّشتزمبد اٌغضئ١تخ ٌتـ  ,f x y  ِٛعتٛدح ػٕتذ إٌمطتخ 2 2,x y  اػتلاٖ فتٟ ثأختز اٌزىبِتً اٌضٕتبئٟ ٌٍصت١غ

إٌّطمخ   0 2 0 2, ,x x y y : ٍٝٔؾصً ػ- 
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2 2

0 0

2 3 3 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 5 (3) 5 (3) 5 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 (2)

2 2 2 2

16 16
( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) ( , ) ( , )

3! 3!

32 32 32
4 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

4! 4! 12

32
( , ) ( ,

12

n ny x

y x xx yy

y x

xy x y x

x y

f x y dxdy h f x y h f x y h f x y h f x y h f x y

h f x y h f x y h f x y h f x y f x y

h f x y f x y

    

   



 

6 (4) 6 (4) 6 (2) (2)

2 2 2 2 2 2 2 2

6 (3) 6 (3) 7 (5) 7 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

64 64 64
) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

5! 5! 36

64 64 128 128
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ... ..(14)

48 48 6! 6!

x y x y

x y x y x y

h f x y h f x y h f x y f x y

h f x y f x y h f x y f x y h f x y h f x y

  

    

 

  ٔؾصً ػٍٝ :  (13)فٟ اٌص١غخ  0yثـ  yٚػٓ  0xثـ xٚثبٌزؼ٠ٛط ػٓ       

                
2

0 0 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3 (3) 3 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2

3 (2) 3 (2) 4 (4)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 (4)

( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , )

8 8
2 ( , ) 4 ( , ) ( , ) ( , )

3! 3!

16
4 ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) ( , )
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                                                                               -الحالت الثانيت :

ٌٍذاٌتخ ٌٕفشض اْ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ   ,f x y غ١تش ِؼشفتخ ػٕتذ إٌمطتخ 2 2,n nx y  ٚ٘تزا ٠ؼٕتٟ إْ ِزغٍغتٍخ رتب٠ٍش ٌٍتذٚاي راد

اٌّزغ١ش٠ٓ ِٛعٛدح فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ػذا إٌمطخ  2 2,n nx y: ٔغزط١غ أْ ٔىزت- 
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ٌٕغتتجخ ٌٍزىبِتتً اٌشاثتتغ فتتٟ إٌّطمتتخ اٌغضئ١تتخ ثب   2 2 2 2 2 2, ,n n n nx x y y   ٔغتتزؼًّ ِزغٍغتتٍخ رتتب٠ٍش ,f x y  ؽتتٛي إٌمطتتخ

 2 2 2 2,n nx y  ْأٞ إ :- 
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4 (2) (2) 4 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 (3) 5 (5) 5 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
, , , ,

4 3!

1 1 1
, , , , ...(35)

3! 5! 5!

x n n y n n x n n y n n

x n n y n n x n n y n n

h f x y f x y h f x y f x y

h f x y f x y h f x y h f x y

       

       

 

   

 

2nyثـ  yٚػٓ  2nxثـ  xػٓ  ٚثبٌّضً ٔؼٛض      h ٔؾصً ػٍٝ  (30) فٟ اٌص١غخ  

            2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
, , 2  ,  , 2 , ,

2!
n n n n x n n y n n xx n n yy n nf x y h f x y h f x y h f x y h f x y h f x y                

         2 3 (3) 3 (3) 3 (2)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

8 1
2 , , 3 , 2 , ,

3! 3!
xy n n x n n y n n x n n y n nh f x y h f x y h f x y h f x y f x y              

        3 2 4 (4) 4 (4)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

16 1
, , , ,

4! 4!
x n n y n n x n n y n nh f x y f x y h f x y h f x y           

           4 (2) (2) 4 (3) 4 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

8 2
, , , , , ,

3! 3!
x n n y n n x n n y n n x n n y n nh f x y f x y h f x y f x y h f x y f x y               

   5 (5) 5 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2

32 1
, , ...(36)

5! 5!
x n n y n nh f x y h f x y       

        

2ثـ   xٔـؼـٛض ػٓ وزٌه  2nx   ٓٚػy   2ثـny ( ٔؾـصـً ػـٍٝ  :30فٟ اٌصـ١غخ )- 

     

       

     

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 (3) 4 (4) 5 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , 2 , 2 ,

8 16 32
, , ,                           ...(37)

3! 4! 5!

n n n n y n n yy n n

y n n y n n y n n

f x y f x y hf x y h f x y

h f x y h f x y h f x y

      

     

  

   
 

 

2nxثـ  xػٓ  ٚثبٌزؼ٠ٛط ا٠عب            h  ٓٚػy  2ثـny  ٔؾـصً ػٍ (30)فٟ اٌصـ١غخ:  ٝ- 

      

           2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
, , , 2 , , 2 ,

2!
n n n n x n n y n n xx n n yy n nf x h y f x y hf x y hf x y h f x y h f x y              

         2 3 (3) 3 3 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 8
2 , , , , ,

3! 3!
xy n n x n n y n n x n n y n nh f x y h f x y h f x y h f x y f x y            

       3 (2) 4 (4) 4 (4)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 16
2 , , , ,

4! 4!
x n n y n n x n n y n nh f x y f x y h f x y h f x y         
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4 2 (2) 4 (3) 4 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 (5) 5 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2

2 8
, , , , , ,

3! 3!

1 32
, , ... ...(38)

5! 5!

x n n y n n x n n y n n x n n y n n

x n n y n n

h f x y f x y h f x y f x y h f x y f x y

h f x y h f x y

           

   

  

  

  

 -( ٔؾـصً ػٍٝ  :38ٌصـ١غخ )فٟ ا 2nyثـ  yٚػٓ  2nxثـ  xػٓ  ٚاخ١شا ٔؼٛض 

         

       

   

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3 (3) 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 (2) (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , 2 , 2 , 2 ,

8 8
2 , 4 , , ,

3! 3!

4 , , 4 ,

n n n n x n n y n n xx n n

yy n n xy n n x n n yyy n n

x n n xyy n n x n

f x y f x y hf x y hf x y h f x y

h f x y h f x y h f x y h f x y

h f x y f x y h f x y

       

       

    

   

   

       

         

     

(2) 4 (4)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 (4) 4 (2) (2) 4 (3)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 (3) 5 (5)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

16
, ,

4!

16 16
, 4 , , , ,

4! 3!

16 32 32
, , ,

3! 5!

n y n n x n n

y n n x n n y n n x n n y n n

x n n y n n x n n

f x y h f x y

h f x y h f x y f x y h f x y f x y

h f x y f x y h f x y

    

         

     



  

    5 (5)

2 2 2 2, ...(39)
5!

y n nh f x y  

 

 -:ٔؾصً ػٍٝ (31),(32),(33),(34),(35),(36),(37),(38),(39)ِٚٓ  اٌص١غ 



2 2n

2 2 2 2

2

6

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 0 2 2 2 2

(4) (4) (6) (

2 2

8

( , ) )
9

( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ,

( ( , ) ( , ) 4 ( , )) ( , )

1
( , ))

45

4

1
(2 2

1890

n

n n

y x

y x

n n n n n n n n

n n n n n n n

n n x y x y

h
f x y dxdy

h D

f x y f x y f x y f x y

f x y h f x h y f x h y h f x h y

f x y h D h D D

 

  









   


      

   
 

 

6) (4) (2) (2) (4)

(5) (5) (7) (7)9
2 1 2 1

21 21

1
42 42 ) ( 2 2 ) ( , ) ...(40)

1890

x y x y

x y x yy x n nD D

D D D D

D D h D D f x y 


 

      

 

أِب ثبٌٕغجخ ٌٍزىبِلاد اٌضلاصخ الأٌٚٝ اٌزٟ ٟ٘ راد ِشزمبد عضئ١خ ِغزّشح ثبٌٕغجخ ٌٍذاٌخ  ,f x y متخ اٌزىبِتً فٟ ع١ّغ ٔمتبغ ِٕط

 -ٔلاؽظ إْ :

        

        

       

    

2 2 2

2 2 2

22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 6

2 2 2 2 2 2 2

4 4

, , , ,
9

, ( , , ,

, , ...      ...(41)

n k

n k

y xn n

k n k n k n

k ry x

k n k n k n k n

k n k n

h
f x y dxdy f x y f x y f x y

f x y f x y h f x h y f x h y h

f x h y f x y h A h B h





 

  

 

 



  

       

      

  

 

 

         

         

2 2 2

2 2 2

22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 1

4 6

2 2

, , , , ,
9

4 , , 4 , , ,

                                     

l n

l n

y xn n

n l n l n l n l

l ly x

n l n l n l n l n l

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x y h f x h y f x y f x y f x y

A h B h





 

   

 

     

   

      

  

  

                                                            ...(42)
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2 2 2 2

0 0

2

1 2

0 0 0 0 0 0 2 2

1 1

0 0 0 2 2 2 2 0 2 2 2 2

2 2

0 0 2 2 0

)
9

4 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

4

, ( , ) ( , ) ( , ) ( ,

(2 1) (2 1) (2 ) (2 )

( , (2 1) ) ( , (2 1)

n n

n n

n

i i

y x

n n n n

y x

n

n

h
f

f y f y f y f

f x y dxd x y f x y f x y f x y

x i h x i h x i h x i h y

f x y j h f x y j h

 

 



 

   







   



  

     

    




 

 

1

1

1

1

1

1

0 0

1

2 2

0 0 0 0

1

2
4 6

0 0 0 0 3 3

1

2 2 0

4

) 4 ( (2 1) , (2 1) )

2 ( (2 ) , (2 1) ) 2 ( , (2 ) ) ( )

( (2 1) , (2 ) ) 2 ( 2 , (2 ) ) ... 

, (2 )

n

j

i

n

i

n

i

n n

i

n

i

n

A

f x i h y j h

f x i h y j h f x y j h f h

f x i h y j h f x ih y j h h B h

x y j















 









 

    

     

      





 


















                           ...(43)

 

,ؽ١ش  ,...i iA B صٛاثذ رؼزّذ ػٍٝ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ٌٍذاٌخ   ,f x y i...,1,2فمػ ,         

 

 -ٔؾصً ػٍٝ : (40),(41),(42),(43)ٚثغّغ اٌص١غ 

   

2 2n

0 0

2

0 0 0 2 2 0 2 2

1

0 0 0 2 0 0 0 2

1 1

0 0 2 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

4 ( (2 1) , ) ( (2 1) , ) 2 ( (2 ) , ) ( (2 ) , )

4 ( , (2 1) ) ( , (2 1) ) 4 ( (2 1) ,

ny x

n n n n

y x

n n

n n

i i

n

h
f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

f x i h y f x i h y f x i h y f x i h y

f x y j h f x y j h f x i h y



 


   



         

        

 

 

0

1 1

1 1

0 0 0 0 2 0

1 1

1
6 (4) (4)

0 0 0 0

1 1

8 (6)

(2 1) )

2 ( (2 ) , (2 1) ) 2 ( , (2 ) ) ( , (2 ) )

1
4 ( (2 1) , (2 ) ) 2 ( 2 , (2 ) ) ( )

45

1
(2 2

1890

n n

j i

n n

n

i j

n n

x y

i i

x

j h

f x i h y j h f x y j h f x y j h

f x i h y j h f x ih y j h h D D

h D D

 

 

 



 


 



 
      



  
        



 

 

 

 

(6) (4) (2) (2) (4) (5) (5)

9 (7) (7) 4 6

2 1 2 1

21 21 42 42 )

1
( 2 2 ...) ... ( , )             (44)

1890

y x y x y x y x y

x y n n SS SS

D D D D D D D D

h D D f x y A h B h 

  


       



 

,ؽ١ش  ,...SS SSA B صٛاثذ 

2إٌٙب٠خ اٌؼ١ٍب  فٟفٟ ؽبٌخ الاػزلاي  MSٚثطش٠مخ ِّبصٍخ ٠ّىٓ ا٠غبد ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌمبػذح  2( , )n nx y :ْار ا- 

 
2 2

0 0

2 2

1 1

0 0 2 0 0 0

(2 1) (2 1) (2 1)
, ) 4 (

3 2 2 2
( , ) ( , (2 1) , )

n ny x n n

j iy x

n

h j j j
f x y dxdy f h f hf x y h x y x i h y

 

  
   


   


   

1
4 (2)

1

6 (4) (4) (2)

0 0

1 1
2

6 3

(2 1) 1 11 1
( (2 ) , )

2 15 160 12

n

x

i

yy x y yh D h
j

f x i h y h D D D D




  
    

     
   

 

                  7 2 4

2 1 2 1

(5) (5)1
( , ) ... ...(45)

3

1 11

15 160
n n MS MSx yh f x y A h B hD D
 

   
 

  
 

  

,ؽ١ش                       ,...MS MSA B صٛاثذ 

غتْٛ ػٍتٝ اٌجؼتذ جرٟ عّلبػتذ ِتٓ غْٛ  ػٍٝ وتلا اٌجؼتذ٠ٓ اٚاٌمبػتذح اٌّشوجتخجٌزا فبْ ص١غخ اٌخطأ ثبعزؼّبي لبػذح عّ                 

 اٌذاخٍٟ 
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2ػٕتتتذِب   ٟاٌختتتبسع اٌجؼتتتذ ٚإٌمطتتتخ اٌٛعتتتطٝ ػٍتتتٝ                2m n  h h ٟفتتتٟ ؽبٌتتتخ الاػتتتزلاي فتتت 0 0,x y  ٚأ

 2 2,n nx y  

 -رىزت ثبٌشىً ا٢رٟ :                

      4 6

1 1 2 2 ... ...SS SSI SS h a f h a f h A h B h      
                                    ...(46)    

      2 4

1 1 2 2 ... ...MS MSI MS h b g h b g h A h B h      
                               ...(47) 

,إر إْ   ,...SS SSA B   ٚ ,   , ,...MS MSA B ,i ib a    ٚ 1,2صٛاثذ,...i  .  ْٚا,
i ig f  ٍٝدٚاي رؼزّذ ػh  فمػ 

 

 ثالثاً : التكاملاث الثنائيت لمكاملاث معتلت

                           Double Integrals With SingularIntegrands  

ِؼشف فٟ وً ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبِتً ػتذا إٌمطتخ  Iٌٕفشض إْ ِىبًِ اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ          0 0,x y  فتلا ٠ّىتٓ  رطج١تك

لأٙب رغزؼًّ ل١ّخ اٌّىبًِ فٟ إٌمطخ  RSSغش٠مخ  0 0,x y  (27ٚثزٌه ٠ىْٛ ِٓ غ١ش  اٌّّىٓ اعزؼّبي اٌص١غخ) 

ي ػٍتتتٝ ل١ّتتتخ اٌزىبِتتتً ثبعتتتزخذاَ اٌمبػتتتذح اٌّتتتزوٛسح  عتتتٛف ٔمتتتَٛ ثإّ٘تتتبي ل١ّتتتخ ٚ ٌٍؾصتتتٛ  0 0,f x y  ٚ ِتتتٓ اٌمبػتتتذح , داف١١تتتض

ٚؽغتبة صت١غ اٌخطتأ ِتٓ خلاٌٙتب  , ٚوتزٌه اٌؾتبي إرا وبٔتذ  (27)ٚثزٌه ٠ّىٓ اعزؼّبي اٌص١غ [6]ساث١ٕٛرض 2 2,n nf x y  غ١تش

ثؼتتذ اّ٘تتبي ل١ّتتخ  (١44غخ)ِؼشفتتخ  فٕغتتزخذَ اٌصتت 2 2,n nf x y اِتتب ثبٌٕغتتجخ ٌمبػتتذحRMS ٠ّٚىتتٓ  ثٛعتتٛد الاػتتزلاي صشفتتلا رزتتأ

 .  الاػزّبد ػٍٝ ص١غ اٌخطب اٌغبثمخ 

  -.الأمثلت :3 
2 1

( )

1 0

  .1x yI xe dxdy     ٟ٘ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ .  ِمشثخ لاسثؼخ0.06144772819733إر إْ ل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ 

 
1 1

0 0

  .2I x y dxdy          ِمشثخ لاسثؼخ  ػششح  ِشرجخ ػشتش٠خ   0.97516113319797إر إْ ل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٟ٘       

  
1 1

0 0

ln( )
  .3

( )

x y
I dxdy

x y




   ِمشثخ لاسثؼخ ػششح ِشرجخ ػشش٠خ0.90584134720291إر إْ ل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٟ٘          

 
1 1

0 0

   .4
1

ydxdy
I

xy



   ِشرجخ ػشش٠خ ِمشثخ لاسثؼخ  ػششح  0.66666666666667إر إْ ل١ّزٗ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٟ٘        

1 1

4 4

0 0

  .5I x y dxdy   غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ 

 -النتائج : 4. 

اْ ِىبِتً اٌزىبِتتً          
2 1

1 0

x y
I xe dxdy

 
    ًِؼتشف ٌىتت     , 0,1 1,2x y   فتبْ صتت١غخ ؽتذٚد اٌزصتتؾ١ؼ ٌٙتتزا  ٌتتزا  

 ( .11رىْٛ ِّبصٍخ ٌٍص١غ)  MS(  اِب ثبعزؼّبي اٌمبػذح 10)خ رىْٛ ِّبصٍخ ٌٍص١غ  SSاٌزىبًِ ثبعزؼّبي اٌمبػذح 

RMS,٠ج١ٕبْ ؽغبة اٌزىبًِ أػلاٖ ػذد٠بً ػٕذ رطج١ك اٌطش٠مز١ٓ (1), (2) اٌغذ١ٌٚٓ    RSS. 

32nػٕذِب        m   فبْ ل١ّخ اٌزىبًِ اػتلاٖ ثبعتزخذاَ  لبػتذحSS رىتْٛ  صتؾ١ؾخ ٌضّتبْ ِشارتت ػشتش٠خ ٚثبعتزخذاَ غش٠متخ

  ( خ لاسثؼخ ػششح ِشرجخ ػشش٠خؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ ِطبثمخ ٌٍم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ  ) ِمشثرؼغ١ً سِٚجشن ِغ  اٌمبػذح اٌّزوٛسح 

ثـ
 فزشح عض٠ئخ (. ( 102

32nث١ّٕب ػٕتذِب      m   فتبْ اٌم١ّتخ ثبعتزخذاَ  لبػتذحMS  ًرىتْٛ صتؾ١ؾخ ٌخّتظ ِشارتت ػشتش٠خ ٚثبعتزخذاَ غش٠متخ رؼغ١ت

ثـ  ػششح ِشرجخ ِشارت ػشش٠خٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ ٌضلاصخ  ؽصٍ  سِٚجشن ِغ  اٌمبػذح اٌّشبسا١ٌٙب
 .فزشح عض٠ئخ ( ( 102

32nٔلاؽتظ ػٕتذِب  (2),(1)ٚثّمبسٔخ ٔزبئظ اٌغذ١ٌٚٓ  m  لبػتذح ا ْSS  افعتً ِتٓ لبػتذح MS ٌٚ٠متخ ه فتبْ غشوتزRSS 

16nٚ ٔلاؽظ ػٕذِب RMSافعً ِٓ  m   فتبْ اٌم١ّتخ  ثزطج١تك  لبػتذحSS ٓرىتْٛ  صتؾ١ؾخ ٌغتجغ  ِشارتت ػشتش٠خ فتٟ ؽت١

ػٍتٝ RMMٚثبعتزخذاَ غش٠متخ ؽصتٍذٚػشتش٠خ ارتت ٚثٕفظ اٌفزشح اٌغضئ١خ ػٍٝ ل١ّخ صتؾ١ؾخ  لاسثؼتخ  ِش [11]ؽصٍذ ػىبس

 .صٕزٟ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ لال١ّخ  صؾ١ؾخ 



 3122/  علمي/  الثالث العذد - التاسع المجلذ – العلميت كربلاء جامعت مجلت
 
 

   26 

ِلاؽظخ : ٚظؼٕب اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ ٔٙب٠خ اٌغذاٚي ِٓ اعً عٌٙٛخ اٌّمبسٔخ ث١ٕٙب ٚث١ٓ اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ اٌزتٟ ؽصتٍٕب ػ١ٍٙتب ِتٓ اعتزخذاَ 

 اٌطش٠مز١ٓ اٌّزوٛسر١ٓ .
 n=m SS k=4 k=6 k=8 k=10 

2 0.06129374804271     

4 0.06143775635245 0.06144735690644    

8 0.06144709929074 0.06144772215329 0.06144772795086   

16 0.06144768880121 0.06144772810191 0.06144772819633 0.06144772819729  

32 0.06144772573367 0.06144772819584 0.06144772819733 0.06144772819733 0.06144772819733 

     0.06144772819733 

ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ ) 1اٌغذٚي ) 
2 1

1 0

x y
I xe dxdy

 
   ثطش٠مخRSS 

n=m MS k=2 k=4 k=6 k=8 

2 0.06063945181610     

4 0.06127673341109 0.06148916060942    

8 0.06140702975863 0.06145046187448 0.06144788195881   

16 0.06143768348341 0.06144790139167 0.06144773069282 0.06144772829177  

32 0.06144522516502 0.06144773905889 0.06144772823670 0.06144772819771 0.06144772819734 

     0.06144772819733 

( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ 2)اٌغذٚي                      
2 1

1 0

x y
I xe dxdy

 
     ثطش٠مخRMS 

أِب اٌزىبًِ          
1 1

0 0

I x y dxdy     فبْ اٌّىبًِ ِؼزً اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ػٕذِب   , 0,0x y  

       عزسٞ   ٚٔٛع الاػزلاي         

 -ٟ٘ :(28)( 27ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌٍزىبًِ فٟ أػلاٖ ثبعزخذاَ اٌص١غز١ٓ )ٌزا فبْ ص١غخ     
5

4 62( ) ...SS SS SSE h ah A h B h    

 
5

2 42
MS MS MSE h A h bh B h     

,ؽ١ش  ,...SS SSA B ٚ, ,...MS MSA B  a ٚb  .صٛاثذ 

RMS ,  ً فٟ أػلاٖ ػذد٠بً ثبعزؼّبي اٌطش٠مز١ٓ ٠ج١ٕبْ  ؽغبة اٌزىبِ (4)(3ٚٚاٌغذ١ٌٚٓ)  RSS . 

64n( ػٕذِب 3) ٔغزٕزظ ِٓ اٌغذٚي m    ؽصتٍٕب ػٍتٝ خّتظ  ِشارتت ػشتش٠خ صتؾ١ؾخ ػٕتذ رطج١تك  لبػتذحSS   َٚثبعتزخذا

مبػذح اٌّشبس ا١ٌٙب ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ ِطبثمخ ٌٍم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ  ) ِمشثخ لاسثؼخ ػششح ِشرجتخ ػشتش٠خ ( ٚ ِغ اٌ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن 

ثـ )
 فزشح عضئ١خ(  . 122

64nػٕتذِب  MS(  ؽصٍٕب ػٍٝ خّظ  ِشارت ػشتش٠خ صتؾ١ؾخ ػٕتذ رطج١تك  لبػتذح 4غذٚي)اٌٚفٟ  m    فتٟ ؽت١ٓ  ؽصتٍٕب

                           ثبعتتتتزخذاَ غش٠متتتتخ رؼغ١تتتتً سِٚجتتتتشن ِتتتتغ اٌمبػتتتتذح اٌّتتتتزوٛسح ػٍتتتتٝ ل١ّتتتتخ رمش٠ج١تتتتخ صتتتتؾ١ؾخ لاصٕزتتتتٟ  ػشتتتتشح ِشرجتتتتخ ػشتتتتش٠خ

ٚ ثـ )
 فزشح عضئ١خ( 122

128nٌّشرجخ اٌشاثؼخ ػشش  ػٕذِب  فعلا ػٓ اْ اٌم١ّخ صؾ١ؾخ ٌضلاس ػشش ِشرجخ ػشش٠خ ٚثفبسق ٚؽذر١ٓ فٟ ا m . 

سغُ اٌمبػذر١ٓ  RMSافعً ِٓ غش٠مخ  RSSْ غش٠مخ االاٚي  ٘ٛ افعً ٚ ئلاؽظ اْ اٌغذٚ  (4),(3)ٚثّمبسٔخ ٔزبئظ اٌغذ١ٌٚٓ 

 ٚٞ ِٓ اٌّشارت اٌؼشش٠خ  اٌصؾ١ؾخ ر١ٓ ٚ ثذْٚ رؼغ١ً سِٚجشن اػطزب ػذد ِزغبٛساٌّزو

64nصتؾ١ؾخ ػٕتذِب   ػٍتٝ اسثؼتخ  ِشارتت ػشتش٠خMMٌٕفظ اٌزىبًِ  ػٕذ اعزؼّبي لبػتذح   [11]ث١ّٕب ؽصٍذ ػىبس m   

  RSSا ٠ؼٕٟ اْ إٌز١غخ اٌزٟ ؽصتٍٕب ػ١ٍٙتب ثطش٠متخ ؽصٍذ ػٍٝ اصٕزٟ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ صؾ١ؾخ ٚ ٘زRMMٚثزطج١ك غش٠مخ 

 فعً الأٟ٘ 
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n=m SS k=2.5 k=4 k=6 k=8 k=10 

2 0.9685840773055

1 

     

4 0.9739699811042

9 

0.97512653518785     

8 0.9749486065550

9 

0.97515875387738 0.9751609017900

1 

   

16 0.9751234372522

0 

0.97516097991248 0.9751611283148

2 

0.9751611319104

6 

  

32 0.9751544614809

7 

0.97516112353804 0.9751611331130

7 

0.9751611331892

4 

0.9751611331942

5 

 

64 0.9751599532958

1 

0.97516113259293 0.9751611331965

9 

0.9751611331979

2 

0.9751611331979

5 

0.9751611331979

6 

      0.9751611331979

6 

( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ 3اٌغذٚي )        
1 1

0 0

I x y dxdy   ثطش٠مخ RSS  

n=m MS k=2 k=2.5 k=4 k=6 k=8 k=10 

2 0.97859771818366             

4 0.97619853214621 0.97539880346706           

8 0.97545503675251 0.97520720495460 0.97516606162003         

16 0.97524093700410 0.97516957042130 0.97516148888572 0.97516118403677       

32 0.97518221712538 0.97516264383247 0.97516115643594 0.97516113427262 0.97516113348272     

64 0.97516660537104 0.97516140145293 0.97516113466779 0.97516113321658 0.97516113319981 0.97516113319870   

128 0.97516253686406 0.97516118069507 0.97516113329013 0.97516113319829 0.97516113319800 0.97516113319799 0.97516113319799 

       0.97516113319797 

( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ 4) اٌغذٚي                                
1 1

0 0

I x y dxdy    ثطش٠مخRMS 
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ثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ 
1 1

0 0

ln( )

( )

x y
I dxdy

x y




    فٙٛ ِؼزً اٌّىبًِ ػٕذِب   , 0,0x y  ٟٚٔٛع الاػزلاي ٌٛغبسر١ّٟ ٔغج 

 -وب٢رٟ :   (28) ,(27ٌص١غز١ٓ  )إْ ص١غخ ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ٌٙزا اٌزىبًِ رىْٛ ؽغت ا 

  4 6

1 2 ln ...SS SS SSE h a h a h h A h B h      

  2 4

1 2 ln ...MS MS MSE h b h b h h A h B h      

,ؽ١ش  ,...SS SSA B ٚ, , , ,...i i MS MSa b A B ٚ 1,2صٛاثذi   ٓ٠ج١ٕبْ ؽغبة اٌزىبًِ أػلاٖ ػذد٠بً ثبعزؼّبي  اٌطش٠مز١ٓ   (5),(6ٚاٌغذ١ٌٚ ),RMS RSS. 

 [8]لإ٠غبد وً ِٓ ل١ُ اٌؼّٛد٠ٓ ؽغجّب الزشػ شبٔىظ  k=1اعزخذِٕب ل١ّخ  (6)( 5ٚاٌضبٟٔ ٚاٌضبٌش فٟ اٌغذ١١ٌٚٓ ) ٠ٓاٌؼّٛد -ِلاؽظخ: 

256nٔغزٕزظ أٗ ػٕذِب  m    ٓفبْ اٌم١ّخ ثبعزخذاَ وً ِٓ اٌمبػذر١,MS SS  ىْٛ صؾ١ؾخ  ٌّشرجخ ػشش٠خ ٚاؽذح فٟ ؽ١ٓ اِىٓ اٌؾصٛي ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ لاصٕزٟ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ  ثبعزخذاَ غش٠مخ ر

256n   ػٕذِب  رؼغ١ً سِٚجشن ِغ اٌمبػذر١ٓ  اٌّزوٛسر١ٓ m  
n=m SS k=1 k=1 k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 

2 0.23836946450284        

4 0.47706776581768 0.71576606713252       

8 0.64341711553413 0.80976646525057 0.90376686336863      

16 0.75056827624082 0.85771943694752 0.90567240864447 0.90579944499619     

32 0.81617143287704 0.88177458951326 0.90582974207899 0.90584023097463 0.90584087837111    

64 0.85498951425193 0.89380759562682 0.90584060174038 0.90584132571781 0.90584134309468 0.90584134491713   

128 0.87740698110137 0.89982444795081 0.90584130027479 0.90584134684375 0.90584134717909 0.90584134719510 0.90584134719733  

256 0.89011993860422 0.90283289610708 0.90584134426336 0.90584134719593 0.90584134720152 0.90584134720160 0.90584134720161 0.90584134720161 

        0.90584134720291 

( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئٟ 5اٌغذٚي )                                                            
1 1

0 0

ln( )x y
I dxdy

x y




   ثطش٠مخRSS 

n=m MS k=1 k=1 k=2 k=4 k=6 k=8 k=10 

2 0.52089193933215               

4 0.66779110877876 0.81469027822538             

8 0.76396571802695 0.86014032727514 0.90559037632491           

16 0.82350956405963 0.88305341009230 0.90596649290946 0.90609186510431         

32 0.85899081588769 0.89447206771575 0.90589072533920 0.90586546948244 0.90585037644099       

64 0.87957717379984 0.90016353171199 0.90585499570824 0.90584308583125 0.90584159358784 0.90584145417747     

128 0.89129068086417 0.90300418792849 0.90584484414499 0.90584146029057 0.90584135192119 0.90584134808522 0.90584134766917   

256 0.89785694411248 0.90442320736079 0.90584222679309 0.90584135434246 0.90584134727925 0.90584134720557 0.90584134720212 0.90584134720167 

        0.90584134720291 

 

 ( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئ6ٟاٌغذٚي )                                                                            
1 1

0 0

ln( )x y
I dxdy

x y




    ثطش٠مخRMS
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ٌزىبًِ ااِب       
1 1

0 0 1

ydxdy
I

xy



  ِ ٛٙؼزً اٌّىبًِ ػٕذِب  ف   , 1,1x y   ٓ( ٌٍزىبًِ أػلاٖ  45ٟ٘)(44),ٚٔٛع الاػزلاي عزسٞ ٌزا فبْ ص١غخ ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ ثبعزخذاَ اٌص١غز١ 

 
3 5 7 9

42 2 2 2
1 2 3 4 ...SS SSE h a h a h a h A h a h       

 
3 5 7 9

2 42 2 2 2
1 2 3 4 ...MS MS MSE h b h A h b h b h B h b h        

,ؽ١ش  ,...SS SSA B ٚ, , , ,...i i MS MSa b A B  1,2ٚصٛاثذ,....i    

RMS,ٚثبعزخذاَ غش٠مز١ٓ   RSS( ٓ7ٚؽصٍٕب ػٍٝ إٌزبئظ اٌّذٚٔخ فٟ اٌغذ١ٌٚ)(8)  ٚلذ ارعؼ ا٢رٟ : ػٍٝ اٌزشر١ت- 

256nٔلاؽظ ػٕذِب   m   فبْ اٌم١ّخ ثمبػذحSS  ػشش٠خ ٚثبعزؼّبي غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن ِغ اٌمبػذح اٌّزوٛسح ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ لاؽذٜ ػشش ِشرجخ صؾ١ؾخ لاسثؼخ ِشارت

2)ثـ   ػشش٠خ
16

 فزشح عضئ١خ(  . 

256nٚػٕذِب  m   فبْ اٌم١ّخ ثمبػذحMS ِ غ اٌمبػذح اٌّزوٛسح ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صؾ١ؾخ  ٌؼششح ِشارت ػشش٠خ صؾ١ؾخ لاسثؼخ ِشارت ػشش٠خ ٚثبعزؼّبي غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن

2)  ثـ ػٕذِب
16

 فزشح عضئ١خ(  . 

ذْٚ رؼغ١ً سِٚجشن اػطزب ػذد ِزغتبٚٞ ِتٓ سغُ اٌمبػذر١ٓ اٌّزوشر١ٓ ٚ ث RMSافعً ِٓ غش٠مخ  RSS( ٔلاؽظ اْ اٌغذٚي الاٚي  ٘ٛ افعً ْٚ غش٠مخ 8(ٚ)7ٚثّمبسٔخ ٔزبئظ اٌغذ١ٌٚٓ )

128nاٌّشارت اٌؼشش٠خ  اٌصؾ١ؾخ وزٌه ٔلاؽظ ػٕذِب  m    فبْ اٌم١ّخ ثطش٠مخRSS  ػٕذ رطج١ك غش٠مخ   [11]ل١ّخ صؾ١ؾخ ٌؼششح ِشارت ػشش٠خ ٚلذ ؽصٍذ ػىبسRMM ٍٝػ

 ِٓ اٌّشارت اٌؼشش٠خ اٌصؾ١ؾخ ٚ ثٕفظ اٌفزشح اٌغضئ١خ  ػذد ِغبٚٞ

 

 

 

 
 ( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئ7ٟاٌغذٚي )       

1 1

0 0 1

ydxdy
I

xy



    ثطش٠مخRSS 

 

 

n=m SS k=1.5 k=2.5 k=3.5 k=4 k=4.5 k=5.5 k=6 

2 0.57563571336868               

4 0.63481116751355 0.66717529805174             

8 0.65548924193980 0.66679845637138 0.66671753443133           

16 0.66273424239232 0.66669666471392 0.66667480625497 0.66667066340215         

32 0.66528035851005 0.66667287565404 0.66666776725712 0.66666708476761 0.66666684619198       

64 0.66617731187186 0.66666787195472 0.66666679747417 0.66666670344563 0.66666667802416 0.66666667024848     

128 0.66649379892222 0.66666689143767 0.66666668088416 0.66666666957978 0.66666666732206 0.66666666682722 0.66666666674991   

256 0.66660557514851 0.66666670759660 0.66666666811908 0.66666666688140 0.66666666670151 0.66666666667282 0.66666666666933 0.66666666666805 

        0.66666666666667 
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n=m MS k=1.5 k=2 k=2.5 k=3.5 k=4 k=4.5 k=5.5 

2 0.63770444120388               

4 0.65612203923807 0.66619495807903             

8 0.66284007183806 0.66651428587102 0.66662072846835           

16 0.66528148144172 0.66661673269162 0.66665088163182 0.66665735663873         

32 0.66616691178619 0.66665116972160 0.66666264873159 0.66666517556605 0.66666593367622       

64 0.66648704397448 0.66666213008207 0.66666578353556 0.66666645669469 0.66666658091079 0.66666662405976     

128 0.66660234126650 0.66666539944938 0.66666648923848 0.66666664077917 0.66666665862770 0.66666666380883 0.66666666564673   

256 0.66664370304491 0.66666632455268 0.66666663292045 0.66666666377432 0.66666666600389 0.66666666649564 0.66666666661987 0.66666666664186 

        0.66666666666667 

 ( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئ8ٟاٌغذٚي )
1 1

0 0 1

ydxdy
I

xy



    ثطش٠مخRMS

              
 

 

 

 

أِب اٌزىبًِ 
1 1

4 4

0 0

I x y dxdy      ٍٝثبٌشغُ ِٓ  اْ ِىبٍِٗ  ِؼزً اٌّشزمبد اٌغضئ١خ ػٕذ إٌٙب٠خ اٌغف   , 0,0x y    ثبعزؼّبي ٚٔٛع الاػزلاي عزسٞ . الا اْ ؽذٚد اٌزصؾ١ؼ 

                                                                                                                                                   -وبلارٟ :رىْٛ  (27),(28)ٌص١غز١ٓ ا

  4 6 ...SS SS SSE h A h B h  
 

  2 4 ...MS MS MSE h A h B h    

RMS,ٚثبعزؼّبي  اٌمبػذر١ٓ   RSS(10)( 9ٍٕٚب ػٍٝ إٌزبئظ اٌّذٚٔخ فٟ اٌغذ١ٌٚٓ  )ٌؾغبة اٌزىبًِ فٟ أػلاٖ ؽص 

128nفٟ ؽبٌخ  (9),(10)سغُ اْ اٌزىبًِ اٌّزوٛس غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ الا إٔب ٔشٜ ِٓ خلاي اٌغذ١ٌٚٓ  m   اْ اٌم١ّخ صبثزخ افم١ب ٌزا ٠ّىٓ اْ ٔمٛي اٌم١ّخ صؾ١ؾخ لاسثؼخ

64nػٕذِبٌىْٛ ٚصٍٕب اٌٝ اسثؼخ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ صؾ١ؾخ فٟ الاٌٚٝ RMSافعً ِٓ اٌم١ّخ ثطش٠مخ  RSSٌم١ّخ   ثطش٠مخ  ػششح ِشرجخ ػشش٠خ الا أٗ ا m   ٚفٟ اٌضب١ٔخ

128nػٕذِب   m 
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n=m SS k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 k=14 

2 0.53659108508613             

4 0.54424160919491 0.54475164413550           

8 0.54468518871062 0.54471476067833 0.54471417522663         

16 0.54471286368027 0.54471470867824 0.54471470785284 0.54471470994157       

32 0.54471459146026 0.54471470664559 0.54471470661333 0.54471470660847 0.54471470660521     

64 0.54471469941589 0.54471470661293 0.54471470661242 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241   

128 0.54471470616264 0.54471470661242 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 

                                  
                                  

 ( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئ9ٟاٌغذٚي )
1 1

4 4

0 0

I x y dxdy     ثطش٠مخRSS 

 

 

n=m MS k=2 k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 

2 0.52227413021991             

4 0.53971740098861 0.54553182457818           

8 0.54349712095722 0.54475702761342 0.54470537448243         

16 0.54441228140339 0.54471733488545 0.54471468870358 0.54471483654836       

32 0.54463922318985 0.54471487045201 0.54471470615644 0.54471470643347 0.54471470592322     

64 0.54469584343164 0.54471471684557 0.54471470660514 0.54471470661226 0.54471470661297 0.54471470661364   

128 0.54470999129682 0.54471470725188 0.54471470661230 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 

                                                              

 

 ( ؽغبة اٌزىبًِ اٌضٕبئ10ٟاٌغذٚي )
1 1

4 4

0 0

I x y dxdy     ثطش٠مخRMS
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 المناقشت

 ٕبئ١تخ ثبٌمبػتذر١ٓ اٌّتزوٛسر١ٓ ٔغزٕزظ ِٓ خلاي ٔزبئظ ٚعذاٚي ٘زا اٌجؾش أٗ ػٕذ ؽغبة اٌزىتبِلاد اٌض      ,MS SS  ٓإْ ٘تبر١

اٌمبػذر١ٓ رؼط١بْ ل١ّبً صؾ١ؾخ )ٌؼذح ِشارت ػشش٠خ( ِمبسٔخ ِغ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌٍزىبِلاد ثبعزؼّبي ػتذد ِتٓ اٌفزتشاد اٌغضئ١تخ ثتذْٚ 

بِلاد اٌضٕبئ١تخ راد اٌّىتبِلاد اٌّغتزّشح فتٟ وتً اٌطش٠مخ اٌزؼغ١ٍ١خ ػ١ٍّٙب  وّب ٠ظٙش رٌته ثٛظتٛػ أوضتش فتٟ ؽغتبة اٌزىت  اعزؼّبي

 ,فٟ ٔمطخ أٚ أوضش ِٓ ِٕطمخ اٌزىبًِ  ٔمطخ ِٓ ٔمبغ ِٕطمخ اٌزىبًِ ٚوزٌه راد ِىبِلاد ِؼزٍخ اٌّشزمبد اٌغضئ١خ

32mػٍٝ عج١ً اٌّضبي ,فٟ اٌزىبًِ الأٚي  ؽصٍٕب ػٍٝ ل١ّخ صتؾ١ؾخ ٌضّتبْ  ِشارتت ػشتش٠خ  ػٕتذِب  n   ثمبػتذحSS  ٚػٕتذ

 (0,0)ٚفٟ اٌزىبًِ اٌضبٟٔ اٌّؼزتً اٌّشتزمبد اٌغضئ١تخ  ػٕتذ إٌمطتخ  ؽصٍٕب ػٍٝ خّظ ِشارت ػشش٠خ  صؾ١ؾخ  MSرطج١ك لبػذح

64mؽصٍٕب ػٍٝ خّظ ِشارت ػشش٠خ صؾ١ؾخ ػٕذِب  n   بػذر١ٓ خذاَ وً ِٓ اٌمزثبع,MS SS 

اٚ اوضتش  ِتٓ ِٕطمتخ اٌزىبِتً وّتب  فتٟ  اٌصؾ١ؾخ فٟ ؽبٌتخ اٌزىتبِلاد اٌّؼزٍتخ فتٟ ٔمطتخ  فٟ ؽ١ٓ ؽصٍٕب ػٍٝ الً ػذد ِٓ اٌّشارت 

256mاٌزىبِتتتً  اٌضبٌتتتش  ؽصتتتٍٕب ػٕتتتذِب  n  ػتتتذر١ٓ ػٍتتتٝ ِشرجتتتخ ػشتتتش٠خ ٚاؽتتتذح صتتتؾ١ؾخ  ػٕتتتذ اعتتتزؼّبي وتتتً ِتتتٓ  اٌمب

,MS SS 256.ٚفٟ اٌزىبًِ اٌشاثغ  ؽصٍٕب ػٕذِبm n    ٓػٍٝ اسثؼخ ِشارت ػشش٠خ  صؾ١ؾخ ا٠عب ػٕذ اعزؼّبي اٌمبػذر١

,MS SS. 

أػطزتب ٔزتبئظ أفعتً ِتٓ ؽ١تش عتشػخ ِتغ اٌمبػتذر١ٓ اٌّتزوٛسر١ٓ  إلا إْ اٌغذاٚي أٚظؾذ أٗ ِتٓ ختلاي اعتزخذاَ  رؼغ١تً سِٚجتشن

ثطش٠متخ  الالزشاة ثؼذد ل١ًٍ ِٓ اٌفزشاد اٌغضئ١خ ٔغج١بً إٌٝ لت١ُ اٌزىتبِلاد اٌؾم١م١تخ .إر وبٔتذ صتؾ١ؾخ لاسثؼتخ ػشتش ِشرجتخ ػشتش٠خ 

RSS  ثطش٠مخ  ٚصؾ١ؾخ ٌضلاصخ ػششِشرجخ ػشش٠خRMSٚي ٚ  ةثبٌٕغجخ ٌٍزىبًِ الا
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فزشح عضئ١تخ( . ٚوتزٌه فتٟ ؽبٌتخ  (  

اٌزىتتبِلاد راد ِىتتبِلاد ِغتتزّشح ٌىتتٓ  ِؼزٍتتخ اٌّشتتزمبد اٌغضئ١تتخ اٚ اٌّىتتبِلاد اٌّؼزٍتتخ ففتتٟ اٌزىبِتتً اٌضتتبٟٔ ؽصتتٍٕب ثبعتتزخذاَ 

ؽصٍٕب ػٍٝ اصٕزٟ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ صتؾ١ؾخ ٚفتٟ   RMSػٍٝ اسثؼخ ػشش ِشرجخ ػشش٠خ  صؾ١ؾخ ٚثبعزخذاَ RSSغش٠مخ

256mاٌزىبًِ اٌضبٌش  ؽ١ش اٌّىبًِ ِؼزً ؽصٍٕب  ػٍتٝ اصٕزتٟ ػشتش ِشرجتخ ػشتش٠خ صتؾ١ؾخ ػٕتذِب  n   ٓثبعتزؼّبي اٌمبػتذر١

إٌٝ اٌمت١ُ اٌؾم١م١تخ ٌٍزىتبِلاد  اٌّزوٛسر١ٓ ٚلذ أٚظؾذ اٌغذاٚي إْ غش٠مخ رؼغ١ً سِٚجشن راد أ١ّ٘خ وج١شح فٟ رؼغ١ً الزشاة اٌم١ُ

RMS,ٚثزٌه ٠ّىٓ الاػزّبد ػٍٝ اٌطش٠م١ٓ   RSS  ٚخصٛصبRSS  ًفٟ ؽغبة اٌزىبِلاد اٌضٕبئ١خ ِّٙتب وتبْ عتٍٛن اٌّىبِت

 فٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ
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