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ABSTRACT 

The aim of this paper is to provide a representation of a standard 

lipschitzian functions by mean of a microscope. 

More precisely, under certain conditions, the following results have 

been obtained.   

        Let  be a standard function, and  be the shadow of its graph : 

(i) If  is s-continuous and limited, then  is the graph of a continuous 

function on  . 

(ii) If  is continuous and if  is the graph of a function  defined on 

 , then  is a continuous function. 

The  standard function  is lipschitzian at a neighbourhood of a 

standard point  if and only if   is limited under every microscope of 

power  centered at a point  or at a point infinitely close to it. 

If the standard function  is lipschitzian at a neighbourhood of a 

standard point  ,then it's representation under a microscopic of power  

centered at the point  or at a point infinitely close to it, is a 

graph of a lipschitzian function.   

 

 المستخمص
 .اليدف من ىذا البحث ىو إعطاء تمثيل لمدوال القياسية الميبشتزية باستخدام مجير         
 :م الحصول عمى النتائج الآتيةت ،وفق شروط معينة ،أكثر وبدقة
 :عندئذذٍ   ىاشبح بيان و  قياسيةدالة  لتكن         

(i)  دالة مستمرة إذا كانت-s  ىو بيان لدالة مستمرة عمى  ومحدودة، فان . 
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(ii)  دالة مستمرة  ، فان ى معرفة عل  دالةلبيان  دالة مستمرة وكان  إذا كانت. 

 إذا وفقط إذا كانت  ليبشتزية عند جوار النقطة القياسية  تكون الدالة القياسية    
القرب  أو عند نقطة متناىية متمركز عند النقطة  محدودة تحت كل مجير بقوة 

 .منيا
 تحت مجير فان تمثيميا ،قياسية عند جوار نقطة قياسية ال زتبشلي دالة إذا كانت    
 ىو بيان دالة نقطة متناىية القرب منيا عند أو متمركز عند النقطة  بقوة 
  .زـتبشلي

 
 المقدمة . 1

 :لبحث التعاريف والرموز الآتيةسوف نستخدم خلال ىذا ا
لكل  إذا كان  infinitesimalمتناهي الصغر  ، فيقال بان  إذا كان 

 . 
  إذا كان   unlimited (متناهي الكبر)غير محدود ، فيقال بان  إذا كان 

 . limited محدود ، فيما عدا ذلك يقال أن   لكل
محدود ولكن غير متناىي  إذا كان  appreciableمُقدر  ، فيقال بان إذا كان 
(. [6],[5],[2] انظر)الصغر، 

 infinitely close القرب متناهيتا ، ، فيقال بان  عنصران في  و  إذا كان 
 .متناىية الصغر إذا وفقط إذا كان ( ويرمز لذلك )

 رب من والتي تكون متناىية الق فان مجموعة النقاط في   عنصرا فيإذا كان
 .  مز ليا بالرمزوير   هالةتسمى 

وىي اتحاد ىالات  يرمز ليا    هالةفان  مجموعة جزئية من  إذا كانت 
 . النقاط في 

متناىيتي القرب إذا   و  فان  مجموعتين جزئيتين من   و   إذا كانت
 ( . أي )كانت ليما اليالة نفسيا 

فإنيا تكون متناىية القرب من نقطة قياسية وحيدة في   دة فيونقطة محد إذا كانت 
 .، ويرمز ليا  ( shadow)ن ىذه النقطة الوحيدة تسمى شبح ، وا 

فرانكل -نظرية المجموعات مع بدييية الاختيار لزيرميمو"يقال لأية مجموعة معرفة في 
(ZFC) " دالة قياسية ويقال لمدالة التي يكون بيانيا مجموعة قياسية بأنيا مجموعة قياسية بأنيا

[.6 ]
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 يرمز لو  فان الشبح أو الجزء القياسي من   مجموعة جزئية من  كانت إذا 
وتم الحصول عمييا بأخذ المقياس لحشد من  ويعرف بأنو المجموعة القياسية الوحيدة في 

 . ([9],[7],[1] انظر)، النقاط المحدودة في 
 .مجموعة خالية  نقاط محدودة فيكون شبحيا  إذا لم تكن لممجموعة 

محدودة لكل  إذا كانت  limited محدودة دالة حقيقية فيقال بان الدالة    لتكن
 . محدودةنقطة 

إذا كان لكل  s ، s-continuous-مستمرة ة حقيقية فيقال بان الدالة دال  لتكن 
 . يؤدي إلى   ،  و  نقطتين 

عة هي مجمو ، ويرمز ليا  لمنقطة  كلاكسي-فان   إذا كان

:  ، أي أن   ىو عمى الأكثر من رتبة  النقاط التي بعدىا عن 

 

( . [10],[8],[4],[3] انظر) 
يقال بان الدالة فدالة قياسية   و مجموعة قياسية  و  لتكن كل من 

: لدينا إذا كان لكل  تدرك الكالكسيات الصغيرة لمنقطة 

 

تدرك  إذا كانت  عند نقطة قياسية  ليبشيتزية يقال بان الدالة القياسية 
وبعبارة أخرى يقال أن الدالة ليبشتزية إذا . الكالكسيات الصغيرة لكل نقطة من نقاط ىالة 

 [3]:شتز الأتيحققت شرط ليب
ًً قياسياً فان و لكل نقطة قياسية  : عدداُ

 
 

:  [7]بديهية الانتقال
ولا تحتوي عمى  لكل صيغة قياسية تحتوي عمى متغيرات مستقمة 

: متغيرات مستقمة غيرىا فان الصيغة التالية تتحقق 
 

وكذلك 

 
 
النتائج الرئيسة  .2

: التعاريف الآتيةلدينا 
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 2.1تعريف 
  نقطة في المستوي كانت ور متناىي الصغ عددا حقيقيا كان إذا 
  :يعرف كالأتي  متمركز عند النقطة وال   بقوة فان المجير

 
 مجيرىي الإحداثيات الجديدة تحت ال حيث أن 

 
  2.2تعريف 

  عند نقطة متمركز  مجير بقوةتحت  يعرف تمثيل بيان دالة مستمرة 
 :معرفة كالأتي بيان دالة مستمرة  عمى انو

 
 

 2.3تعريف 
تحت مجير متمركز عند  دالة بيانيا، فان تمثيل ال دالة قياسية مستمرة و لتكن 

 .تحت ىذا المجير ،ويرمز لو  نقطة من بيانيا يسمى شبح البيان 
 

 2.4ملاحظة 
من بيان  )تحت ىذا المجير عند النقطة  لا يمكن تمييز تمثيل الدالة 

 ( .[6],[2]انظر ) الدالة 
 
 2.5مبرهنة 

: عندئذذٍ  شبح بيانيا دالة قياسية و لتكن 
(i) دالة مستمرة  إذا كانت-s  ىو بيان لدالة مستمرة عمى  ومحدودة ، فان. 

(ii) دالة مستمرة ، فان  معرفة عمى  بيان لدالة  دالة مستمرة وكان   إذا كانت. 
: البرهان

(i)  دالة مستمرة  نفرض أن-s  نقطة قياسية وان  ومحدودة ، ولتكن
   يقتضي أن يكون   

    فان لكل نقطة  إذاً 
مجموعة   ولما كانت ،  :بحيث أن  عميو توجد نقطة قياسية وحيدة

 وان  :بحيث أن توجد نقطة وحيدة  لكل  فان بدييية الانتقال وحسبقياسية 
  ، إذاً   
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نتمي ت فان ،  دة من ونقطة محد جية أخرى إذا كانت  من
 ، ىو بيان لمدالة  وان ، ولكن .   إلى
    إذاً 

عميو  لكل  نقطة قياسية فان  بعبارة أخرى إذا كانت 
ىي دالة مستمرة عند كل نقطة  عند كل نقطة قياسية، إذاً  s-دالة قياسية مستمرة تكون 
. تكون دالة مستمرة عمى (حسب بدييية الانتقال)و ،قياسية

(ii)  لدالة معرفة عمى  ىو بيان  دالة مستمرة وان    نفرض أن  
 s-محدودة ومستمرة دالة مستمرة يكفي أن نبرىن أنَّ  لمبرىنة عمى أن 

        (.غير محدودة)متناىية الكبر  بحيث أن  نقطة محدودة لنفرض انو توجد 
 في  ،إذاً توجد نقطة محدودة  نقطة قياسية من  بما أن 

: بحيث أن
كل  تأخذ  عندئذذٍ  او  عمى الفترة المغمقة  

. دةومحد متناىية الكبر و  عمماً بان و  بين  القيم
ويمر بالنقطة  نصف المستقيم العمودي المرسوم من النقطة القياسية  ليكن 

 :أنبحيث  توجد فانو  ،نقطة قياسية من  كانت  إذاعميو  ،
 

نقطة قياسية من  ىيمن  ان كل نقطة قياسية و، إذاً 
 . 
                                                   .يكون بيانا لدالة أنيمكن  لا   ، فان إذاً 
                                                    .دةودالة محد  إذاً  ، لكل  دةومحد  إذاً 

ينتميان الى  و   أن، بما في  نيدتون محدينقطت و  ولتكن 
: بحيث أن إذاً توجد نقطة وحيدة ،  لدالةلىو بيان  بما أن و 

وحسب فان  مستمرة لذلك اذا كان  وبما ان .  
. s-مستمرة بدييية الانتقال 

. عمى  رة ىو بيان لدالة مستم فان ( i)وحسب 
 

 2.6مبرهنة 
 إذا وفقط إذا كانت  ليبشتزية عند جوار النقطة القياسية  تكون الدالة القياسية 

رب نقطة متناىية الق عند او متمركز عند النقطة  بقوة  محدودة تحت كل مجير
 .منيا
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 :البرهان
  ،  دالة قياسية ليبشتزية في جوار النقطة القياسية  نفرض أن 

                         إذاً 
 .يكون محدود أيضا  محدود فان المقدار   إذا كان المقدار 

وىذا صحيح   :فان  ان بعبارة أخرى إذا ك
 :عميو فان،  لكل  

 
. محدودة عميو فان 

 : محدودة أي أن  بالعكس نفرض أن 
 لكل نقطة من    

  في  و  بما أن كلا من  
محدود وغير متناىي  بحيث يكون المقدار  موجب متناىي الصغر نختار عدد حقيقي 

  الصغر
  فان ،  بما أن 
 عميو 

 
 .(غير محدود)عدد متناىي الكبر  كن تل

 :لدينا ،  في  و  لكل 

 
 :نحصل عمى  ،متناىي الصغر عدد باختيار 

 

 
 : بدييية الانتقال نحصل عمى  باستخدام
 

 
 .تحقق شرط ليبشيتز  حيث وعميو يوجد جوار لمنقطة 

 
 :في نهاية هذا البحث سوف نعطي المبرهنة الآتية

 
 2.7مبرهنة 

فان  ،قياسية عند جوار نقطة قياسية ال زتبشلي دالة إذا كانت 
نقطة  عند أو متمركز عند النقطة  بقوة  تحت مجير تمثيميا

 .زـتبشلي ىو بيان دالة  متناىية القرب منيا
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 :البرهان 
ذا كان كل،  لنقطة ل جوار  ندع القياسية زـتبشيل دالة إذا كانت   و  من  وا 

 :فنحصل عمى  قياسياً  والعدد  نختار كلا من الجوار ، فإننا قياسية
 

فحسب تعريف )،  حيث ، متمركز عند النقطة بقوة  مجيرإذا كان ال
 :لدينا (  و  المجير فان 

 

 

 :فان  و  زـتبشيلدالة  بما أن 

 

 :         نحصل عمى 

مبرهنة باستخدام و (ة تكون مستمرةلان كل دالة ليبشتزي) دالة مستمرة ىذه المتباينة تبين أن 
(2.5( )ii) ونرمز ليادالة قياسية ومستمرةلىو بيان  شبح بيان الدالة  فان ،   

 : فان دودةمح و  من  لمن جية أخرى إذا كانت ك

 
  :لدينا كذلك  لذا قياسية ولكن 

 :وعميو لكل نقطتين قياسيتين فان 
 

 : نحصل عمى( باستخدام بدييية الانتقالو)
 

 الةىو بيان د متمركز عند النقطة بقوة  مجير تحت لدالة ا تمثيلوعميو فان 
 .ليبشـتز
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