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Abstract 
This investigate concerned with some kinds of crossed module like 

pre cross modules, partially crossed module and crossed squares and it 

relations with  semi-direct products of crossed module. 
 

:   الملخص
المقاسات التصالبية ومنيا المقاسات المسبقة  أنواعيتضمن ىذا البحث دراسة لبعض 

، المربعات التصالبية مع علاقاتيا بالجداءات شبو المباشرة المقاسات التصالبية جززياً تصالبياً و
.  لممقاسات التصالبية

 
:  المقدمة 

ويعد  ، لقد حظي مفيوم المقاسات التصالبية باىتمام العديد من الباحثين
J.H.C.Whitehead  صة الخا أبحاثو خلال دراسة ىذا المفيوم من إلىمن تطرق  أوازلمن

وقد استخدم في ىذا [6]  كما في بحثو homotopy groupبالبناء الجبري لزمرة التجانس 
 الذاتي لتوضيح العلاقة بين الزمر والمقاسات التصالبية وىي زمرةالبحث فعل المقاس التصالبي 

التشاكل التقابمي الذاتي التي تعكس علاقة تطابق بين المقاسات التصالبية وبعدييا المتماثمين 
two dimensional analogues   والمربع التصالبي منT إلى G  تعطينا جداء شبو

المقاس التصالبي من أي مربع  (recover)حيث نستطيع استرجاع  GTالمباشر لمزمرة 
. البيتصالبي باستخدام الجداء شبو المباشر لممقاس التص
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لذا فمن  1844-1900مستأصمة من دراسة زمر التبادل ان فكرة فعل الزمرة عمى الزمر 
 قد بدأ بتعريف فعل الزمر عمى المجموعات  أفعالالطبيعي ان نلاحظ ان مفيوم 

زمرة التباديل  XS إلى Gعمى انو تشاكل زمري من  Xى المجموعة المنتيية لع Gالزمرة 
.   Xعمى 

عمييا بناءً جبرياً فان  اً مجموعة معرف Xعندما تكون  XAut  مجموعة التشاكلات
، وىكذا يمكن ان نطبق  XSىي زمرة جززية من زمرة التباديل  Xعمى Xالتقابمية من 

عمى مجموعة منتيية  Gوذلك بان نعرف فعل زمرة منتيية الزمر عمى المجموعات  أفعالمفيوم 
X  ذات بناء جبري عمى انو تشاكل زمري منG إلى  XAut  أفعالدراسة  فان، لذا 

ويقصد بفعل الزمرة الزمر المنتيية عمى زمر منتيية  أفعالبدأ بدراسة تجبرية  ىالزمر عمى بن
GHكل من لتكن عمى الزمرة  عمى الزمرة  Gلمزمرة  أيسر ازمري زمرة نقول ان ىناك فعلا ,

H  اذا كان لكلGgHh  Hhgيوجد عنصر وحيد مثل  ,  بحيث انو لكل   
GgggeHhhh 

2121
,,,,,,  

i. hhe   

ii.    
hh

gggg 1212   

iii.  
2121

hhhh ggg   

يعرّف بالقاعدة  Hفعل واحد عمى زمرة  الأقليوجد عمى  Gزمرة  لأيةان ملاحظ من ال
 :hhg   لكلHhGg  .  (trivial action)، ويسمى بالفعل التافو  ,

  
:   Crossed Moduleالمقاس التصالبي .2

الجبرية  الأمثمةالمقاس التصالبي، مستعرضين عدداً من ىذا البند مفيوم قدم في ن
عمى الزمر وبين المقاس الزمر  أفعاللممقاس التصالبي والتي من خلاليا ربطنا بين  الأساسية

. التصالبي، وفيما يأتي تذكير بتعريف المقاس التصالبي
 
  [4] : (2.1)تعريف 

Crossed Module المقاس التصالبي  ,,GT بالرمز  أيضاً ، ويرمز لو
 GTM  GTيتكون من تشاكل زمري  :  يدعى بالتطبيق الحدودي  :

boundary map  لمزمرة  أيسرمع فعلG  عمى الزمرةT  الآتيينعند تحقق الشرطين  :
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ststMC

gtgtMC

s

g

  

GgTtsلكل   ,,  
 

 [4]:  (2.2)تعريف 
):(,):(ليكن  GTXGTX    مقاسيين تصالبيين فان

حيث كل من . بتشاكل مقاسي تصالبييدعى  :,التطبيق 
TT:,GG:     تبادلي  أدناهتشاكل وان المخطط  :

 

 

 

 

 

 

 
أي انو  

i. )()( tt    

ii.   )()( tt gg    

GgTtلكل   ,  .

 

:   (2.3)قضية 
GTكن يل  فعل  T)(و Gزمرة جززية سوية من  T)(فان  اً تصالبي امقاس :

ىي الزمرة  kerبمعنى آخر .  kerعمى  تافو TG   .

:  البرهان 
.  Gزمرة جززية من  T)(فان تشاكل  بما ان 

Tx)(ليكن   وGg  فان)(tx   لبعضTt  1ومنيا باستخدامCM 
نحصل عمى   )()( 11 Ttgtggxg g    

1)(لذا فان  Tgxg    لكلGg  ومنيا ،)T(  زمرة جززية 
.  Gن سوية م

.   Tزمرة جززية من  kerمن المعموم ان 

  

  

    

T  T   

G  G  
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)(1نحصل عمى  2CMفان من  kerkو Ttلتكن    ktktk  
ekولكن   1ذا فان ل )( ktkt  ومنياtkkt    .

وىكذا فان  TZker  اذا)T(Z  مركزT  ومنيا)T(Zk  .
GTحيث  kerىو الفعل التافو عمى  T)(نبرىن بان فعل  الآن )( وker 

محتواة في  TZ  ان  إلىفان ىذا يؤديker  ىي الزمرة TG   .
ker,)( نفرض ان الآن Ttk   

Ttيوجد لبعض    بحيث)( tt  
ومنيا  

ktktkk
tt   1


 

     kerالفعل التافو عمى  T)(وىكذا فان 

. لممقاسات التصالبية الأساسيةفيما يأتي عرض لبعض القضايا الجبرية       

 

 [1]:  (2.4)قضية 
GTلتكن   (زمرة جززية سوية ) وليكن فعلG  عمىT  الاقتراني حيث ىو الفعل

1 gtgtg  لكلGgTt  ,  .
GTiليكن  :  ىو التطبيق الاحتوازي فان iGT يدعى ىو مقاس تصالبي  ,,

.  بالمقاس التصالبي الاقتراني
 

 [1]:  (2.5)قضية 
GTوليكن  Gزمرة  Tلتكن  :0  المعرف بالقاعدةىو التشاكل الصفري 

G
et )(0  لكلTt  فان)0,,( GT يدعى بالمقاس التصالبي الصفري ىو مقاس .

 

  [2]:  (2.6)قضية 
GGgزمرة  Gلتكن  :  حيثGg  تطبيق بالقاعدة ،  :

Gh )(1 لكل   ghghg  

. ىو التشاكل التقابمي الذاتي الداخمي 
GAutG :)(ل ليكن التشاك  بالقاعدة  امعرفgg  )(   لكلGg 

وليكن فعل  GAut  عمىG بالقاعدة  اً معرف  :
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1)(  hghgg h
h   

Ghgلكل  ,  فان    ,, GAutG  مقاساً تصالبياً يدعى بالمقاس التصالبي الداخمي .
 

مع زمرة تشاكلاتيا الذاتية التقابمية  Gزمرة  ةمن الواضح ان أي GAut  إلىتؤديان 
المقاس التصالبي الداخمي   ,, GAutG  حيث GAutG : معرف بالقاعدة 

  gg    لكلGg  وان  1 ghghg  لكلGhg , وان فعل ، 

 GAut  عمىG  معرف بالقاعدة  1 ghghg  . كذلك ان  (6-2)كما في القضية ،
ىا تؤدي الى المقاس التصالبي الاقتراني اية زمرة مع نفس iGG ىو التطبيق الذاتي  iحيث  ,,

1معرف بالقاعدة  Gعمى  G، وفعل  gtgtg  لكلGtg ,  .ضح في وىذا مو
(2.4) .

 
 [1]:  (2.7)قضية 

GTليكن  : شاملا اتطبيق )(ker TZK   حيث TZ  ىي مركز
T  وليكن التطبيقTGS :  حيث :  ggS  .   Ggلكل  )(

gSpg)(نختار   (pre-image)  ولتكنT  زمرةG  بالفعل الاقتراني المعرف بالشكل
:  الآتي 

1 gg
pg tpptt g     لكلGgTt  ,  .

),,(فان  GT مقاس تصالبي يسمى المقاس التصالبي من النوع A central extension  .

 

 

:   Kinds of crossed modulesمن المقاسات التصالبية  أنواع. 3
المقاسات التصالبية، وعميو قمنا ببيان  أنماطالبند الحالي قد خصص لدراسة بعض 

الرجوع  عن علاقتيا بالمقاسات التصالبية ولممزيد من المعمومات ، فضلاً الأساسيةخواصيا  بعض
 [3] .المصادر  إلى

:   Pre-crossed module  المقاس المسبب تصالبيااً . 1
 

:   (3.1.1)تعريف 
RQلتكن كل من  :  زمرة ليا الفعل الاقتراني عمى نفسيا أي انو  ,

11 ,   rbrbqaqa rq
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RrbQqaحيث   َ  يت Rالمقاس فان  ,,, كون من المسبق تصالبياً
التشاكل الزمري  RQ  : بحيث ان  

  1)(.1  rqrqCM r   

RrQqلكل   1حيث ان  , rqrqr  
المسبق تصالبياً بالرمز  Rعندزذ سنرمز لممقاس  ,Q  .

:  ملاحظة 
اذا تحقق  Crossed R-moduleتصالبياً  Rىو مقاس  المسبق تصالبياً  Rالمقاس 

الشرط التالي  
1)(.2  qaqaaCM qq

 

Qaqلكل  ,  
نو لا. لذا فان كل مقاس تصالبي ىو مقاس مسبق تصالبي ولكن العكس غير صحيح 

تحقق ليس من الضروري  2CM .
  

:  Partially Crossed moduleالمقاس التصالبي جزئيااً . 2
  

:   (3.2.1)تعريف 
RQليكن التطبيق  :  تشاكل من الزمرةQ الزمرة  إلىR  فان المقاس التصالبي

:  يحقق الشرط الآتي  Rززياً ىو مقاس مسبق تصالبياً عمى ج
aqaqaCM qq )(1.2  

 

Qaqلكل  ,  حيث ان)(q  ىو مبادل فيR .
 

:   (3.2.2)قضية 
RQ ليكن : عمى  تصالبياً  اً مقاسR  إذاوفقط  إذافانو مقاس تصالبي جززي 

:  الشرط الآتي تحقق 
 aqaqMC yxxy .2  

QaQqلكل   )(11بحيث ان  ,  yxyxq  لكلRyx ,  .

:  البرهان 
RQنفرض ان التشاكل  :أولااً  :  مقاس تصالبي جززي عمىR  فان الشرط  :
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aqaqaCM qq )(1.2  
 

22يتحقق لذا سنبرىن عمى ان الشرط  CMCM  
baلتكن  yx   

)(11بما ان   yxyxq  فانxyyxq )(  
لذا فان  

    qaqbqbaq yxqyxyxqyxxyxy )()()(    

     aqqqaqqa yxyxyxq  1)(
 

22ونبرىن عمى ان  2CMنفرض تحقق الشرط  :ثانيااً  CMCM   
aqaqنفرض ان  xyyx   اذQaq ,   11و)(  yxyxq  

bنفرض ان 
yxa

11 

  فانab yx  
ومنيا  

    











aaab yxyx
xy

yxyxyxyxqq )()()()( 111
 

11   qbqaqqa yxxy
 

  Qأي عنصر من  bحيث 
.  مقاس تصالبي جززي أعلاهالمقاس  إذن

:  ملاحظة 
. جززي والعكس غير صحيح  Rىو مقاس تصالبي  Rكل مقاس تصالبي عمى 

:  كما في المثال الآتي 

 [3]:  (3.2.3)مثال 

، لنتأمل المقاس المسبق تصالبياً  زمرة غير تبديمية Qلتكن 
  RQQQQ  ,:  

. ىو الفعل التافو Qعمى  R، وفعل  Rالتشاكل الطبيعي عمى  حيث 
فان  

      QQqq QQxQQx ,,,   

  ولكن  qqx QQ,  لان فعل  R  عمىQ    فعل تافو
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لذا فان  
     QQqqQQx ,,   

ومنيا  
      )(,, qq QQxQQx    

     1,)(,  QQxqQQx   

     QQxQQqQQx ,,, 1  

 QQxqx ,1  

ان    QyxyxyxQQ   ,:, 11  
   ,,1)( Qaaaaaaa

 

الفعل التافو  
aaa )(

 

eaولكن عندما    1فان aaaa   بشكل عام
لذا فان  

1)(  aaaaa
 

َ   2CMأي ان  RQلا يتحقق وىذا معناه ان المقاس التصالبي جززياً :  ليس
.  تصالبياً  Rمقاس 

RQلذا فان  :  مقاس تصالبي جززي عمىR  ًوىو ليس مقاساR  ًتصالبيا .
 
:   Crossed squareالمربع التصالبي . 3
 

 [5]:  (3.3.1)تعريف 

LMNعمى  Pالمربع التصالبي ىو المخطط التبادلي لتشاكلات الزمرة مع افعال  ,, 
التي تحدد  

LNعمى  Mبافعال   عن طريق  ,
LMعمى  Nوبافعال   rعن طريق  ,

PLMNحيث كل من  زمرة   ,,,

LNMhوالدالة  :  تحقق الفرضيات الآتية  :

  

r  

    

L  M  

P  N  
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التطبيقان  .1 ,  أفعاليحفظان المتشاكلان P  فضلا عن ذلك تعد الطبيقات
 ,,,,  rkr  تصالبية مقاسات .

2.  
11 ),(),(   nnnmhmmnmh mn   .

3.  11 ),(),(    mn mhnh   .

4.                

  ),(),(),( nmhnmhnmmh m  .           

 ),(),(),( nmhnmhnnmh n  .   
5.    

   ),(, nmhnmh ppp   .
            PpLMmmNnn  ,,,,   

  mىو ناتج فعل  mمن فرضيات تعريف المربع التصالبي ان حدا مثل 
فان وىكذا  عمى  )(mm   نحصل عمى النتيجة التالية (3)فضلا عن ذلك من :

فعل تافو لان    ker  عمى Mفعل . 1 
kmkmkk mm  1)(

 

,ker لكل        kMm  .

فعل تافو لان    ker  عمى Nفعل . 2
knknkk nrn  1)(

 

  لكل     ker, kNn  .

  

 [5]:  (3.3.2)قضية 

:  المربع التصالبي يحقق الخواص الآتية
 ],[),(. nmnmhi   

),(),(. nmhnmhii nmmn    

),(),( )( nmhnmh nnm

   

nnmmiii   
 ,.  
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:   (3.3.3)قضية 
 إلى Mمن اتطبيق ، وليكن اً داخمي اً ذاتي اً تقابمي تشاكلاً  InnMزمرة و Mلتكن

MMBmالتشاكل التقابمي الذاتي الداخمي حيث  :   معرف بالقاعدة
1)(  mmmmBm  لكلMmm ,  

MInnMInnMFوالدالة  :  بالقاعدة  معرفة
 mmBBF mm  ,),(  

ىو مربع تصالبي   أدناهالمخطط 
 
 
 

 

:  البرهان 
  AutMأفعاليحفظ  يمكن مباشرة استنتاج ان . 1

 

 

 )(

)( 1

1

1

1

m

BmB

BBB

Bmmmm

m

m

B

mm

mmm

mmm
B












 


















تشاكل  لأنو   

Mmmلكل  , 

ن فا )(mm mm BB 




    

مقاس تصالبي   ,i وان كل من التطبيقين
2.     111,, 

  mmmmmmmmBBF m
mm   

        111,, 
  mmmmmmmmBBF m

mm  

3.     111,, 
  

m
m mmmBBF    

        111,,   
m

m mmmBBF   

4.         11
21212111

,,( 
  mmmmmmmmmBBF mmm  

  

i  

i    

M  InnM  

AutM  InnM  



 لمى احمد خليل  &محمد  عبد العالي جاسم . د

 364 

            11111
122111

(   mmmmmmmmmm  

             
2

1
1

,, mm
m

mm BBFBBF 


   

            11
21212121

,, 
  mmmmmmmmmBBF mmm  

11111
1

11122

 





  mmmmmmmmmm  

    mmmm
m

BBFBBF  ,,
12

1  

5.         11
,,





 

 m
p

m
p

m
p

m
p

m
p

m
p

B
p

B
p

mm
F  

             mm
P BBFpmmmmp 

  ,111
 

 لكل  
 

MmmMMmm  ,,,,
21

 

    MmmMAutp 
21

,,)( 
 
:  ة تصالبي اتاسالمباشر لمب هبشالجداء . 4

Semi-direct product of crossed modules 

 الذي نوضح ةتصالبي اتسنقوم في ىذا البند بدراسة مفيوم الجداء شبو المباشر لمقاس
لممقاسات التصالبية والتي يمكن ان تستخدم في تعريف الجداء شبو المباشر  الأفعالفيو فكرة 

 [5].  ةالتصالبي اتلممقاس
 

 (4.1)تعريف 
قول ان لممقاس التصالبي ن rVN  عمى المقاس التصالبي فعلا ,, ,,PM إذا 

 تشاكل من مقاس تصالبي وجد rVN  إلى ,, ,,PMAct   
أي أن  

   ,,,, PMActrVN   
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:   (4.2)تعريف 
),,(نعرف المؤثر  PMAct لممقاس التصالبي عمى انو المقاس التصالبي

)),,,(),,(( PMAutMPD .
),(حيث  MPD  ىي زمرة وايت ىيد(The Whitehead group )[4] 

),,( PMAut ىي زمرة التشاكل التقابمي الذاتي لممقاس التصالبي),,( PM  ان ،
),,(لزمرة ل PMAut فعلا عمى الزمرة),( MPD   معرف بالقاعدة

1,    لكل ، MPD ,،   ,,, PMAut 
:),(),,( وان  PMAutMPD    تشاكل معرف بالقاعدة

    ,  

),,(ليكن كل من  PM و rVN حيث ان لممقاس التصالبي  تصالبياً  مقاساً  ,,
 rVN ),,(فعل عمى المقاس التصالبي  ,, PM لذا يوجد تشاكل 

  ),,(,,:,  PMActrVN 
 

:  الآتي ىكذا ينتج لدينا المخطط التبادلي 
 
 
 
 
 
 
 
 

:   نيالآتييعطي التشاكمين  ,MPعمى كل من  V حيث فعل
1 .AutMV :

1
 معرف بالقاعدة 

          1

1
)()(


 vmvmmv v

v    لكلVvMm  , 

2 .AutPV :
2

  معرف بالقاعدة 

          1

2
)()(


 vpvppv v

v      لكلVvPp  ,      

  

  

  r  

N   MPD ,  

 ,, PMAut  V  
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  فان ),,(:  PMAutV  ـ ب اً معرف

                 )(,)()(
21

vvv   لكل Vv 

 M ة الجداء شبو المباشر لمزمرةتمثل زمر  NM  فان  N ىي زمرة Mلتكن
، عن طريق  N ي لـرمزبالفعل ال

1
  .

بالفعل  pتمثل زمرة الجداء شبو المباشر لمزمرة  VP فان Vزمرة  Pولتكن 
1وىذا يعني  2عن طريق  ، V لـلزمري ا

)(2


 vpvPv v  فان لمزمرةVP  فعلًا

: بالقاعدة معرفاً ( VPىي زمرة  NM) NM عمى الزمرة
         nPnmnm vvvpvp ,, 1,     1حيث)()(  nnpn p
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