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Bayesian Estimation of Parameter of  

Spatial Quadratic Decay Model 
 
ABSTRACT 

This paper deals with the problem of estimating parameters 
of spatial quadratic model by Bayesian technique. This technique 
involves the prior information of the first and second moment of the 

 
*�
��� A��� /���&����� ��C - ������� ����/ -���� ����< 

������ D���� :27/2/2005  ����� D���� ���������� :13/6/2005 



������������� +������ +�������  !��"� ����� ������� '�� ����� ]182[

parameters. This estimation model is called the Bayesian quadratic 
unbiased estimator, which is linear in the parameters. The results of 
estimation are compared with the estimates of minimum norm 
quadratic unbiased estimators and the results are encouraging.  

All algorithms of computation are written by using MatLAB 
programming.  
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 ���<  ��.� �������� ��7��� ���. 	�I ���� ��7��� ��2 �������� ���

15×15 �.� ?��]1[.�����<�!� ���.�� #�0� +���<��� ����������� =�. ���� ���� �/
  �.�� +, L&�� ������ +���<��� ����������� =�.  ��� ��� �� M�� ���� N����%�

H1H	�
 ���I� #�<�"� 	�
 ����� " ���4��� $� O�� �������  �.�� ���7�!� $�� 
���'P�h*�, .

����� =�. ���� $% =���
� ����� �� 	�I �0��.�� ����%� ����<�!� ������
 Q���5�� ����� ��-�5 �0� ����������� =�. ���� $�  ���� $���Isotropic ]10[.

��7�" ��0�� ������� �� �������� #�0� �:!��� ���4��� �) ����������� ����� $)–1H
$� ��:
σij :?���.��� $�� ���4���  /��i��� ?���.�j.
σ2:+���� $������  /�� 
α:�������� ��*���� +, ��,�<�� #����� ?���7 ������ O��  /�� .
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 V����� ������ �0���5���  <) $� �������� +������� +��� �������� ��:��.��� �����
 ������� +�, ��:�� ���� �) $���� $��� �C� ��,�<�� #�����  /�� #�� ������� +,

 O�5) .
�� ���#)1(:&��	�� �' ()���� !�*��� !
'�#�� +�
��� ,
-��� .�/�� ����
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Z(x) v(x) u(x) 
220.04 125 25
220.54 125 125 
219.56 125 220 
221.26 125 325 
220.28 7525
219.81 75125 
219.3 75225 
219.92 75325 
220.45 2525
220.96 25125 
220.87 25240 
223.04 25325 
220. 150 0
223.3 0350 

…(3) 
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�2� �' (�	�� �* �� ������� !3�
� �3��/�� 4��:
+�C���� ��4���� ���
�Z(x) O���� ��*�� +, W����� Domain Region-

DA���C� X�&, $� ��:'< �
��<� +� +���� R2�R3+�Y�� :
)x(e)x(f)x(Z +β′= ; Dx∈∀ …(4) 

 )x = (u , v) +, ���� ��� R2�� x = (u,v,w) +, ���� ��� R3.
Z(x) :+��*���� ��
 +:��.���  ���� +, ��:��.��� ������� ���C x.

F(x)=[f1(x),f2(x),…,fs(x)]` :�����/���P� $� ����� =<�� 
β:���� =<�� +�s���0<��� ������� $� 

e(x) :����� $����� ��- ;C��� +:��.
 =<�� .
��4���� $� 6���Z(x) ���&���� F��� ���"�:

1. )x(f))x(Z(E β′=
…(5) 

2. )h(2))x(Z)hx(Z(E 2 γ=−+ ; Dhx,x ∈+∀
…(6) 

 $����γ(h)2Q��5�� ���� Isotropic .
3. )h(c))hx(Z),x(Zcov( =+ Dhx,x ∈+∀

…(7) 
 ����� $) 6�,�n+� +������ ��4���� �����.��� $� :

Z(x1), Z(x2), …, Z(xn);C����� ��
 x1, x2, …, xn

������� ����� $��� �:��
4+�Y�� :
eFZ +β= …(8) 

$� �� Z = (Z(x1), Z(x2), …, Z(xn))′���� =<�� n�����.��� $� 
F = (f(x1),f(x2),…,f(xn))′���� ������ �,��-� n×s
β = (β1, β2,… βs)′���� =<��s���0<��� ������� $� 
e = (e(x1),e(x2),…,e(xn))′���� ��:��.��� X�*5%� =<�� n
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+�Y� +������ ���4��� ����� ���
�:
);h(C)h(C θ= ; Dh∈∀ …(9) 

 ����������� =�. ���� $�� ���4��� ����  /��γ(h) $��� :
);h()h( θγ=γ ; Dh∈∀ …(10) 

 $� ���θ������� $� =<�� ��#��� ����� ����� ��� +, (��*���� ���0<�
 � '�� ����� ����*� �������� $� �������+,���4��� ���� X�& 9���4��� �,��-� $��� 

+�Y�� :
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Bayesie Quadratic unbiased estimation 
 +�Y� +*5��  �.��� ���4��� +������ ������� ����� :

)h(u...)h(u)h(u);h(C rr2211 θ++θ+θ=θ …(12) 
 ���Ui(h) $�� *����"�  ��� Ui(0)=1 ∀ i = 1, 2, …, r 

θ=(θ1, θ2,…, θr)` �������� (���*���� ���0<��� ������� $� =<�� .$� �����
var(Z(x))= θ1+θ2+…+θr����4��� �,��-�� $������ ������  �.� ������� #�� 

��4����Z������� ��/�� ��� 8+�Y�� (��� :
∑ θ=θ++θ+θ= )(U...UUU rr2211 …(13) 

 ���Ui������ ��,���-� +� i=1,2,…,r 
$������ $��� >��I:

rr2211 U...UUvar(Z) θ++θ+θ=
)()evar( ∑ θ== …(14) 

 
���iD′Ui = Di�������� 14�������� A�� +� 13F����� 6���� $� >��I 

+�Y� +*5�� ������� ����� :
eFZ +β=

β= F)z(E , ∑∑ θ=θ=
=

)(U)zvar( i
r

11
i …(15) 
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�,��-��� $�∑(θ)=����C� ���� ������� $� �-�5 ���� +� Kleffe and 
Pincus]9[.������� ����� +, ������� $�θi��5�� +����� ��*5�� ������ ������ $��� 
�4�-�����"� :

θ′=θ++θ+θ=α bb...bb)z( rr2211 …(16) 
 +:��/��  �.�� �*����CZZ)Z(ˆ ′=α

��� $� C����� ��/���� �,��-� n × n$�� ����<�I (��*� α̂*��.�� F��� 
���Y� :

1.α̂ �������  ��C ��2 Invariant ������� �� 	���  �����"Z→Z+Fβ$� ) :
)FZ(ˆ)Z(ˆ β+α=α.

2.α̂'���� ��2 unbiased 
3.'�� ?�*�5� ���� ��4-�]12[

+��) ;�'�� ���� ��<� 6���� $Y��(Apriori Distribution Function) ������� 
θ+�� P(θ)� $�, M���� �4�-�� �5�� ?���5�� ������"� :

2)ˆ()ˆ,(L α−α=αα
�4�-�� �5�� W�� ?�*�5��� ���� $��:

))ˆ((E))ˆ,(L(E)ˆ,(g 2α−α=αα=αα
'�� ?�*�5� ���� $) $�� +,)ˆ(B α+�����  �.�� 	�
 $��� :

))ˆ(E(E))ˆ,(g(E)ˆ(B 2α−α=αα=α θθ
∫ ∫
Ω∈θ Ω∈θ

θα−α=θαα= )(dP)ˆ(E)(dP)ˆ,(g 2 …(17) 

 '�� ���� �����βα̂������� ���� �� θ�) ���C����� ?�*�5���  �<� ���� 
��:�0��� ?�*�5���Posterior Risk $��� ��  C) 

n1n211n21 dZ,...,dZ]d)Z,...,Z,Z/(P)ˆ(L)[Z,...,Z,Z(P......)ˆ(B θθαα=α ∫∫ ∫ ∫
Ω∈θ

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
����C  ����  !5 $� M��� ������ ���C ��<�I $���))ˆ,(g(E ααθ����� 

��:�0��� '�� ?�*�5� ���C  ����� +���)Z,...,Z,Z,ˆ(Q n21α)  �����:
θθαα=α ∫

Ω∈θ
d)Z,...,Z,Z/(P)ˆ,(L)Z,...,Z,Z,ˆ(Q n21n21 …(18) 

 ��������  �� M��� :
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0ˆ
)Z,...,Z,Z,ˆ(Q n21 =α∂

α∂

'�� ���� ���C ��<�I $��� =���βα̂.
������� $
 +��%� ;�'���� ���� �,�� ��
θi������� +��/�� �'��� $�,θi��4�-�� �5�

���"� :
ijjiji C)(dP)(E =θθθ=θθ ∫

Ω∈θ
; r,...,2,1j,i =∀ …(19) 

 $� �� $��C!��� +,  ������ ��!
 20�18?��<���� ������� ���� �����  ����  /�� 
=<���� +, θ=(θ1, θ2,…, θr)′
�������8���0<��� ������� =<�� 	�
 ���� β$����� �������� ��,�� A�� +���� 

�������� (�&� M��� �0�� Q�5���8*����P� �,��-�� M]3[����� $��� M��� :
MeMFMZ +β=

MEMZ =
$) 6��� $"�y= MZ $��� ��� E(y)=0 $) 7�!� $������ 6�4�� :

0MF)Z(ME)MZ(E)y(E =β===
$��� M���� 

M)Zvar(M)MZvar()yvar( ′==
$) ���M=M′

∑ ∑
=
θ=θ==

r

1i
ii M)U(MM)(MM)Zvar(M)yvar(  

∑
=
θ=

r

1i
ii MMU

∑
=
θ=

r

1i
iiV

���Vi = M Ui M��� �"� ������� 	�
  -�� ���� ��� =<+�:
MeY = , 0)Y(E = , )(VV)Yvar( i

r

1i
i θ=θ=∑

=
…(20) 

�� $) 7�!� KZZˆ ′=α+� Bayesie Quadratic unbiased estimation ]7[

	�Iθ′=α b������� +, 16*�,� ��I ��I K=MAM �AYYˆ ′=α����� +� 
������ '���� ��2 +:��/α.
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�)��5�� ��0�� �
���� *��0Y′′′′A Y:
1.�
��� (��:

$� ):
θ′=α=′ b)AYY(E

$������:
)YtrAY(E)AYYtr(E)AYY(E ′=′=′

)YY(trAE ′=
)YY(trAE ′=

i
r

1i
iVtrA)yvar(trA ∑

=
θ==

i
r

1i
i VtrA∑

=
θ=

	�I ������� '���� ��2 $���α��I *�,� ��I 
ii btrAv = ; r,...,2,1i = …(21) 

2.'�� ?�*�5� ���� ��4-�:
))ˆ(E(E)(dp)ˆ(E)ˆ(B 22 α−αθ=θα−α=α ∫

Ω∈θ
))AYY(var(E))ˆ((varE ′θ=αθ=

))(AV)(trAV2(E θθθ=

)VAVtrA2(E j
r

1j
ji

r

1i
i ∑∑

==
θθθ=

)AVAVtr2(E jij
i j

iθθθ= ∑∑  

jij
i j

i AVtrAV))((E2 θθθ= ∑∑
ji

i j
ij AvtrAvC2∑∑= …(22) 

����� +��� ����%� ����������0��� ��������� =<�� �����θ =(θ1,θ2,…,θr)′
 �%� �'��� +�E(θ)+��/�� �'���� E(θθ′)+��/�� �'��� �,��-�� .

)(E)(E)var()(EC θ′θ+θ=θ′θ= …(23) 
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RRCCC ==  

$� ���CR =��� ��< �,��-C
�,��-���  �/�� $���C�  �.��� +�":

)rr()C(C
r

1k
kjikij ∑

=
== r,...,2,1j,1 =∀ …(24) 

 6���24�C!��� +, 22�C!��� 	�
  -��, ���"� :
jikj

r

1i

r

1j

r

1k
ik AvtrAvrr2)ˆ(B ∑∑∑

= = =
=α

)vr(A)vr(trA2 j
r

1j
kj

r

1i

r

1i
iik ∑∑ ∑

== =
=

k
r

1k
kATtrAT2)ˆ(B ∑

=
=α …(25) 

 ���i
r

1i
ikk vrT ∑

=
=

��5��� W�� $Y� �C!���  �� 9����" ����*25���
 *���. 	�I >��,� 
'�����21O�4- O�-C ���C 	�
  �-��� .$) 6��� M��  <) $�:

)btrAv(4ATtrAT2N i
r

1i
ik

r

1k
k −δ+= ∑∑

==
…(26) 

 ���δi9����" (���&�  /�� Lagrange Multipliers]2[*��. F���� 
��
 '�����21.

�C!��� F�.�26������� ��	9����" (���&�δi$���, ��-��� ���.��� ����� :
0btrAvN

ii
i

=−=δ∂
∂ r,...,2,1i = …(27) 

 $� ):
ii btrAv = r,...,2,1i = …(28) 
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$��������� $�27�28�,���-��� ��0�,  ��0<���� ��,��-�  �.� A
9����" (���&��δi��� $�r,...,2,1i =$�� ��<�I� �"������ #��  �  <)

 ���*5 �"���� ��7� 	�I ��,��-��� ��7� 8�- $� �"������ #��  ���  ���<���
 ������� ����
 M��  <) $� ��5����Kronecker product  =<���� ����
� Vec 

Operation 9��� M�� $�� :
0VvecvecA)TT( i

r

1i
ik

r

1k
k =δ+⊗ ∑∑

==
…(29) 

ii bvecA)vecV( =′ r,...,2,1i = …(30) 
 �C!��� +,29$) 6��� 

k
r

1k
k TTw ⊗=∑

=

�I>��C!��� L�-� )29(�4�-������"� :
0vvecvecAw i

r

1i
i =δ+∑

=
…(31) 

 �<�� ���
 ?��-� =�) 7�!�r������� $� .$� ) θ=(θ1, θ2,…, θr)′.
��*5�� �"������ ��7� �2��- $��� $Y��30�31��� +�Y�  �. :

=

















δ

δ
δ

















′

′
′

Avecvvec0...00

vvec000
vvec000

wvvec...vvecvvec

r

2
1

r

2
1

r21

…(32) 

 
����� ��� +, �0������ +��� ������ +, ��),��0�, �������� ��
 $���r=3 .

����
�r=3�4�-��� $��� ������� =<�� $�, ���"� θ=(θ1, θ2, θ3)′.
�I>��"������ ��7� L�-� 31�30+�Y�� :

0vvecvecAw i
3

1i
i =δ+∑

=
…(33) 

ii bvecA)vvec( =′ i=1,2,3    …(34) 

0
0
0
b1b2
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��*5�� �"������ ��7� �2��- $��� M���34�35+�Y�  �.��� :
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δ′
δ′
δ′

















′
′
′

Avecvvec000
vvec000
vvec000

wvvecvvecvvec

3
2
1
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…(35) 

 
$���G��7��� �,��-�  /�� 35����� (n2 + 3) × (n2 + 3) 

O��7��� +,  ���<��� =<��  /�� 35����� (n2+3) ×1
P��  /�� ��7��� +, ����/�� =<35����� (n2+3) ×1

�"������ ��7� �2��- $��� ��0��35���Y� �C!���� :
GO = P        …(36) 

 �C!��� +,  �0<����36=<���� �� O����� ��I� G�����C �,����-� 
A����!�)?��. ��2 (Non singular ���7���  �� 	�
  ��-��� $��� =��, 36

��� $��� ��� +�Y�  ��. :
O = G-1P …(37) 

  ���<��� =<�� ��C ��<�I  !5 $��O	�
 ���� +���� δi�vec A =��, 
�,��-��� ��<�I $���A�!/�� ������� ����� 	�
  �-��� $��� �0�!5 $� +���� 

θ1, θ2, θ3+:��/��  �.�� $� AYYˆ ′=α������ '���� ��2 ����� =�% ��*5�� α.
$) ����:

332211 bbb θ+θ+θ=α …(38) 
 ��I *�,� ��I 

ii btrAv = 3,2,1i =
+:��/��  �.�� '����� ��
 *�. ;<��Y′AY]6[�"������ ��7� +, 38;&� 

b1=1, b2=b3=0 �<�, 1θ̂������� ����� ��� 1θ;�&� M���� b2=1, b1=b3=0 
�<�,2θ̂������� ����� ��� 2θ;&� M���� b3=1, b1=b2=0 �<�, 3θ̂����� ��� 

�������3θ.>!/� �5Z ����� ����) �� ��I�θ1+ θ2+ θ3��C!��� +, ;&� ����,38
>!� $� b1=1, b2=1, b3=1  .

0
0
0
b1
b2
b3
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 '������� ���2 +�������� '�� ���� (���) F��*� �� ����� ��� +,

 F������ +, �:���� ��*��� ��,�< #��� (����� G����� �������� �����.��� $� �
��<�
�� ������ ����� '��� $� �0��
  �-��� ��  �-���� ����< +, ��:���� ��������
�C� '����� ��2 +����� ����� �4-) ����* ���5���� ������� 	�
 �/����� ��-� 

��������� ���������� 	���I �������"��� ������70ˆ60 1≤θ≤�5.1ˆ5.0 2 ≤θ≤�
1.0ˆ0.0 3 ≤θ≤�+, �� ����%� ��������� �����
� ��, M�� X�& �������� θ1�
θ2�θ3;�'���� *�� �5�� "� �7����� +�:

1.06070
1)(P 11 =−θ 60 ≤ 1θ̂ ≤70 

15.05.1
1)(P 22 =−θ 0.5 ≤ 2θ̂ ≤1.5 

100.01.0
1)(P 33 =−θ 0.0 ≤ 3θ̂ ≤ 0.1 

 
)(P)(P)(P),,(P 3322113211 θθθ=θθθ

;�'�� $�θ1�θ2�θ3������� +, �7��� [0,0.1] , [0.5,1.5] , [60,70] 
0),,cov( 321 =θθθ

652
6070)(E 1 =+=θ

0.12
5.05.1)(E 2 =+=θ

05.02
0.01.0)(E 3 =+=θ

33.812
)6070()var(

2

1 =−=θ

0833.012
1)var( 2 ==θ
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003333.005.025.3
05.00833.165
25.36533.4233
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=

028989.000107.0049918.0
00107.03073.099443.0
049918.099443.0056.65

R

��, ����� ���C 	�
 ���-� BAQUE ������� θ1, θ2, θ3 ��< +, $��� ��� +�"�:
�� ���#727:�
���� �
3 �	
���� �
� ���� !*-��� ���
�� 8)�� 

3θ̂2θ̂1θ̂
-352.69 4.27×10-2 0.897×10-2 

+������ ����� �4-) ����* ���5���� �/����� �0��
 ��-� +��� 9:����� ��)
 +, $��� ��� '���� ��2�� ��<–3H]1[.

�� ���#–37:�
���
3 �	
�� ��
	� �:�; !*-��� ���
�� 8)�� 
3θ̂2θ̂1θ̂

-7.345×10-4 5.827×10-2 7.036×10 

��#��-��:



]195[ �����������������2005)8(����א���א���������מ�א��
	����א�

1.���5���� $��� =�) 	�
  �� ��� �0&�� $� ����C ��������� $�� 7�!��� $�
 ������� #�� ����� +, '�� (���) .

2.���2 �������� ����'��  /�� ����%� ��������� ���� �� ����� ���������� �
Informative Priors +, �0��
 ����-� +��� 9�:����� $� F�) 9:����� ����� 

 ��<��H3H
�������� :

1.� $���� ���& N +5�. $���
 N ���< $�)1988 (����� +�, ������ N
���4� ����< N +����� ������ +����� ������� ?��'� N �������� .

2.1��-  ��� N $����� ��
)2001 (F���*� ;�� +*5 +���� ���4� �����
 F����� N  -�� N  -���� ����< N ?��.�� ��2 ����<�� �����.

3.A���)1996 (����� ����� �!/� $������� +2����� ���4���  ���� '�� �����
 F����� N  -�� N  -���� ����< N ?��.�� ��2 ����<�� .

4. Cressie, N. (1993): Statistics for Spatial Data. John Wiley, 
NewYork.  

5. Delfiner, P. (1976): Linear Estimation of Nonstationary 
spatial phenomena. In: Guarascio, M., David and Huijbregts, 
C. (Ed.). advances Geostatistics in the Mining Industry 
Reidel, D. publishing Co. Holland, pp. 49.68. 

6. Davies, W.S. (2002) : Quantitative Methods, Bayesian 
Inference. Progressin Human Geography, Vol. 26, 4, P. 
553. 

7. Diggle, P. J. (2002): Bayesian Inference in Gaussian Model 
Geostatistics.Geographical and Enviro Mental Modeling, 
Vol. 6, 2, P. 129. 

8. Hogg, R. V. and Craig A. T. (1978): Introduction to 
mathematical statistics. Macmillan publishing Co., Inc. New 
York.    

9. Kleffe, J. and Pincus, R. (1974): Bayes and Best Quadratic 
unbiased Estimators for Parameters of the covariance Matrix 



������������� +������ +�������  !��"� ����� ������� '�� ����� ]196[

in a Normal  Linear Model. Math. Operations forsch. U. 
Statist., 5, Heft 1, S. 43-67.  

10. Krige, D. G. (1976): Some Basic Consideration in the 
Application of Geostatistics to the valuation of ore in south 
African Gold Mines, Journal of the South African Institute 
of Mining and Metallurgy. 383-391.  

11. Marshall, R. J. and Mardia, K. V. (1985): Minimum Norm 
Quadratic Estimation of components of spatial covariance. 
Math. Geol., Vol. 17, No.5, pp.517-525.  

12. Rao, C. R. and Kleffe, J. (1988): Estimation of Variance 
Components and Application. Worth-Holland, New York.  


