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����� ���>� .
π=��4����%� �
��
�  �!�.

-���	�
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�&
7� "� /IF�.
Using Hidden Markov Chains in Recognition of Vowel 

Letters in English Language 
ABSTRACT  

This study deals with hidden Markov models . These 
models consist of sets of finite states , each one of them is 
associated with a probability distribution . The transition among 
the states is governed by a set of  probabilities namely “  
Transition probabilities  ” . In general , the final observation 
produced according to the associated probability , where there is 
only probability production instead of a clear visible states . 
Therefore , these states are described as hidden  
The basic problems for hidden Markov models (HMMs) are : 

 
- The probability account for the observation sequence (O) 

when the model is given λ = (A , B , π) , i.e. P(O|λ) Where : 
 A = The state transition probabilities . 
 B = The observation probability matrix . 
 π = The initial state distribution . 

- Choosing the optimal state of the sequence for hidden 
Markov     process.  

- Finding the model  λ = (A , B , π) which has the greatest 
probability , i.e. re-estimating the model to maximiz P(O|λ) .
in addition to its results . 
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��4�>�8� �����
� "� "� � -��+M
 ��4�>�8� L�	
� !����
 )#� *�	��(� ��
�
 ����� ���7�� "��� ���7��� �����
� ���7�:
� � �����
� N�� '7� �7?�3�

����	�
� ����� ���7�....  H
�.
��&�3 K
� ����� ���	� �����>� ��7�� �&�� '7� ���	�
� ����� ��7�� ��:(�
�����>� ��7�� $I	 "� �&����+� "��� "�
 � �&����+� "��� % ����F ��7��

 O�	P������ ����!� ���7�� �&� ������+�
� "� �7�7��� �):� -��	3� "; 
� �
�� D�F� �%���
� �����	�� *����� ����	� �������� ���7��  �� �&�� 

(Rabiner,1989).
��@�Q�)HMMs (��� � �����>�
� �����
� "� �� ��
� �������
� �	��

 ����:��
� ����� ���3� R��� �� /��� ��:> �
S��
� ��� �E "��+:
� "�#
� "�
 � ��
� ������
� ���7
 /����� "�!
� ���� "�
 *� �#� JF�
� $� ��

 -���
� �%��� "� -��?� �%��� �� /��#��)� /���1� A7�&��.

*�� ��)1989 (����
� *T�E)Rabiner ($�� /�:��� /�?��)HMMs (
A
I	 "� $��)*1�� U�E� $�+� ("� J�
� ��&
 ���1�
� 9���
� 5��:���

 �� �&#��)� ����� ��&1; ��4�>�8� �V��>
� ���� W�� �E � *I�
� !���� $4���
 ������ ������ �>�	�
� O�	3� ���
� "� ���:�7
 ����3� ��>�
� ���
�

���	�
�)Rabiner , 1989 (.

*�� ��)1999 ('#
�)Parker ("��:� -�F���)������ ����� �7�
���	�
� (�
 ���#�
� ���F�)HMMs (�&4��� �����(Parker , 1999) .

�� *�� �� K
)2001 (*T�E)Ellis("��:� /�?��)�7�7���
� !���� (@A�� XF�
 ��&�%�� ����	�
� ����� ����� "� /IF� ��4�>�8� �I�7���
� !���� �����

�)4��&���� U(Ellis , 2001).
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*�� �� K
��)2003 (*�E)Zhai (-�>�	�
� ��1�I�
� $� Y��� *��#��
� �� /��� -����
� ���	�
� ����� ����(Zhai , 2003).

*�� �� K
��)2003 (*T�E)Stamp ("��:� �����)"�� ��+�
� ���#�
 ���	�
� ����� ����� (� -�����
� ������ "� )��� $�?� $I	 "� A�; �; �

�&74��� ���	�
� �&�%�� ���	�
� ����� ����� *&�� $� -!�� -��� ')��
 �) �����3�4�7� UG���#� ������ ������
� ������
� ��#��) "� /IF� �&

)Scaling (��	�
� ����� ����(Stamp ,2003).
)2(������ 	�(:

�
 ������3� ����1�
� 5�� '
; �
����
� N�� ��&�)HMMs (��
�
�
 �:�)L.E. Baum ("�� /IF� �&� �#7:��
� $4���
� *�� '7� ��:�
� K
��

 :� �> ����
� "��� !�����
� '7� �&#��)� � ���1�
� $� ��#��)�
� 5
��!�7��8� �Z7
� �� �7:
� ����>
�.

)3(����*��� �������)Stochastic Process: (
�� ";������
� ��7:�
� !�� �� <��� ��#�#� -���1 )/I?� "�!
�� (��

D!� <� �� -���1
� K7� �%�� ���� ��; �����>� ��7�� ��!�� "� )�E <� ��
/I?� (��7�:
� ��:� ��� � �%����%� "���#
  F	� ��4�+� ����� [4��� $?��

 ��4��+:
� ��7�:
�� /�F�� �����>�
�)Random Process (��>��
� ���7�� �
)Chance Process(.

���:�:�����>�
� ��7�:
� {X(t) , t ∈ T} $I��	 "�� �\����
� ��7�:
� ��
 ��7�	� *��E *��E ����� �� ����� '7� ��T�:� � ���:� ��4�+� ����Z�� ���	S�

 D�F� "� ��7�	� �
�:7�������
� )/I?� ��7�	� "��!� ��� ("; ���)T($�?��
����7:�
� ������ ��7:�
� D�F� '
; ���+�)Parameter Space (.
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)4(����� +,�)The State Space: (
	����:�� �#7:��
� *�#
� "� ����� � X(t) .

/�:)#�� �
��
� D�F� "��)Discrete(��V )�#� � ��&��� )�#� '7� O��� ��; 
����� &� O�	P3� �%��
� �� ��� � �:7
 �7��E ��&���)Continuous. (

(Cox & Miller , 1965 , P.14).
)5(	
��� ����)Markov Chains: (

�
� *1:� "� "�� ��>�	�  ���� ��7�:
� ��#��)�
� �� *��	��%� �:4�+
� *1
 �&�
�� ���� ��
� �� �F��
� "�!
� �F��
� "�!
� �� $�7��
� ��E -���1
� �
��
 �
S���
� 9��� K�
� O��	P� $��� K
� �� $	�� �E ����
 � $�#���
� ��

 �����
�.
>	� �� �������
� ���1
� *1�
� K7� &� �
�� ��7Q� ��; A�� ��>�	� !����

 -���1
� �%��
 ��?S� <� K��� "�� "
 �� A�0� � �F��
� "�!
� �� -���1
�
 "�!
� �� N�� K7��� ��
� *1�
� K7� � $�#���
� �� �&
 <���� �� '7� �F��
�

 ���>�	
�� '���(� �&���� ���>�	
� "; � ������ $�I�� ��:(� ��>�	
�
 �������
�)Markovian property ()���� �:���
�2000L�15(.

)6(���%��-� ������-� ��
�*��� :
(The Transition Probability Matrix)  

 ��4�+:
� ���>�
� ";)�����>�
� (����4��+� �>��� ��� ���>� )���V
�
���(<��� �> $� �>��� J��� "; ���� ��&��� ��V � ��&���)1(��0� �

"����>�
� ����A= [aij]B= [bij]"�� ������
� ���>�
� "0� "������>�
���������>� �������>� /�����F�� ������ ��&������F $����>��

(Srinvasan & Mehata ,1976 , P.35).
���p(i, j) �
��
� "� $�#��%� ��
����� $?�� �&� )i(-)	
� ��)n('�
;

 �
��
�)j(-)	
� ��)n+1 (�>��:
�  F *�� ���p(i , j))$��
i , j ∈E(
/I?� �:��� ���>� $�+ '7� (P)  "� 5������ (E) �� {0, 1 , 2 , …} �

���>�
� ����� "��� A�0�(P) ��]� $�+
�� :
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=

)N,N(p)2,N(p)1,N(p)0,N(p

)N,2(p)2,2(p)1,2(p)0,2(p
)N,1(p)2,1(p)1,1(p)0,1(p
)N,0(p)2,0(p)1,0(p)0,0(p

P
OMMM

L
L
L

	����:�:���
� ���>�7
 $�#Q� (P) )NI�� ��T�:�
� (������ ����>� �&�S�
)�$�#��%� ���>� (��7�:7
 �7?�Q�
� {Xn, n∈N} �
���
� D�F� '7��

 (E)��; �"���]� "�)�+
� U#��).�"/
 ���"���2000#.17(:
1.*�E $�
)E∈, ji("��0>)i , j(p.
2.*�E $�
)i ∈ E("��1)j,i(p

Ej
=∑

∈
.

)7(������� 	
��� 01��:
�� ���	�
� ����� ����� "��#� �
�� $� �%��
� "� ��&��� �����

 "�� ������ �)���� ���(�� �%��
� "�� �� �%�#��%� ��; � �
�����  �!��
���
�#��%� �%����%� '��(� �%����%.������
� ��
��
� �
�� � *�� $�+� )<�

-���+�
� (% )�#� ������ ��
����� ��� ��� � ����#�
� ��
����%�  �!�
 /�#�)
 �� ���� ^ ���	� "�� �%��
� "0� ��&
 � ���+(� "� "��� -���1 �
�� ���

 $�+� ���	�
� ����� ����� '�:� *��(Rabiner , 1989).
�&�� ���	�
� ����� ����� *&��
 ����:� K���:

	���� :�����>� �I�7��� $?�� ��)������ $�I� �� ��� ("; �����
% �%���
� ��
����� ���?� �
��� "��#� �&���
 �+��� $�+� ���+�(� 

)pdf (X��F� $�+� ���
� �7��7��� "0�� ��
Q ={qn})<�
���	�
� �%��
� �7�7��� (�&�����+� "��� %������+�
� "��
 

)O('7� ����:�)Q(<��P(OQ) (Ellis , 2001).
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������
� ������
 -�����
� $4���
� O��; ���	�
� ����� ����� W�:(�
���7:� "; �; �����!
� $�I�
� �� ��
����%�)HMMs (��F��
� $� $�#�(� 

�����  )#�� ��Z�� $�+ '7�)���	�
� �
��
� $?�� �� (.
��� ������
� �����
 *�	��(� ��4�>�; ����� �� ���	�
� ����� ����� "; 
$��
� -�)�� *I�
� *&� !���� �&�� �%���
� "� ���:
� �� _���� *�	��(� �&�;

 �
]�(Zhai , 2003).
���	3� ��]� �� �!�� � -)HMMs ( ����� ���� ������ *������ '7�

�
�)Bioinformatic) (������
� �����7:�
�  ���� <� ($� �� *�	��(� �&�; �; �
���������
� <�����?
� 9�������
� `������� ����>�	
� $4������
�

(Protein Secondary Structure Prediction) ����>� � �����
� ����; 
�����!�� )4���	 ��?��
� *7:
 �����
� )����� )4��	 $��+� "����
� �74��

(Parker ,1999) .
)8(������� 	
��� 01�� �*�/)HMMs Elements of: (

�>��� L�	7� "���)HMMs (��]��:
T=�����+�
� �7�7��� $).
N=�� ���	�
� �%��
� ��� ����
�.
M=�����+�
� !�� ���.
Q={q 0 , q 1 , … , q N-1}=������ ���7�:
 �%���
�)�%���
� <�

���	�
�(.
V={0 , 1 , … , M-1} =�����+�
� !�� �����.
A=�
��
� $�#��� �%����� ���>�.
B=�����+�
� ���	�
� �%��
� "�� �)��� ��
����� ���>� .
π=��4����%� �
��
�  �!� A���.
O={O 0 , O 1 , … , O T-1}=�����+�
� �7�7���.

�����
� -���:
� *��	��� "��� �
&�7
λ = (A , B , π)'�
; -���+M
 
����
� ���7:� �����(Rabiner , 1989).
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)9(������� 	
��� 01�� 2�
�3)Types of  HMMs: (
�>� "��� ��)HMMs (��&�%�� "�� �%�#��%� 9�� K
� "��� '
;

 ��S� ��� :
1.���?
� ����
�)Ergodic Model : ($�� @A��� "��� <�
� ����
� �

��
�#��� �%��
�.
2.���3� ����–"��3�)Left-Right Model : (@A�� "�� <�
� ����
� �

 "; ���� � ��
�#��� �%��
� 5:� :
aij = 0                                      , ∀ j < i

���  ��� $�+� *�	��Q� �����
� "� J�
� ��� � ��7Q� ��?7?� ���>� �&�� <�
 ����+8� �I�7��� ����� (Rabiner , 1989) .

)10(������� 	
��� 01��4� ����5� �6����:
(The Basic Problems for  HMMs)  

 
��7����)1: (

����
� � '):�
� "�� ��;λ = (A , B , π)������+�
� �7��7��� 
O = O1O2… OT��� �P(Oλ)������+�
� �7�7���
 "���8� ����� <� �

(O)��
� � '):�
� "�� ����� ��.
��7����)2: (

����
� � '):�
� "�� ��;λ = (A , B , π)������+�
� �7��7��� 
O = O1O2… OT'�7?�
� ��
��
� �7��7��� ��� �(The Optimal State 

Sequence) �����+�7
 X�F� $F�� $?�� ��
� � ���	�
� ����� ��7�:
 .
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��7����)3: (
'��):�
� "���� ��; ��������+�
� �7���7��� ���O =O1 O2 …OT

��:��3�(N)(M) ����
� ��� �λ = (A , B , π)@A�� "�� <�
� P(Oλ)
�����
� ���7:� ���#� -���; <� � '�1Q�λ = (A , B, π)*��1:�
 P(Oλ)

(Stamp,2003).
)11(������� 	
��� 01��4� ����5� �6���� �
��:

(Solutions to the Basic Problems of HMMs ) 
)11.1 (�
S��
� $�)1: (

$��) ��� �
���� �7�7��� ��� $I	 "� "�� �&����
 -�+���
� �#��)
� ";
(T) )"; ���(T)�����+�
� ��� $?�� (�
��7
 ����?
� �7�7���
� $�S��
:

Q = q 1 q 2 … q T …(1) 

 "; ���)q1(������+�
� �7��7���
 ��
����%� ��� � ��4����%� �
��
� $?�� (O) 
�
��:�
� �� �
��
� �7�7���
 ����
��(1) �&� (Rabiner , 1989):

P (OQ , λ) = ∏
=

T

1t
P (O tq t , λ) …(2 a) 

; <� � �����+�7
 �4�>�8� $I#��%� 5������ K
� ":
P (OQ,λ) = P(O1q 1 , λ) * P (O2q2 , λ) * … * P (OTqT,λ)

= ∏
=

T

1t
P (O tq t , λ)

= ∏
=

T

1t
b q t (O t) …(2 b) 

%� "� �
��
� �7�7���
 ��
����)(Q��:
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P (Qλ) = P (q1 , q 2 , … , q Tλ)

= P (q 1 ; λ) ∏
=

T

2t
P ( q tq t-1 ; λ)

= π q 1 ∏
=

T

2t
a q t-1 , q t …(3) 

	
� 9�� K
� ��>� �������
� (Ellis , 2001)"; ���)π(��
����� '
� ��+�
 �
��7
 ��4����%� �
��
�)q 1(.

��
 ����+�
� ��
����%� ���)O()Q(�� ���
����� <� �)O()Q(
"��
��:�7
 �����
� $?�� �&� � A��� �E
��)2.5 b ()2.6 ("; <� �:

P (O , Q λ) = P (OQ , λ) * P(Qλ) …(4) 

�
 ��
����%� '7� $>�
� "��� ��� "�)O(� '):�
� "�� �����
 ����
�)λ(�
��
� �I�7��� $�
 ����+�
� ��
����%� @N��  �� U��) "� K
�

)q("; ��� �:
P(Oλ) = ∑

Qall
P (OQ , λ) * P(Q λ) …(5) 

 =∑
Tq,...,2q,1q

πq1 *bq1(O1)* aq1q2 * bq2(O2) * … * aqT-1qT * bqT(OT)

…(6)  
*�E ���� "; ��7�� ��V "�� ������
� @N�� ";)N()T(��; /I?��� � -��Z>

 ����)N = 5) (���	�
� �%��
� ��� $?�� �� (����)T = 100) ($?�� ��
�����+�
� ��� (�� *��#
� 9��� �2(100) * 5100 ≈1072       "� � ������ ��7�� 

�
S��
� $�
 /����� /��&� 97)�� ������
� @N�� "S� XF�� K
�)1(*�	��� K
�
 �
�������3� ������!��	
� "?�����
�–�����7	
� )Forward–Backward 

Algorithms (�
S��
� K7� $�
(Rabiner , 1989)� ��S� ���� �@N��&
 X�F
 ����!��	
�:
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8-
3:$����5� 9�����
��� :
�����3� ��
����%� �T�:(�t(i) α������+� �7��7���
 ��
����%� �&�� '7� 

�
��
� ��4!�)qt=Si(����
� � '):�
� "�� �����)λ(<� �:
αt (i) = P(O1 O2 …Ot , q t = Siλ) …(7) 

 �� ������; 97)�
� ��
����%� "; ���:
P(Oλ) = ∑−

=

1N

0i
α T-1(i) 

 9E�:�� $�+� ������; "��� ��
����%� @N��)Recursion (��]�� :
1.����"��(Initialization):

α0(i) =  π i b i (O0) , i = 0, …,N-1 …(8) 

2.:;���� (Recursion):
[

αt( j) =  [ ∑−
=

1N

0i
αt-1 (i) aij] * b j(Ot ) , t = 1, …,T-1           …(9) 

 , j = 0, …,N-1  
3.��<��� (Termination):

P(Oλ) = ∑−
=

1N

0i
αT-1(i)             …(10) 

 9��(� ��� "�P [O1 O2 … OT](Parker ,1999).
X�F� "�������!��	
� �����3� $�+
� $I	 "�)1(.
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$�+
�)1: (9���
 ��7)�
� ���7�:
� �7�7� �����3� ��
����%�α t+1 

�
� ������ ";)α(97)��N(N+1)(T-1)+N � 9�F ��7�N(N-1)(T-1) 
9�7)�� ��
� -�+���
� ������
� "� $F�� ��  �� ��7��)2T* NT(���7��

 ������)Stamp ,2003 ()Rabiner ,1989. (

8��=:$������� 9�����
��� :
��4!�
� �����+�
� �7�7���
 ��
����%� �&�� '7� ���7	
� ��
����%� �T�:(�

Ot+1,Ot+2 ,…,OT��
��
� � '):�
� "�� ����� )qt = Si(�����
�)λ(
��S� ���:

βt (i) = P(Ot+1 Ot+2 …OTq t = Si ,λ) …(11) 
9��E�:�� $���+� /���F�� ��������; "����� ����
����%� @N����)Recursion (

��]��)Stamp,2003: (
1.����"�� :

βT-1 (i)  = 1                         , i = 0, …, N-1                      …(12) 
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2.:;����:
βt (i)= ∑−

=

1N

0j
ai j * bj(Ot+1) * βt+1 (j)    , t = 0, …, T-2      …(13) 

, i = 0, …, N-1                                   
3.��<���:

P(Oλ) = ∑−
=

1N

0i
αt(i) *βt (i) , for any  t                              …(14) 

$�+
�)2(���7	
� ��
����%� 9���
 ��7)�
� ���7�:
� XF�.

$�+
�)2(:���7	
� ��
����%� 9���
 ��7)�
� ���7�:
� �7�7�βt (i) 
)11.2 (��7���� ��)2: (

�)
� 5:� K���4�U�
S��
� $�
 �����
�)2(�
��
� �7�7��� ����8 <� �
�&�� -�):�
� �����+�
� �7�7���� ����#�
� '7?Q�
�:

������
�)Viterbi : (
���
�#��%� ��
��
� ���� 9���
 ���	��Q�
� �����
� �����
� �#��) ��

 �7�7��� � '):�
� "�� ����� /%����� �?�3� �&��+� �� �!��7
 �����+�
� 
�
� *��	��� "� ��� �� �����3� ���!��	7
 "���� " "Max "��
� "�� /%��� "

J��� " "∑"(Zhai , 2003) .
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-���� ��
�� �7�7��� $F�� ����8Q= [q0 q1 … qT-1]�����
�� 
-�):�
� �����+�
� �7�7���
O = [O 0 O 1 … O T-1]#�
� ���:� 9�� ��� :

δt (i) = max q 0 … q t-2  P [q 0 q 1…q t-1 = S i , O 0 O 1 … O t-1λ]
…(15) 

 "; �;δt (i) "�!�
� $I�	 ����
� ����
� $) '7� ��
����� '7�� $?�� )t(
�����+�
 ����
�� �����
�)t(�
��
� �� ��&���
� '
3�)S i("�� /IF� �

*��	���t (i) ψ��?3�  ���� 1�� �� ����� ��
)Keep Track (�7:�
� ����7

 "; <� �t (i) ψ"�!�
� $I	 �
�� ��� XF�� )t–1 (���
����% ��#�δt (i) 

"�!
� $I	 '7�3�)t((Parker ,1999) .
���!��	 ��)	 ���)Viterbi (��]�� �&� :

1.����"�� :
δ0 (i)  =  π i * b i (O 0) , i = 0, …, N-1     ... (16 a) 
ψ0 (i)  =  0                                               …(16 b) 

 
2.:;���� :

δt (j) = 
1Ni0

max
−≤≤

[δt-1(i) * aij ] * bj (Ot) , t = 1, …, T-1        …(17 a) 
 , j = 0, …, N-1 
ψt( j) =

1Ni0
maxarg 
−≤≤

[δt-1 (i) * aij] , t = 1, …, T-1             …(17 b) 
 , j = 0, …, N-1   

3.��<���:
P*  =

1Ni0
max

−≤≤
[δT-1 (i)]                                      …(18 a) 

q*T-1 =
1Ni0

maxarg 
−≤≤

[δT-1(i)]                                       …(18 b) 

4.������ >"����)Back Tracking(:
Q* = {q*0 , … , q*T-1}

*tq = ψ t+1 (q*t+1) , t = T-2 , T-3 , … , 0              …(19) 
 

�
� ��&��Q� "� �%��7
 $�F�3� �7�7���
� ��#(� *?(ψ t).
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)11.3 (��7���� ��)3: (
�
S��
� �� 97)�
�)3(����
� ���7:� ���#� -���; �)A , B , π(K
�

 $� "��� ����
� � '):�
� "�� ����� �����+�
� �7�7���
 ��
����%� *�1:�

� N�� ���!��	 *��	���� �
S��
)Baum–Welch((Rabiner , 1989).

������
�)Baum–Welch : (
$�:
� '7� �4����� $�+� �����%�� �����
� ��)	 cE��(� ���!��	
� @N��

 *
�:7
 ����I�
�)L.E. Baum (�����
� ����7:� �����	% K�
� @A4I�!.
	 �>
 ����#� -���; ��))Re–estimate (���7:�)HMM (���:� *�� �

"���]� "���Z��
� :
� $3� ��Z��
�:

∑ βα
βα=γ −

=

1N

0i tt

tt
t

)i()i(
)i()i()i(

&� ���?
� ��Z��
� ���:
ξ t (i , j) )|O(P

)j()O(ba)i( 1t1tjijt
λ

βα
= ++

∑ ∑ βα
βα

= −

=

−

=
++

++
1N

0i

1N

0j 1t1tjijt

1t1tjijt

)j()O(ba)i(
)j()O(ba)i( � t = 0, …, T-2       …(20) 

 I�� d�>
� *��	���� ���7:� ���#� -����8 K
� ���]� d�>
� ����; "���� � N
)HMM) (A , B , π((Stamp ,2003):

)i(oi γ=π , i = 0, …, N-1          …(21 a) 
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∑ γ
∑ ξ

= −

=

−

=
2T

0t t

2T

0t t
ij

)i(

)j,i(
a , i , j = 0, …, N-1        …(21 b)  

∑γ

∑ γ
= −

=

=
−∈

2T

0t t

vkO
)2T,...,1,0(t t

j
)j(

)j(
)k(b t , j = 0, …, N-1              …(21 c) 

 *��	���� �#���
� ��)	
� '7� �����%��)����� $�+�) (A,B,π(=λ
"� /%��)A , B , π(=λ$W���:(� ���� ����#�
� -���; ������ ������ 

�
 ��
����%�)O()��#�
� 5�:� '�
; $>�
� *�� "� '
; ����
� "� -���+Q�
�
 �� ��:(� @N�� ���#�
� -���; ��)	
 ��4�&�
� �����
� � -���Q�
�)"����8� ����#�

�
 *1�3�)HMM. ( (
��+ � ���#�
� -����; ��)	 "� *&�
� 9���
� "; ))���E � (�������>�
�

�
� ���7:�
)HMM(������� $� �� �##���
� ���
��"; <� (Rabiner, 1989) 

∑ =π−

=

1N

0i i 1

∑ =
−

=

1N

0j ij 1a , i = 0, …, N-1 

∑ =
−

=

1M

0k j 1)k(b , j = 0, …, N-1 

 ��; ��7�� "; ���#�
� -�� $�F�� ����	� "� ���� �����
� ��7�� $?�� ��
�
 �����	� *�E)�����#� � (�
)A , B , π(=λ�� *
 ��; ���� ��N���� *�#
�

 "; ���� ��4�+� *�E ����	� *�� :
π i ≈ 1/N                       a i j≈ 1/N                      bj(k) ≈ 1/M 
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 � "�� "� '7� ���S�
� )A , B , π(*�E "�� % "� � ����>� �> ��� /��4��
 ������ ���>�
� �>���.

���]� ��)	
�� ��7�:
� L�	7� "��� :
1.����7
 ��4����� ��4�+� *�E ����	� � �����
�)A , B , π(=λ.
2.9��� α t (i)  �β t (i) �ξ t (i , j) �γ t (i) .
3.����
� ���#� -���;)A , B , π(=λ.
4.���� ��;P (Oλ)'
; 9���
� 9��� � �����!� )2(.

"�� *
 ��; �E�
� 9��  �)
��P (Oλ)�����!� . (Stamp ,2003) 
)21(������� 	
��� 01�� ���%�)Scaling  HMMs: (

�� -�):Q�
� d�>
� ����� "��� -���� "�� �&��
 �� ��� �#���
� �����
� 
-�� "0� �7�) �7�7���
� "�� ����� ��� � /��� -��>E �I�7���
� "� �
�� ��

 "��#��) K��� �7�+�
� @N�� $�
 ��� $�+� �Z>� ����#�:
?�
5� [����
� 9��#Q� <��
� *����V7
� �	� <� � *����V7
� $��� '7� $�:
� �

>
� �����7
 -��Z.
���=�� �
� �#��)�)Scaling (G��#�
� <�)�7F��
� �#��)
� �� (��&�� �>#
�
 G��#� αt (i) βt(i)��� ��&
 !��Q� ���)i(ˆ tα)i(ˆ tβ)�
��
� '7� ('7� �

"�� "�)i(ˆ tα � ������Q� )i(tα<��� J���
� "��)1(�%��
� $�

 �����
�)*�E  ���
 <�i(��]��(Zhai , 2003) (Stamp ,2003):

∑ =α−

=

1N

0i t 1)i(ˆ

"� ���:
∏ αη=α
=

t

0k tkt )i()i(ˆ , i = 0,…, N-1  ; t = 0, …, T-1   …(22) 
 "0� K
��:
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)|O(P
1

)i(
1

1N

0i 1T

1T

0k k λ=
∑ α

=∏ η −

=
−

−

=

�:
∑ η−=λ −

=

1T

0k k )(log )]|O(Plog[  …(23) 
 *����V
 9��� "��� ���)P(G�
)P(��)	 -�:� ���� G��#�
� "� ��� �

N���� ����� �� ��� .

8-
3 :����5� ������-� ���%� ������
� )αααα: (
(The Scaling Forward Algorithm) 

9��� *��(α̂)���!��	 G��� (α)$�� ���� �����Z�
� 5:� D���;
��]�� -)	(Zhai , 2003) :

1. 
∑π
π=α −

=

1N

0k 0ik

0ii
o

)O(b
)O(b)i(ˆ �i = 0, …, N-1   …(24 a) 

2. 
∑ α∑

∑ α
=α −

=
−

−
=

−
=

−
1N

0j jk1t
1N

0k tk

1N

0j ji1tti
t

a)j(ˆ)O(b

a)j(ˆ)O(b
)i(ˆ , i = 0, …, N-1 …(24 b) 

 t =1, …, T-1 ,

8��= :������� ������-� ���%� ������
� )ββββ:(
(The Scaling Backward Algorithm) 

���7	
� ��
����%� G��#� "���)β(���
����%� G��#�
 �&��� ���	���
� �#��)
��
 �����3�(α)"; K
� :

∏ηβ=β −

+=

1T

1tk ktt )i()i(ˆ …(25) 

 "; ���)i()i(ˆ TT β=β"� �:
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)|O(P
)i()i()i()i()i(ˆ)i(ˆ tt

1T

0k
ttktt λ

βα=βαη=βα ∏−
=

���7	
� ��
����%� 9��� *�� ���)β̂(����7	
� ���
����%� 9��� �#��)�)β(
$�	�;  � �&���)η) (������3� ��
����%� G��#� ���!��	 "� /�#��� �����
�

)α( (��]�� "��#
� ��(Zhai , 2003):
 . 1)i()i(ˆ 1T1T =β=β −− , i = 0, …, N-1  …(26 a) 
2. ∑ βη=β −

=
+++

1N

0j 1tjij1t1tt )O(ba)j(ˆ)i(ˆ � t = 0, …, T-1  …(26 b) 

 
8=�= :������" @������ A�*)α̂(
)β̂: (

(The Updating Formulas Using Scaled αααα ‘s and  ββββ‘s) 


� 9��� "����)γ(�
� *��	����)α̂(�
�)β̂(��]��:

∑ βα
βα=γ −

=

1N

0j tt

tt
t

)j(ˆ)j(ˆ
)i(ˆ)i(ˆ)i( , i = 0, …, N-1 ; t = 0, …, T-2     …(27) 

 9���)ξ(��]�� ��7�	� d�>�:

∑ βα
βηα

=ξ −

=

+++
1N

0j tt

1t1t1tjijt
t

)j(ˆ)j(ˆ
)j(ˆ)O(ba)i(ˆ)j,i( …(28) 

�:

)i(ˆ
)j(ˆ)O(ba)i()j,i(

t

1t1t1tjijt
t β

βηγ
=ξ +++ …(29) 

*��	����)γ()ξ(9��� "��� � NI�� "������
�)a , b , π(�
�:�
�]��
�
�� �&
 !��Q�)a,b,π([��]��(Zhai , 2003) : (Stamp ,2003) 

)i(oi γ=π , i = 0, …, N-1        …(30 a)  
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∑ γ
∑ ξ

= −

=

−

=
2T

0t t

2T

0t t
ij

)i(

)j,i(
a , i , j = 0, …, N-1     …(  30 b) 

 

∑γ

∑ γ
= −

=

=
−∈

2T

0t t

vkO
)2T,...,1,0(t t

j
)j(

)j(
)k(b t , j = 0, …, N-1         …(30 c) 

8�"�� :������-� ���%� ������
�)δδδδ: (
���!��	 *��	��� ��� ���)Viterbi (��
 "���8� D�)�8 � �
��
� �7�7�

 $�� <��F
� "� G�7�)Scaling (�	��� ��; ���]� �#��)
�� �������V7
� �� �
���#�
� �T�:Q� ���δt (i) ��]�� :

δt(i) = 
tq,...,2q,1q

max {logP[q1q2 …qt,O1O2…Ot|λ] }
…(31)                                                                                                

 ��]�� ��E�:� $�+� ������; "��� ��
����%� @N�� :
1.����"��:

δ0(i) = log (πi) + log [bi(O0)]                     , i = 0, …, N-1 
…(32 a) 

 
ψ0 (i)  =  0                                             

…(32 b) 
2.:;����:

)]O(blog[)]alog()i([max)j( tjij1t1Ni0t ++δ=δ −−≤≤ ,t=1,…,T-1  (33 a) 

 , j=0, …, N-1  

ψt( j)=
1Ni0

maxarg 
−≤≤

[δt-1(i)+log(aij)]                                      …(33 b) 
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3.��<��� :
)]i([maxPlog 1T1Ni0

*
−−≤≤

δ=

…(34 a) 
q*T-1 =

1Ni0
maxarg 
−≤≤

[δT-1(i)]                                               …(34 b) 

4.������ >"����:
}q,...,q{Q *

1T
*
0

*
−=

*tq = ψ t+1 (q*t+1) , t =T-2 ,T-3, …, 0              …(35) 
 (Rabiner ,1989)(Stamp ,2003).

)13(�%�"C��� :�D��:
����
� "��� !����7
 ���	�
� ����� ����� U��)� ���
� ��� �� *�

 ��!�7��8� �Z7
� L>� �� �7:
� ��� ����>
�.
)13.1(����� 9�
C� :

?�
5� E
C���:
�!�7��8� ���
� 9���� 7��� $�+� �A7?�� /��E� ��� $� $��#� ��� $� �

K
��  F e���7
 *E�)Space (O�	� ��7� "��.
���=�� E
C���:

�����+�
� "� �7�7� �	`� �� ��
� <��
� L��
� 9�� ����� ���
 ��S� ��� "�� � A�� ��	P�:
� ��7�
� �� ���
� "�� ��;)a(�� A
 !����)0(
� "��� ��; �� ����)b(

�� A
 !����)1(���
� ��#�
 ����.
�=�=�� E
C���:

�����	% -��+��� ��#��) K���� ���
����7:�7
 ��4����� *�E ����	� ��7�� ��
��4����%� �����#�
� �����	� � �4�+� $�+� *�#
� ����	� *� K
� $�:
.

��"���� E
C���:
�����3� ����Z��
� 9��� ��7�� ��)*�E 9��� <�α*�E α�
�:�
� . (
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������ E
C���:
��Z��
� 9��� ��(η)"� $� *�E '7� �����%�� "�� (α)(α̂)"� /IF� 

����;log P(O|λ).
������ E
C���:

���7	
� ����Z��
� 9��� ��)9��� <�β(�7��7��� $�) 9����
�� /�F�� �����+�
� *�E G��#� *�� �(β).

��"��� E
C���:
"� $� 9��� �� $?���γt (i)ξt (i , j) ������
� d��> 9�� K
� 

*��	����(α̂)(β̂).
���=�� E
C���:

���7:�
� 9��� -���;λ= (A , B , π)�7��7���
 ���
����%� *��1:�
 
; �����+�
� �����>�
� "��� "� '�7� ���S�
�  � ����
� � '):�
� "�� ��

 9���� ��:Q� �����
� ����>�
� N�� "� � �����>�log P(O|λ)����� ��0�� 
�#���
� ��)	
� ��:(� �����!�)�:���
� -)	
� "� (�����>�
� *��	����� K
�

�
 �����
� -����
�(A) �(B)(π)�7	�� ����>�� .
)13.2(F6���� :

"S� 1�
 �4����%� �����
� D���; ��7)�
� ����Z��
� 9��� �:�:
log P(O|λ) = -634.433173 

�����
� �:�)q = 284: (
log P(O|λ) = -512.467179 

 �����
� "; �; � XF� $�+� "��� �E ����
� "� ��`� ���λ = (A, B, π)
�����
� �:�)284 ('
; $��:

π = [1.000000        0.000000] 




= 0.039457 0.960543
0.547385 452615.0A

���>�
� �
��� "� /IF�(B)$��
� �� ��F�
� .
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���>�
� � �����
� N�� �� ����� �?�3� D!�
� ";( B) "�� XF� $�+� �
��>�
� "0� "����	�
� "��
��
� $� 5����� <� ��( B) �
��� K��� "S� �&1(�

<��� O�	3� ���	�
� �
��
� W"; "�� �� �7:
� ��� '7� <��� ���	� -���
 $��
� �� $3� ��:
� "� K
� � ����>
� ���
� '7�)1(*�E '7�� ')�� �E

 �7:
� ���
)��o , i , e , au(���
� ��#� ���)����>
� ���
� <� (
�> ���� �#� ���
����� ����� $�?�� $3� ��:
� "0� ��
 ���>7
 ����#� � ���

 �7:
� ��� *�E ���� �#� ���?
� ��:
� �� ��� � �7:
� ��� <� ���>7
 �����
 ���
� "� �1�I�  � � ����>
� ���
� ��
����� ���� $?�� ���?
� ��:
� "�

)y(�7� ���� ������ $��:Q�.
)14(9D����-� 9�*
���
 :
��S� �� '
; �����
� @N�� $I	 "� $>�
� *� :

����
� ����:� "���� QA�� 1�IQ� �����
� @N�&
 �#��)�
� 9���
� L	� �� ��
 "�� "��� �E � ��!�7��8� �Z7
� ���#� �#��� ���:� "� �7:
� ��� ����>
�

 $��
�)1(�� �7:
� ��� "�)o , i , e , au.(
��S� ��� ��>�
� "���:

1.8� �Z7
� -����3 �?���
� �7��#� $I	 "� ���F� 9��]� ��7� �� ��!�7���"
�����
� @N�� U��)�� �>� ��
 ����3� L>�
� ���7:
� L>�
� "�� /�E�� K���

 [4���
� ����#� "��
��7
.
2.">�	�
� ��� �7:
� ��� "�� /�E�� K��� "� ��� ���
� �7:
� ��>�
)12(�	S� �>� ��
 � /��>)12(�&
 [4���
� �1�I� ���	� �
��.
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$��
�)1:(���>�
� �
��� �>��� *�E(B)��	3� �����
� ���)284(
*�#
� 

a 0.128153 0.000000 
b 0.000000 0.018740 
c 0.008775 0.019412 
d 0.007727 0.068840 
e 0.181550 0.000000 
f 0.000000 0.031233 
g 0.008478 0.004421 
h 0.000000 0.187400 
i 0.075755 0.000000 
j 0.000000 0.003204 
k 0.000000 0.018740 
l 0.004951 0.048724 
m 0.000000 0.062467 
n 0.000000 0.181154 
o 0.188995 0.000000 
p 0.000000 0.031233 
q 0.000000 0.001026 
r 0.000000 0.118687 
s 0.000516 0.100233 
t 0.013922 0.021395 
u 0.045919 0.000000 
v 0.000000 0.024987 
w 0.000000 0.054220 
x 0.000000 0.000245 
y 0.000665 0.001202 
z 0.000000 0.001104 

space 0.334594 0.001333 
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