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Shortcut Transformation Between the Results of 
 R-Mode and Q-Mode in Factor Analysis  

ABSTRACT 
In factor analysis, whenever the number of variables (m) is 

less than the number of the experimental units (n). The procedure 
of R-mode should be applied, if (m) exceed (n) the Q-mode is the 
suitable procedure to follow. A shortcut transformation between 
the results of the two procedures was established in any 
analytical step. Some of the results are: eigen vectors, factor 
loadings, factor coefficients and factor scores.  
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 ����.�.�� �1931 C=� Thurston  ���4� +�������� �������� multi-
factor theory ����������� ���� �����5� ����� >�	
 -�� .�)� ����.����

 .�,�	�Rao .�� � 1955 D���E��  ���� ����)�� �������� ������5� ����� 
��������� .�������  ���&� >	&� ��=� 0�#���������]1[.

������� ������� �A���4�� ?��� ���	
 �A "�A���	8���3����$ ��8��
 � �2�/*�� �����������+�A�4  	������ ]2["H��I�J�KC������� ������
 �� ������ �!
 

�
 -������������ �� ��/ �+�A�4�� �� ������� �� ��� �/L� .���
@��(��� 
�������������� �A 	�(��� �������� ����� ����� -�� ���� M#�� ���  ���!�

 � ���������  ���!� -�$  �������
��� ��N������  �������� ��O ��������� ��
 ���������  ���!��  ��,  ������ ���&�"+����  �	� -�� M����  ������� P#A� 

 	������ +�A�4�� �� ��������� ��]3["]7[.
���� ������ 0��E��� �������� �������  �8�� -��  	�(��� �������� ����� 

��� ��������� �0���� >��)�� ����� >8� "�����5�  �8�� -�� ���� Q	���� "
� .J�,�	H� ��� � �������������� '(���  	�(��� �������� ����� ��  ����	���

 ����� �����5�  �8��.�/� ������� ����� ��E
]4[ �8�� .��,�	�  �����$ -�$ 
������� �������� 0��E��� 0�#� � � ������������� �A�����  ���� ���/ ��� ���� 

�2�� ?�2���  	�����  ���� .
'�()��
� :

������ ��	�(� �*��� 0���A � C����� ���	&� ������� ������� ���A :���
  ����!��� ������� ���� ��������� .���
 D���$ �$ ������	&� R-mode �
 Q-

mode �� ������� ���) -�$ M�R� �,S� ���	&� �2��$ ����� �
 �� C=� �#� "
�A�  ��E��� P#A -�� ������ T��)� :.��,��	� U��� +���,�  )��� -�$ ������

 �����	&� ��
 '(��� +��8��	5� ���� 0�#�� "�,S� ���	&� '(��� -�� ������
��C��! ����� ��������� � 	������ +�A�4�� �� +�.
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������
� +�� 	
�&%��:
�������  ���
  ���� ������� �#A ��� ������
 .�A  	�(��� �������� ����� �$

 -�� ����  �(���$  )��� 	8��� ����� ������� .4�� �+�A�4��-�� �2(����� ���
 ���m �������� ��������� �� "�0�# .�� ����,�� k �	�(��� ��������� ��� 

+��������)k<m (C=�� ���� +3����� �2��2!���)��E�  ��, ������  ��� 
 ���&� ���������]5[.

����� �$ �� 3����� �#!�� �A >�(� ���� 3������ Q�!���� ������� �
� "
D��!� M��	�  	�(��� �������� ������� D��!� D��!� M��	�� +3����� ��#!�� 

��/ ������ �8��� �2����� .� ���� " �#�X ��A&� ��A >�(��� ������  ��	��� 
����� ������� �� P�	8� ��  �	� D���!� -��$ 3������ P�#!  ��/  �	� M��	�� 

+3����� ��#!��.��&� >�(��� ������ ���� >�	&� �#A -���N�
 7Q����  ���A
 
���N�� ������ "...B�$]6[.

�� ��������, k�� 	�(��� �������� � -�� -��&�  !����� � Y�,��� M

Q����/ @��� +�A�4��  	��� �	�� �	8��� ������� ]6["]8[.

��%��R-mode �Q-mode:
-�� M����  	��� � m� ���������� ��� n �����!��� �������� ��� 

)���&�("���������  �8��� -����  �8�� � ���A�E��� C=��=[xij]X"
���� �2����
 ��������� -�� M(j=1,2,..,m) �������� ��� +����� �2�8�� 

 ����!���]7[(i=1,2,..,n) .
 �8�� ���� ��������X-�$ �� �8��H������ ��	� � -��
 +��,�

�
 Z�� "������� ��������  	�(��� ��������:
H ])).(/().([ 2/12

1
∑

=

−−==
n

i
jijjijij xxxxh … (1) 

 �� ���&�� ���&� -�� �����5�� m�n �8���� .��,�	�  )��� ����� .�� 
H"��S�� :
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1����� �����n>m ���	
 C��� mode�R� "C� ������� ���� M#�� ?�8���
�����5�m×m R���� ����� �A�������������� [��3
 ��� �����5�"�
 Z��:

R m×m =H 'H … (2)         
����� �-��  	�(��� �������� ����� 8����  � R-��� ����� m��� 

�� ��#!��+3���  �!���� )λj( ���� \����3��� λ1>λ2>...>λm"���2!�� ��2)���
+3���)ja(+������ ��A ����/ ��)�� ���� �#A� ":���� �
 �� ��� 3��� Q!�� 

����� M��	�\�)1=jaja '(،<=>?@ABC <DE>=FC <=>GHAC بJ>K L>MNO عQ>FHCو 
J?>M ويNTD ً0(ا='jaja '(.3������ ���2!���� ��N���+ �8����� +����


A=]ma,...,21 ,[ aa]9[.
�� +3����� ��2!���� C= �28���  ���&� ���������  ��,  ����� � ����� 

��#  �	��)�� �������[10])jijijij sxxz /)( −=(�����)pcij( ���)�� i������� 
>�(���j

pcij = a1jzi1+a2jzi2+…+amjzim … (3) 
 !�� -�� ������ �����Qjpc -�� M���� n��>�(��� ������ .�/j:

jj aZpc = … (4) 
�
 Z��Z��������  �8���  �	��)��  �8���� �A X.

2����� ����� n<m : ����� P#A �C��� ���	
 Q-mode "C�� ������ M#��
  ����!��� �������  �8��� -���  �8�� ���&� �
 ^� �2� 3���n×nQ"����� 

��S�� �2��� ������ ����:
Q =H H ' … (5) 

����� �-��  	�(��� �������� ����� Q-�� ����� +3��� ��#!  �!�� 
)iγ(����n\���3���  ���� nγγγ >>> ...21��� +3���� ��2!�� �2))( ib

+������"��A ����/ ��)�� ���� �#A� :���� �
 �� ��� 3��� Q!�� ���� M��	� \�
)1=jbjb '(J?>>M ويN>>TD <=>>?@ABC <DE>>=FC <=>>GHAC بJ>>K L>>MNO عQ>>FHCاً، و
)0='jbjb '(.3����� ��2!���� �N���+ �8���� +���
 B=]nb,...,21 ,[ bb]9[.

-�� ������ ����)pcji ( ��)�� j>�(��� ������ i:
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pcji = b1iz1j+b2iz2j+…+bniznj … (6) 
 -�� ������ ����� n�� ��!���2�)ipc(_�� -�� M���� �2�� m".�)�� �� 

�
 Z��:
ii bZpc '= … (7)  

��
 Z�:Z��������  �8���  �	��)��  �8���� �A X�A����� "zij.
 !�� ��  �8�� -��  	�(��� �������� ����� M�!� �� �#$m×mأوn×n

��2�
���� "��  �8�� -�� ���� ��D��  ����!�5� ���
 Q�E positive semi-
definite ��#! ���� ����� \�M��	� �A���  �!�� +3��� ��� ���&� ����� m

�
n"����� +3����� ��#!��  �)� )�A������ ��8m�n(M��	�
8���\�.
���	
 �$ R-mode �N�&� �A $���� ���� ������� ���	&� ���� �/ �� "\�

��!� ���	� ��#�� ��N����� ��O
n>m �#2�  ��=&� ��L�� "���	&� �����&:
��&� ��&� :�����5�  �8�� C� �E����� ������� ��� ���  �!�����  ����� )2("

��� �(���;� �������� ��	���� -��  �� ����� -���  ����&� �������� ��,�$ 
��&� " �(�2��� '(����� :���$�,S� :-�� ������.�/ ���������� 	�(� ����� n

����� ��� >8� �A�  ����!��� ������ .�� �2�� U���� �������� -��� ������
 :��!$ Z����� �N�  ������  �(���$ ������ :����,� "������� ����� "�����5� �����

"���=�8��...B��.
�$ �� ��N����� `�� ?�3� D���$ ���	
 Q-mode �����
 �� ���� :
��&� ��&� :�$ �8���� Q��� ��  !����� ���� )5(�	�� �5� ������  �8�� 

�����  �8�� �A �0��E� �����"�#� 3!�� +3A��!�� ���!����� ��� ����� ���
�E����� ������ ��������  	�(��� ��������������� ��2��� "P#�A ��N� ��������

 �8���� +3A�!�� '������ �� \����� � ������ �!��������������� �� ���8 
� �(���;� ������� ���N�� ��&� ":-�� ���	&� �#A ��� U��� ��������� :���!$ 

�� �!�  ������  �(���$��2	�� ��&�� >�� �#A� "��������� �� ������� � .
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����	
� ��������� R-mode �Q-mode:
C��� �����	&� ��
 R-mode 
�Q-mode �  /*��� C/�� �	� ��2��$ ��E��

 ���m�n.�(��� -�$ P���
 � ��E� ���)� ����,��� ��)��5� ���� �2���	�� 
�����	&� '(��� ��� �� +��8�	5�  �8�����'(���������� ���&  �� �����	&� ��

  ������ '(��� -�� �������,S� ���	a�.
����8���� �� \*� �$R�Q��)�� ����� D��!� >8� �2� ]1["]6[�
 M
 ":

tr(R ) = tr(Q ) … (8) 
-�� ���� +3����� ��#!��� ��)�� ����� D��!� ���  /*��� ��:

… (9) 
)Q(tr)R(tr

n
1i

m
1j j i ==∑

=
γ=∑

=
λ

��  ������� )9(����� M��	� �� D��!���� P�	8 ���	
 " ����� ������� ��
\�:3! �	8� ���� �� ���3����� �#!�� �	� ������� �#A �� Q� C����� .

�$ +3�����  �������]9[characteristic equation ���	a� R-mode�A ":
)10(...       jajλ=jaR

�
 Z��:jλ3����� �#!�� �Aj3����� Q!���� ������ ja.���  ������� )2(
:)ab)10`_ ا\N^Fد\]

H 'H ja = jλ ja … (11)  
  �8����� ������ ��	� ��=��H�
 Z��� "jλ���N ��� " ������� U���

)11(:
H H 'H ja = jλ H ja … (12) 

  ������� ��)5(`���  ������� �)12(��'HH �8����� Q:
Q H ja = jλ H ja … (13)  

��� ��E� ���� )13(-�$  �8�� ��  ����� +3���  ����� Q������ �A��#! +3
 �Ajλ�A +3����� �2��2!��� jaH^�� +3������ ��#!�� ���� "Q��A iγ

�A +3����� �2��2!���ib"�
 '���	� 0�#�� :
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iγ = jλ & ib =H ja … (14) 
:هQ-mode "iا\N^Fد\] ا\E=FFة Q@fgبإن 

Q ib = iγ ib … (15) 
 �
 Z��:iγ3����� �#!�� �Ai3����� Q!���� ������ib.� �������� ���)5(
`���  ������� �)15(�� �8���� Q^� 'HH:

H H ' ib = iγ ib … (16)  
������= ������ ��	�  ������� )16( �8����� 'H�
 Z��� "iγ���N ��� "

'���:
H 'H H ' ib = iγ H ' ib …
(17) 

 ������� ���)2(`���  ������� �)17(��H'H �8����� R:
R H ' ib = iγ H ' ib … (18)  

 �������)18(+3��� ��#! �2� +3���  ����� �A iγ+3���� ���2!��� ib'H
 �8���� ����� ��  !���R"���� R�A +3��� ��#! �2�jλ+3��� ��2!��� 

�Aja"�
 '���	� 0�#��:
jλ = iγ & ja =H ' ib … (19) 

 �� ��Q��$ ���E
 �5������ )8kAO 19(���� .� "k\إ LM  N*N!����	���:
���:+3����� ��#!�� �
 ���	&R-mode �2	8� �A +3����� ��#!�� ����	a�

Q-mode M
jλ=iγ��O +3����� ��#!�� ���� "���8���  ���	���� M��	� m
�
n��2�
 ���� "�#A� ������	�M�� ��� ����� +���,��� �����	&� *� � R-

modeوQ-mode.
��./:��)��5�  �����$ ���,��� ����� '(���� R-mode ̂ ��  ������ '(��� -�$ Q-

mode >������ " /*��� �� �  ������� )14(���2!���� -�� ������ ����
+3����� ib �8���� Q+3����� ��2!���� .��,�	�� ja �8���� R����	�� "

�������� )19( �8���� +3����� ��2!���� -�� ������R�� ������ '(����
  �8����Q.
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/.
.:� ���,��� ��)��5� �$)14(�)19(�� 3����  �!�� �� ��� ��!�
 �����	&�R-mode �Q-mode � ������ 3����� �#!�� M��	� Q-��� "���)��

 M��/ 2!���� ������+3����� ���� "Q�!���� ��� ���� �
 �!2��3����� +����� 
�������� �2������)14�19(���� M��	� ..��� 0�#��S�� :

���� ������� )14(-�$  ������� )20(:
ib =H ja jλ/1( ) … (20) 

 ����  �������)19(-�$  ������� )21(:
ja =H ' ib jλ/1( ) … (21) 

 �+3�����  ������� -�� ������ �� �)����)10(!���� ��� ����Q3������ 
�2�ja� `��� "���� M��	�  ������)20(� ������� )21(:

ja =H '(H ja jλ/1( ) ) jλ/1( )  … (22) 
ja =H 'H ja )/1( jλ → ja jλ = H 'H ja → ja jλ =R ja …(23) 

 �$ �������)23( ������� -�$ ��E�)10(�����2� !���� ��� Q3������ ja
���� M��	� .�� �)�������+3������  ������� -�� ����)15(.��� `����� 

 �������)21( ������� �)20( )��	�� +��8�� >8��  ������� �	��� .�#�A� �!�
 ���������� .��,�	�)20(�)21(�� \5�� )14(�)19(������� -�� .

�����
���	�
�:
������� ?�2� ������� ������� ��  ���!� ��!�$ -�$ factors ����� ����� 

 ���!� � ��*�,5� ����� ��  ��R	� �� ��P#A �� ������� ���� "�������
  ���� ����������������� �� ���.��������  ���� ����������� ������ 5 Q�


  ���� ��� ���=�  ����!��� ������� �
 ���������"��N������ Q��,��	� �#2�
 ��� ��/
 ���� -�$ �2��!�$� ��������� �� ���� ��� ������ C	�� ���� -��
 .(*��� [#����� ����� �������� � +��!���� ��*�,5� .4�� �	8� ���� �������

��������� ����� �A��4�.
[#����� ������� �� +�������  ��,  b�� m�� �� �������]3["�A�:
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Xj= p1j F1 + p2j F2 +…+ pkj Fk + Uj … (24) 
F1"F2"…"Fk:�� ������� ���E� ����,+������� m��������� .
Ptj:*����������� Ft��,�� ������� �^�Xj"�
 Z�� :t=1,2,…,k.
Uj:����� ���������� � ���j.

 �2� '(��� Z*N 0���A �2���� ���������������A:������� �*����factor 
loadings (pjj')*����� �������� factor coefficients (Fcjj')������� .�/� 

factor scores (Fj-sc).��� �2�����,��	�� �2�����	� �2� '(����� P#A �� \*�.
�	 -�	 -��)�)�� �2�*, �� '(��� ��� ���,��� ��)��5� R-mode�Q-mode.
10�	�
� ��	�� j'��1�	
� �� j:A�.�/ ��� ��	��� �����5� ����� �� +���� 

�������j������� .�/ >�(��� j'"�
 Z�� :j, j' = 1,2,…,m ������ .�,�	� �/� "
j �8���� � H������� �� 5�� j.

'jjp = r( x j , pc 'j ) = r( h j , pc 'j ) … (25) 
�.�� \�=�
��!�$ Q!��������� �*���� )jp(���	
 �R-mode "��S�� :

p j = ja jλ = … (26) 
 .�����!�$ Q!�� �*���� ������� )iw(���	
 � Q-mode��S�� ":

w i = ib jλ … (27) 
 �5
 �$ ��� ������� �*���� ��� ���,��� ��)��� �����	& Q��$ ������ ��� 

��S��:
��� ��=� ������� )26( �8�����H:

H p j = H ja jλ = H( ja ))/1( jλ jλ … (28) 
 ������� ���)20( ������� U���)28(:

H p j = ib jλ … (29) 
Jq [FTrstF\ا i[\دN^)29(k@ujλ:
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H p j jλ/1( ) = ib jλ )30...       ( 

 ������� ���)27( ������� U��� )30(��S��:
w i =H p j jλ/1( ) … (31) 

 ������� U=��)31(����	& �������� �*���� Q!�� -�� ������  �8��Q-
mode ���	& ������� �*���� .��,�	� �*, �� R-mode.

������� �*���� -�� ���������	& R-mode .��,��	� �*�, ��� 
������� �*�������	& Q-mode "�C����S� :

���=��� ������� )27( �8�����'H:
H 'w i =H ' ib jλ = H( ' ib )/1( jλ jλ) … (32) 

� ������� ��)21( ������� U��� )32("��S��:
H 'w i = ja jλ … (33) 

F\ا itJq [FTrs[\دN^)33(k@ujλ:
H 'w i 1( / jλ ) = ja jλ … (34) 

��� ���  ����)26(����  ������� ��)34(-�� Q�!�� �*����� �������� 
)jp(:

p j = H 'w i 1( / jλ ) … (35)           
 ���� �#�A� +���,�  )���� ������� �*���� ��!�$ &���	Q-mode �� 

 �������� '(�����&���	R-mode)���  ����31(� "���� �� >���� ����)35.(
202	�	+�	���
� :3������ P�#�!� ������� ����� ���  �	� �� +���� �A� .
������� �*����)Fcj(R)(&���	R-mode�� ������ .�� �2���S�� :

Fcj(R) = p j /1( jλ ) … (36) 
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 ������� ��)26( ������� U���)36(��S��:
Fcj(R) = ja 1( / jλ ) … (37)                     

  ������� ���)21( ������� U���)37(��S��:
Fcj(R) = H ' ib )/1( jλ ... (38) 

  ������� ���)32( ������� U���)38(��S��:
Fcj(R) = H 'w i 1( / jλ( jλ ))  … (39)  

 ��� �$ �������)38�39(������ *����������	& �������� R-mode 
.��,�	��
 +3����� ��2!������������ �*���� &���	Q-mode������� -�� .

 �	���� ���	& Q-mode*���� �X �������� (Fci(Q))�2��� ������ .�� 
��S��:

Fci(Q) = w i /1( jλ ) … (40)            

� ������� �)27( ������� U���)40(��S��:
Fci(Q) = ib )/1( jλ … (41) 

  ������� ���)20( ������� U���)41(��S��:
Fci(Q) = H ja )/1( jλ ... (42) 

  ������� ���)28( ������� U���)42(��S��:
Fci(Q) = H p j ))/(1( jj λλ … (43) 

 �� ���������� �*,)42�43(-�� ������ .��*������������ &���	 
Q-mode���*, �*���� �
 +3����� ��2!����������� &���	R-mode.

30�	���
� 3�4 :�#! -�� >�(��� ������ .�/  �	/ �� +���� �A� P3����� .�$
��� ������� .�/ ��� ���,��� ��)��5
�������	& R-mode�Q-mode �� ".�

��S��:
���	
 D���$ ��� R-mode ������� .�/ �	�� )Fj(R)-sc("��S�� :

Fj(R)-sc = )/1( jjpc λ … (44) 
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� ������� �)4( ������� U���)44("��S�� :
Fj(R)-sc = Z ja )/1( jλ )45(... 

 ������� ���)19( ������� U���)45("��S�� :
Fj(R)-sc = Z H ' ib )/1( jλ )46...    (
 

 ������� ���)27(������ U���  �)46("��S��:
Fj(R)-sc = Z H 'w i /1( jλ jλ ) … (47)           

��� U����������)46�47(���	&� ����� .�/ -�� ������R-mode �� 
�� '(���������� ����	& Q-mode.

���	&� � ������� .�)�  �	���� Q-mode� "�A��!�$ .� ���S�:
Fi(Q)-sc = )/1( iipc λ … (48) 

� ������� �)7( ������� U���)48(��S��:
Fi(Q)-sc = Z ' ib )/1( jλ … (49) 

  ������� ���)14( ������� U���)49(��S��:
Fi(Q)-sc = Z 'H ja )/1( jλ ... (50) 

  ������� ���)26(����� U���  ��)50(��S��:
Fi(Q)-sc = Z 'H p j )/1( jj λλ ... (51) 

 ���������� �$)50�51(������ ���	& ������� .�/ -�� ������ Q-mode��
�� '(����������  ����	& R-mode.

+���5�:
@�!
�!��E��[1] ������� +�E� ��NL��  	��� �.��� ����	 ��*,  �	� 

�����)Leukemia(.�,�	� �/� "�0�# 54\�=��� .��������� :���!$ ��	���
 �) "�2!(��� `��  �:*�� Z���� �#A �  ���)��� �(�����  �(���;� �#�,


� 	����� 0�� �-=�� +�E� �� �2������ ��!	 �������  �	) ����!� �����("
��������!��)1( ���&� ��������.
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����
� 1:&������ +���� �!�� +���1�	 &�%
 &�
�6� +���
�.
X6X5X4X3X2X1

13.0000 
 70.5000 
140.0000 

 4.4000 
 5.0000 

 180.0000 
 104.0000 
 3.2000 
 14.3000 
 41.4000 

 15.0000 
9.0000 

 35.0000 
 24.0000 
141.0000 
 10.0000 
 50.0000 
 28.0000 
 15.0000 
 55.0000 

20.0000 
11.0000 
 2.0000 
56.0000 
45.0000 
22.0000 
26.0000 
95.0000 
11.0000 
80.0000 

29.0000 
20.0000 
20.0000 
27.0000 
33.0000 
25.0000 
20.0000 
24.0000 
24.0000 
25.0000 

9.3000 
6.8000 
5.9000 
7.5000 

 11.7000 
7.3000 
6.0000 
4.0000 
7.3000 
3.0000 

 20.0000 
4.0000 
8.0000 
4.0000 

 36.0000 
1.0000 
1.5000 
3.0000 
18.0000 
1.6000 

 ������� �� )1( �8�� ��!�$ .�10×6 H���E����!�� )2(�A����� -�$.
����
� 2:&��8�	 ����10×6H.

-0.23258 
0.06727 
0.42969 

-0.27742 
-0.27429 
0.63828 
0.24196 

-0.28368 
-0.22580 
-0.08448 

-0.19587 
-0.24652 
-0.02702 
-0.11988 
0.86789 

-0.23810 
0.09962 

-0.08611 
-0.19587 
0.14183 

-0.17859 
-0.27426 
-0.36993 
0.20410 
0.08717 

-0.15733 
-0.11481 
0.61867 

-0.27426 
0.45922 

0.33984 
-0.371454 
-0.371454 
0.181774 
0.65597 
0.02371 
-0.37145 
-0.05532 
-0.05532 
0.02371 

0.32656 
-0.01080 
-0.13225 
0.08367 
0.65043 
0.05668 

-0.11875 
-0.38864 
0.05668 

-0.52358 

0.29854 
-0.16566 
-0.04961 
-0.16566 
0.76275 

-0.25270 
-0.23820 
-0.19468 
0.24052 

-0.23530 
 ������� �� )2( �8���� ��!�$ .�6×6R �8��� ��� +����� �A� "

��E�� "��������� ��� �����5����!��)3(�A����� -�$.
�����
 3:&��8�	6×6R+���1�	
� ��� 5����� &��8�	 9.

-0.46330 
-0.18600 
-0.54255 
-0.49697 
-0.25862 
1.00000 

0.63828 
0.41953 
0.55888 
0.25536 
1.00000 
-0.25862 

-0.18421 
-0.42437 
0.30362 
1.00000 
0.25536 
-0.49697 

0.72603 
0.65738 
1.00000 
0.30362 
0.55888 
-0.54255 

0.81455 
1.00000 
0.65738 
-0.42437 
0.41953 
-0.18600 

1.00000 
0.81455 
0.72603 
-0.18421 
0.63828 
-0.46330 

 ������� �� )5( �8���� ��!�$ .�10×10Q"���E�� ����!��)4(-��$
�A�����.
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����
� 4:���� '�8�	
�10×10Q.

0.5413 
-0.6334 
-0.5411 
0.0371 
2.2712 

-0.5358 
-0.4925 
-0.3806 
0.0521 

-0.3182 

0.09119 
-0.08606 
-0.26183 
0.20048 
0.03714 

-0.12973 
-0.14050 
0.20497 

-0.01501 
 0.09964 

-0.21281 
0.28464 
0.48014 

-0.26183 
-0.54107 
0.33513 
0.30924 

-0.26683 
0.01085 

-0.13790 

-0.09760 
0.30605 
0.28464 

-0.08606 
-0.63335 
0.17722 
0.20192 

-0.11053 
0.08841 

-0.13077 

0.43561 
-0.09760 
-0.21281 
0.09119 
0.54128 

-0.12260 
-0.29141 
-0.23148 
0.21137 
-0.32331

-0.32331 
-0.13077 
-0.13790 
0.09964 
-0.31817 
-0.12959 
0.05038 
0.54384 
-0.22223 
 0.56820 

0.21137 
0.08841 
0.01085 

-0.01501 
0.05207 

-0.11322 
-0.08613 
-0.15454 
0.22869 

-0.22223 

-0.23148 
-0.11053 
-0.26683 
0.20497 

-0.38056 
-0.23204 
-0.03517 
0.66265 

-0.15454 
 0.54384 

-0.29141 
0.20192 
0.30924 

-0.14050 
-0.49250 
0.19344 
0.29047 

-0.03517 
-0.08613 
 0.05038 

-0.12260 
0.17722 
0.33513 

-0.12973 
-0.53575 
0.55647 
0.19344 

-0.23204 
-0.11322 
-0.12959 

��
 ����� - �8���� 6×6R)���!�� 3("+3������ ��#!�� jλ)����!�� 5(
).����ja)���!�� 6!��2 �����3+و
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����
� 5::��		
� ��#�
�jλ%& '()*+,6×566' ا,234 (01/. اR.
0.025180.09436 0.35437 0.67957 1.66380 3.18267 

����
� 6::��		
� +;��	
�ja%& '()*+,6×6 ا,56234' (01/. اR.
-0.47393 
-0.32341 
0.45031 
-0.57259 
0.27349 
-0.25567 

-0.60260 
0.65965 
-0.30130 
0.09655 
0.20913 
-0.24060 

-0.31372 
0.25434 
0.65849 
0.26227 
-0.34204 
0.46638 

-0.05966 
-0.13571 
-0.06969 
0.16979 
0.76571 
0.59835 

0.20647 
0.42900 
-0.12441 
-0.74895 
-0.09232 
0.43406 

-0.51735 
-0.43946 
-0.50249 
-0.06545 
-0.41187 
0.33587 

��
-�����  �8���� 10×10Q)���!�� 4("+3����� ��#!��iγ)���!�� 7(
).ib)���!�� 8 ����!��2 �����3+و

.10Q×10 ا,56234' (01/. ا,+*()' &%iγا,)@ور ا,44/<ة:7 ا,):ول
0.09436 0.35437 0.679571.663803.18267
0.00000 0.00000 0.000000.000000.02518
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.10Q×10 ا,+*()' &% (01/. ا,ib'56234 ا,E4)D*ت ا,44/<ة:8 ا,):ول

0.22504 
-0.35942 
0.29353 

-0.52617 
-0.09014 
0.11728 

-0.41883 
0.04038 
0.33856 
0.37896 

-0.20975 
0.25467 
0.25206 

-0.26559 
0.07365 

-0.75116 
0.25435 
0.02483 
0.34893 
0.01882 

0.49162 
0.19148 

-0.26736 
0.28783 

-0.40729 
-0.21670 
-0.31270 
0.07572 
0.42437 

-0.26623 

0.163076 
0.20524 
0.34523 
0.21951 
0.07011 
0.29929 
0.09916 

-0.60360 
0.15996 

-0.51930 

-0.25476 
0.23497 
0.25230 

-0.05581 
-0.82138 
0.23354 
0.22972 
0.11155 

-0.05536 
0.12504 

0.33294 
0.72862 

-0.03147 
-0.09398 
0.27680 
0.24787 
0.06826 
0.15704 
0.01084 
0.42539 

0.12309 
-0.11918 
-0.68670 
-0.53638 
-0.14319 
0.02713 
0.41624 

-0.12248 
0.04307 

-0.00682 

-0.65792 
0.26010 

-0.34646 
-0.05023 
0.05572 
0.17216 

-0.44868 
-0.19128 
0.32461 
0.03048 

0.07386 
0.22951 
-0.04230 
-0.31788 
-0.16310 
-0.33474 
-0.45953 
-0.19684 
-0.66852 
-0.05966 

0.08874 
-0.08098 
-0.04046 
0.34408 

-0.11896 
-0.16452 
0.09545 

-0.70729 
0.02499 
0.56068 

���	
 �A���
 ���� +3����� ��#!�� �
 4�*�R-mode )���!��5(�A���� 
" �	� �2��/ ���	� �/ ���#!�� C��O +3����� �� ��8�	
 �A���
 ���� ����Q-

mode )���!�� 7(�
 M
 ":jλ=iγ.+3��� ��#!  �	 -�� ������ .� �/�
���&� ����� \�)�  ��8� ��O��m�n�
 Z�� ":m=6�n=10"� �)�

 +3����� ��#!��)�A������ ��8m�n(M��	�
8���\� �8�� �& 0�#� "
10×10QD���� �� ���!�5� ���
 Q�E positive semi-definite.
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+3����� ��2!���� ��ja �8���� ����� �A���
 ���� 6×6R)����!� 6("
�����2!���� +3����� ib �8���� ����� �A���
 ���� 10×10Q)���!�� 8("

 �8�����  ����	5���10×6H)���!�� 2("�� .� �/ �)���E
 ���Q��$ ���
����������)20�21(�������,��� ��)��5� �����	&� ����� '(��� ���R-
mode�Q-mode.

���	
 �$ Q-mode �/+3��� ��#! +�E� -��
 "M��	� �2��  ���
 .�/ 
�8���)���!��7(+3����� ��#!�� �2����	� � �,��  �(���$  ���� �� �X �#� "

P#A �2�� '���	 " ��8� ��2!��  ���
 ��� ��O +3����� ��#!�� .�,�	�	 
���8� �)���!��)5(���!�� �� \5��)7((��O  �	�� ��2!���� -�$ ��E�	 ��� "
��  �(���;� �������� �*, �� '���	 ����  ��8� �5������ �� bM
 ����� ���
)26(-���)51.(

��2!�� Y,� ��� �����	&� '(��� ��� ���,��� ��)��5� ����� �S�� 
������� �*����� �*��������/��2.

10+2�	�� �	���
� factor loadings:
��E� ���!��)9(������� �*���� -�$jp���	& R-mode ��  !������ 

 ������� .��,�	�� ������
 ������� �E����� �������)26(.-�� ������ .� �/� 
��� '(����� >8�.��,�	� ��)��5� M#�� ���,��� ��E�Q��$ ������� )34(

�����!���  ����	5�)2�5�10.(
����
� 9:+;��	 ���%6 �	���
� +2�	��R-mode)jp.( 

-0.07520
-0.05132
0.07145
-0.09085
0.04340
-0.04057

-0.18511
0.20264 
-0.09256
0.02966 
0.06424 
-0.07391

-0.18676
0.15140 
0.39199 
0.15613 
-0.20361
0.27763 

-0.04919
-0.11187
-0.05745
0.13997 
0.63123 
0.49326 

0.26632 
0.55335 
-0.16047
-0.96606
-0.11908
0.55989 

-0.92296
-0.78401
-0.89645
-0.11677
-0.73478
0.59919 

���!�� ��E� )10(-�$ �*����������� iw !����� �E����� ������� ��
 ���	&Q-mode  ������� .��,�	�� )27.(����� >8� -�� ������ .� �/�
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���!��)10( ������� Q��$ ��E� M#�� ���,��� ��)��5�  )��� ����� ���)31(
����!���  ����	5��)2�5�9.(

����
�10:+;��	+2�	���	���
� &���%Q-mode)iw.( 
0.01408 

-0.01285 
-0.00642 
0.05459 

-0.01888 
-0.02611 
0.01515 

-0.11223 
0.00396 
0.08897 

0.06913 
-0.11041 
0.09017 

-0.16163 
-0.02769 
0.03602 

-0.12866 
0.01240 
0.10400 
0.11641 

-0.12486 
0.15160 
0.15005 

-0.15810 
0.04385 

-0.44716 
0.15141 
0.01478 
0.20771 
0.01121 

0.40527 
0.15785 

-0.22040 
0.23727 

-0.33575 
-0.17864 
-0.25777 
0.06242 
0.34984 

-0.21947 

0.21034 
0.26474 
0.44530 

-0.28314 
0.09044 
0.38605 
0.12790 

-0.77858 
0.20633 

-0.66984 

-0.45449 
0.41918 
0.45009 

-0.09956 
-1.46535 
0.41664 
0.40982 
0.19900 

-0.09876 
0.22307 

20�	���
� +2	�	 factor coefficients:
��� D���$���	& �E����� ������� R-mode 0�#� b�
 ������  ���������� �� 

)36"37("������� �*���� -�� ������ .� �) Fcj(R) �2��$ ��E� ���������!
)11(.�!�� @���� >8� -�� ������ .� ��� ��)11(��)��5� D���$ ���

��$ ��E� M#�� ���,���Q������� ��� )38�39(�����!���  ����	5�)2�5�8(
�����!��)2�5�10(������� -��.

����
�11:�	���
� +2	�	 ���%6R-mode )Fcj(R).( 
-2.98682
-2.03818
2.83798
-3.60857
1.72359
-1.61128

-1.96169
2.14742 
-0.98085
0.31431 
0.68081 
-0.78323

-0.52701
0.42724 
1.10616 
0.44058 
-0.57458
0.78344 

-0.07238
-0.16462
-0.08453
0.20597 
0.92885 
0.72583 

0.16007 
0.33258 
-0.09645
-0.58063
-0.07157
0.33651 

-0.28999
-0.24633
-0.28166
-0.03669
-0.23087
0.18826 

-�� ������ .�������� �*���� Fci(Q) ���	& Q-mode   )������
+�E�����)���!��12(b�
 ������ 0�#� �� �� ��������)40"41.(
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����
�12:+2	�	�	���
� ���%6Q-mode )Fci(Q).( 
0.55922 

-0.51027 
-0.25497 
2.16796 

-0.74966 
-1.03676 
0.60145 

-4.45700 
0.15745 
3.53316 

-0.73261 
1.17006 

-0.95558 
1.71291 
0.29344 

-0.38178 
1.36349 

-0.13146 
-1.10215 
-1.23366 

0.35235 
-0.42781 
-0.42342 
0.44614 

-0.12373 
1.26183 

-0.42726 
-0.04171 
-0.58614 
-0.03162 

-0.59636 
-0.23228 
0.32432 

-0.34915 
0.49407 
0.26287 
0.37932 

-0.09186 
-0.51479 
0.32295 

0.12642 
0.15912 
0.26764 

-0.17017 
0.05436 
0.23203 
0.07687 

-0.46795 
0.12401 

-0.40260 

-0.14280 
0.13171 
0.14142 

-0.03128 
-0.46042 
0.13091 
0.12877 
0.06253 

-0.03103 
0.07009 

������� �*���� .�/ >8� -�� ������ .� �/� ���	& Q-mode )����!�
12 (Q��$ ��E� M#�� ���,��� ��)��5� D���$ �������������)42�43( ����	5��

 ����!���)2�5�6(����!���)2�5�9(������� -��.
30�	���
� 3�4factor scores :

���!�� �  ���&� �������� ���� )1( �	��/ ������ -�$ �� �2��$ ��E� ����!
)13(P����� M#�� �� +��������� �� �8���� �	��) Z.

����
�13:&�%��
� &��8�	
�Z&�
�6� +����
 .
-0.69742 
0.20212 
1.28939 

-0.83196 
-0.82257 
1.91516 
0.72620 

-0.85073 
-0.67708 
-0.25312 

-0.58761 
-0.73957 
-0.08105 
-0.35966 
2.60370 

-0.71425 
0.29887 

-0.25834 
-0.58761 
0.42551 

-0.53576 
-0.82277 
-1.10978 
0.61229 
0.26150 

-0.47198 
-0.34442 
1.85602 

-0.82277 
1.37766 

1.01952 
-1.11435 
-1.11435 
0.54532 
1.96790 
0.07113 

-1.11435 
-0.16597 
-0.16597 
0.07113 

0.97969 
-0.03239 
-0.39673 
0.25099 
1.95128 
0.17003 

-0.35625 
-1.16591 
0.17003 

-1.57074 

0.89564 
-0.49700 
-0.14884 
-0.49700 
2.28828 

-0.75812 
-0.71460 
-0.58404 
0.72156 

-0.70589 
���!�� ��E� )14(-�$ ���	
 ����� .�/R-mode  )Fj(R)-sc ( ��  !�����

�
 ������� �E����� �������.��,�	�� ����� ���������� @��$)44(�
)45.(.� �/�
������� Q��$ ��E� M#�� ���,��� ��)��5� .��,�	� ��� '(����� >8� -�� ������ 

)46(� �������)47(����!���  ����	5� ���)2�5�8�13(����!���)2�5
�10�13(������� -��.
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����
�14:���%� �	��� 3�4 R-mode )Fj(R)-sc.( 
0.26573

-0.24344
-0.12188
1.03159

-0.35740
-0.49408
0.28582

-2.12236
0.07446
1.68154

-0.67537
1.07801

-0.88085
1.57827
0.27017

-0.35208
1.25626

-0.12141
-1.01591
-1.13710

0.62950
-0.76378
-0.75593
0.79700

-0.22070
2.25372

-0.76279
-0.07426
-1.04654
-0.05622

-1.47463
-0.57421
0.80230 

-0.86326
1.22209 
0.65031 
0.93833 

-0.22694
-1.27289
0.79891

0.48931
0.61583
1.03578

-0.65841
0.21045
0.89798
0.29758

-1.81070
0.47999

-1.55780

-0.76420
0.70496
0.75694

-0.16736
-2.46409
0.70070
0.68921
0.33470

-0.16601
0.37516

������  �������)48( ������� �
)49(.�/ -�� +�E���  )���� ������ .�
������� ���	&Q-mode)Fi(Q)-sc ()���!��15.(>8� -�� ������ .� �/�

������� Q��$ ��E� M#�� ���,��� ��)��5� .��,�	� ��� '(��������)50�51(��� 
����!���  ����	5�)2�5�6�13(����!���)2�5�9�13(������� -��.

����
�15:���%� �	��� 3�4Q-mode  )Fi(Q)-sc.( 
0.26567

-0.24341
-0.12189
1.03151

-0.35735
-0.49402
0.28582

-2.12211
0.07440
1.68137

0.67542
-1.07803
0.88085

-1.57830
-0.27012
0.35207

-1.25630
0.12136
1.01595
1.13709

-0.62950
0.76376
0.75593

-0.79700
0.22075

-2.25372
0.76279
0.07425
1.04653
0.05622

1.47463 
0.57423 

-0.80229
0.86326 

-1.22212
-0.65032
-0.93832
0.22695 
1.27290 

-0.79891

0.48930
0.61583
1.03578

-0.65841
0.21044
0.89798
0.29758

-1.81070
0.47999

-1.55780

-0.76421
0.70496
0.75694

-0.16736
-2.46411
0.70070
0.68922
0.33471

-0.16601
0.37517
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���
 �����	&� '(��� ��� ��)��5� R-mode�Q-mode�
 �   ���� 
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