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Comparison of Some Tests on Non-Stationary 
Gaussian AR (1) 

(A Simulation Study) 
Abstract 

A condense study was done on non-stationary Gaussian 
AR(1), concerning testing the stationarity, the unit root and 
deterministic trend model . A proposed test was given and a 
comparison was done using where some new results are obtained.  
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1-�
������ 
�� ����"�� .�'���Non- Stationary Time Series 
�
��� ����� ������� �	�	�� ���� �������� ������� ���� �	�
� ��
 ��$�
81�� ��"������ #$� %��&�'(� ���)��� #$ �����)�	� #$ �� !�� ��
���

��*����!��� ��	������.

"�	� 
�+ ������� ��	�	�� <��	 ����� 
��1 5"� ����� ���� ��� [φ(B)=0] 

�
*�� �)�� ������ ���� ��
�' =&� #���(Inside Unit Circle) 3�� >���� 
�
"�	��� 
�+ ������� �	�	���Non- Stationary Time Series .

��.�����$)Dickey �[3](Fuller 9�� (���� 1979 �	�	�� ����� 
�
"�	��� 
�+ �������Non Stationary Time Series Models �!& ��� #��� 

#*��@ �� 
�	��Random Walk ������ A���-�.�. �	
��AR(1) .(����
��� ��� 
�"��� B*�&)ρ��C
$ ��� ρ = ±19��)�	�� 
���)(� ��' ��
�"�� 

��������.9�� #$ �	
� 9.1981 
���)� 9D�(� ����(� ��	�Likelihood 
Ratio  (LR) #$�����AR(1) ������ 
�1 ��C
$ ��� Unit Root .�.���

 E�"�@�� 9� �� ��C
$ ��� 
���)(� ����&�F �� ������ ���+ #$LR���� �� 
��
�"��� 5� �����' G�	�� �!��)��� �������.

��.����� �&�� ���Nelson �Plosser 9�� [4](1982) 
�.��� �- >�� 
&�'(� #$ ���	 ������� �	�	�� �� ������� �- �� #��
"�	� 
�+ ������.

��.����� ���)Said �[10] ( Dickey 9�� �'
�� �"$ 1984 
���� >�H
������ 
�1 
���)� IG�
"� ������ �� �- ���������� ARIMA (p,1,q) �� 

�����1 #��� ����@� �� ���� ���� ��� ��� #����� 
����(� E�
�Dickey) (
��
���)(1976) ( Fuller .

��.����� ������)Oya �[8](Toda 9�� 1998 
�1 ��
���)( ���"�
� 
��� ������DFJ��
�( =��C�� Lagrange Multiplier (LM) ��	�	�

 � ����C
$ 
���)� #$ #����� 
����(�H0������� ��	�	�� ������ ��� >��K� 
������ 
�1 >��� �� =�
��� ��Without Drift��.��� ��	�	�� ������ ��
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=�
��� 5� ������ 
�1 >�� ������� .�� 5�1� ������ 
�1� ��
���)� ��
�'��
���"�
��� ���.

/����� ���[7](Hansen) 9�� 9�' �"$ 2002 �	�	�� ���$ ����� �	�
� 

�8���� �����K� �������Univariate Time Series >�H E
��� ����� AR

�
"�	(� ��
@ >�H� ��
D� (����� ������ 
�1� ��
DF� ���'��� ( ADF) 
Augmented Dickey-Fuller L�
�$� ��� α0 = 0
����(� ��� � �.�� #��� 

#�)��.
���)(� ��� ��
�"� ��
1� >�� /���� =��� <�� >�� ���)�	��� ��


 ������� �	�	�� 
�+���
"�	� ������ 
�1� B�)��� 4
�"��� 
���)(� 5� I#���� 
���)�	� ������� ��	�	�� ������ ���� ����� #$ ����� �� ��� "<�� #$ ����� 

>��(� ���
�� �� # ����� #����� 
����(�.
1-1:������� ����� �0 �
������ 
�� ����"�� �*�*��� 

#��	��� �	��� #$ �
"�	��� 
�+ ������� ��	�	��� �&"�[11],[2] M�� #���� 
�
�
"�	� ��� 9� �� 3�1�(� ��� G�	� �(Trend) ��� ��� � 1� ��� I��
&��� ��� 

�	��1�� ��	�	�� ���� ����� >�� �������� ����� G����� ��	�� .������� 3��$
���	 ��� ��� =&��N�M��1��� 
"�	� 
�+ (Non Stationary 

Homogeneous)#�� �� >�� =�&�� :O
1.	�1�
2��� 3�#��� ��4��5$ ������� 

Stochastic trend Models and Differencing 
���� �� ��'�
!�� �� G	��� ��� �)� 9�� #��	��� �	��� #$ �
"�	��� 
�+ 
��!�)�� ��'�
!�� ���� 9��)�	�� �����(Backword Differences 

Operator) 0� ��
�� (∇)����� :O
t1ttt Z)B1(ZZZ −=−=∇ −

��'"�	� ������� ��	�	�� P�&� �)� � � �
(d) %- ��'�
!�� �� 
1, ≥∇= dZW t

d
t
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��� <�� >� � ��� 
����� ����� ����� ���� Ψ(B) <��	�� =&�� #��� 
(�#�:O

tdt Z)B1()B(Z)B( −φ=Ψ
� ��$�8�&��� ������� ���� 3��� ���� ���(� �:O

)11(...............)(.
)()(

−=∇
∇=Ψ
tt

d
t

d
t

aZBei
ZBZB

φ
φ

8�&�� >�� E���� 9'
 �(1-1) ������ J������ #����� 
����(� 
Integrated Autoregressive Model  � 0� ��
�� (p, d) IAR 

�� �&�) ���� �� %����ARIMA(p,d,q) .
2:������ 3�#��� 	�� ������� Deterministic Trend Models 

	� 
�+ ���� � #��	��� �	��� ���� �� �.�� �� ���� �
"�
 # �"�� 3�1�(��Deterministic Trend ����� ��� .[11],[6] ������ 3�� ��� 

E(Zt)=µ t#�)�� 3�1�(� #$ ���1����Linear Trend ����� >�� �$
Q � 
#�(�:O

)21(...............10 −+= tt ααµ

9�)�	� �� ��� ������ �������� #�)�� # �"�� 3�1�(� 
(Deterministic Linear Trend Model)#�R� ���� :O

)31(...............10 −++= tt atZ αα

at:L��(� S��@��� � ����� �.��White Noise  N�
!& %��	� #��	� �	�� 
���. ������ασ2.
�8�&�� >�	�� 9'
(1-3)��������	��� #����� 3�1�(� Simple Time Trend 

Model .
@ �� ���)(� �� ��*��{ at }�� ��� �� ���� ��� Gaussian ����� 

� ��
�"��� ����01 ˆ,ˆ αα�� ��� N�C�� Gaussian  .��
���)(� ��
1� �����
��� �� 9�1� =��)�� �$�
 ��� ��*�&�(� .
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2-1�0 ������ 
�#����� ����� ���
�� �� ������ 
������ )�4��5��� 
���� (
Unit Root in the First Order Autoregressive Model (Random 
Walk)  


��1�� 
���)� 
�� �Roots� ��� ���� 0��� ������ ��
���)(� �� 
��1�
 ����� #�� ������� ��	�	�� ������ ��'�
!�� ��� ���"� #��� ������ >�� ����	���

 ��
�
"�	(� >�� .>�� ������� ��	�	�� ����� #� ������ ��'�
!�� �)� G��	� ��
 ��'�
!�� �� ��� �)� �������� ���� I�� �� >�� E�'� 
�+ G��	� �� ��
�
"�	(�

 %�U� G������ �� 
.�� G��	� �� 
��1�� 
���)� ��$ ��� �� �� �'� 9�� >��
 
��� E����� �	�
���� ��	�	�� ������ ��'�
!�� ��� �$
Q �� *� ��*�&�(� E

�����"��� �"�
��� �� �C$� J*��� #� � 3
��� %���� 
���)(� ���� �&�)��)�"�
�
Differences .( 

������� �	�	�� �� 
�.��� ��[6] (� ���	 (� N������ �C$� ���� ����&�'
 ������ 
��1 ��) ��Unit RootsW
)(� E*�
���� ������� �� .

��� ���� ���T� �@'����� ��$ ������ 
�1 ��� ������� ��	�	�� ���� ��� �� ������
����-:O

��1�� ��–������ 
�1� ����� ��� O
� ���� �� ����	 �
"�	� ����� 
��������1 ��.�� �91� %( ������ 
� .�	��� ���� �� ��$ �� ���1�� ���� �
"

��� 5C� ��) ������� 
��1�� Eigen Values ������ �� G
"��� .M�� ����
N����� ��� Y��	� ��@� .#�R� �� ����� ��� ��:O

H0 : Zt = Zt-1 + at , φ1 =1 
v.s.   H1: Zt = φ1 Zt-1 + at , |φ1| <1 

 
�
�!�� ��L��C
$ ��� �8�&�� #��"�	��� U����� H0#� :O

ttLt ZZ =+
ˆ

R�)�� �� �
� �	��� ���:O
( ) 22

tLtLt LẐZE σ=− ++

…(1-12)

…(1-13)

…(1-14)
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������� ��C
!�� ��� �8�&�� #��"�	��� U����� �����H1����$ 
tL1tLt ZẐ φ=+

5�MSE %��	� :
( ) 2)1L(214121

2
tLtLt ).....1(ẐZE σφ++φ+φ+=− −

++

� ���' <���� ��1φ��$�� �
�&� ���
' Sufficiently Close �� 
��C
$ ��� 
"�	��� ��.���� �D������ ����C��� ���� /��� ������H1���
' 

�������� �
�&�Arbitrarily Close ��C
$ ��� ������ 
�1 ����� �� H0.
�� #�� ������ 
�1 
���)� #$ �(�� 5�
� �1���#������ >[6].

����� ������Case (1):-
aZZ:Hv.s.
 aZZ:H

t1-t1t1
t1-tt0

+φ=
+=

����6�� ������Case (2):-
aZZ:Hv.s.

 aZZ:H
t1-t10t1

t1-tt0
+φ+α=

+=

�6��6�� ������ Case (3):-
aZZ:Hv.s.
 aZZ:H

t1-t10t1
t1-t0t0

+φ+α=
++α=

����
�� ������Case (4):-
aZZ:Hv.s.

 aZZ:H
tt1-t10t1

t1-t0t0
+δ+φ+α=

++α=

�� /��:O
0α:�.�� ���.�� ���� Constant 
1φ:��� � �.������� AR(1) 
tδ:=�
��(� �.��Drift 
ta:������ 
!& #��	� �	�� N��
�"�� N�� ��� A���� %��� #*��@ �� R�)�� �.��

2aσ

…(1-15)
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������	� ����������6��� ����� �� 
���)(� ����� #$ �"$ .

1.����� ������ :�� �� � ����$����� �����" 3�#�� ��� �� 	��6�� ���� ���
 �4��5���
���� �7 ��*�2�� ��*���� ��� 
������ �0*(� �$��� (

Unit Root Case (1).

������� ���� �� #��)�� >��(� ���
�� �� #����� 
����(� ���.��
Constant #����� 3�1�(� �� �� Time Trend >�����T� �8�&�� E$�:O

Zt = φ1 Zt-1 + at ………. (1-16) 
 �� /�� 

)a,0(IND a 2t σ∼
W
8&�� �� �
��� 
��"� ���OLS#�R� ��� ��� ��� :O

)171(................ˆ

1
12

1
1

1 −=
∑
∑

=
−

=
−

n

t
t

n

t
tt

Z

ZZ
φ

���' ��� ���� #$�|φ1| <1 ��$ 
( ) )LawInConverge:L()1(,0N)ˆ(n 21

L
11 φ−→φ−φ

����� N�C�� E"��� 3��� �8�&�� �-φ1 =1 N�
!& %��	� ������� ���' �� /��� 
�� %-:O

0)1ˆ(n P
1 →−φ

���� $φ1=1 9'
 �8�&�� ��$ (1-17) � G
C� n>�� ��&��� 
� #�
�"��� 5������1̂φ.�&���������T� ��*�&�(� ��C
!�� 
���)� �C$� >�:

*
��&��� 
D�� �9�'
(� �� ������� :[9, 7, 6, 5, 3].
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n
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n
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tt
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n φ
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$Zt
*5��� #�������� #*��@ �� 
�	�� �1����� 9��)�	��� 

(b) ��� �&�)�� .P�&� 3��� �8�&�� �	� ��$ :O

*��C
!�� ��� ��&�!��� �� ������ #�1����(b) �(e) 9'
 
�&��� 
D��[6].
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[w(1)]2:��	��"�� �����
��� ��
��� �.��Standard Brownion 

Motion ���' ��� 
��	��� ������ ��$��&� ����� #�� t/��� t ∈ [0,1] ��� 

%�� 5�
� 5���� ���χ2����� ��
� �1
�� .
���� �����[w(1)]2�
��N�9'
 �8�&�� 9�"� ��$ (1-23) 
��� ����	 N�

N�C�� .5������ �� #� �1����� %������ Limiting Distribution � 
)1ˆ( 1 −φn������ 0� ���� Skewed
	�(� G��1�� �� .


��"� ��$ ��
�
"�	(� ���� #$�1̂φ���� 0� ���� Biased ��� 
�
�8&�� ���� �� .5������ ���+ �� ���)ˆ( 11 φφ −n��.���� ���� 

Symmetric
!&�� ��� .
��"�� ��1� ���� #$ ���φ1=1 5������ ���+ ��$ )1ˆ( 1 −φn���� 

��1���� 9�"�� >�� ��	���� ����	�� 9�"�� = C 5� ��.���� .
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�1
��� 9�"�� ��$ N������ �8�&�� #$ #*��@ �� 
�8����(1-23) �� �1�� 
��� �� 5���� G�	� ��)O
�8&���]1ˆ([ 1 −φn� n�� L
!� ��� ��� 

{at}# ��� 5���� ��� Gaussian .��
�� #���� �"�
�� ��� 0��� ���� ����
[6]Monte Carlo #$ ��1	��� �1
��� 9�"�� #$ ��� (1976) Fuller �� 

	�� #$ ��� ����� ������� ��� � 9�'
� 9��)�(1981) Svans �Savin .
������ ���� n����� #��
"��� 5������ N�C�� =&�� 3�� 9�"�� ��$ �
��� 

�( ����# ��� 5���� ��*��@ �� ���)�Non-Gaussian .
��C
!�� 
���)( W
)� ���&�� 9�)�	��(1-18) >�� N�	�	� ��� � #��� 

� ��
�"� �������(� W
8&�� �� �
��OLS#�� :O
)241(.................
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2
1t1t2 )1n(ZˆZˆ

9'
 �8�&�� �� �� 9+
�� >��(1-24) �������(� �(���� #$ G	�� .
� �!�&� ���� �� ����� ����φ1=1 �� ��� M�� �8�&�� 3�� ��$ ��

# ����� 5������Limiting Gaussian Distribution  ���� ��1�(� 
#�(� ��@�� >�� �*$��� ����� D��� 9*���� 5������:O

{ } )251(..................ˆ)1ˆ(ˆ 2121

2

1

2
1

2
1 −÷
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=
−

− σφτ n

t
tZnn

�8�&�� �� L�� ���� ��(1-20)��$ :
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∑
−

−
−
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σ
τ

t

tt

Zn
aZn

E�	�(� ��Consistency >�� 1̂φ� �� >�� %�U2P2ˆ σ→σ.
9'
 ���8�&�� ���(1-21) 9'
� (1-22) ����� n →∞��$ :
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���8�&�� ��$ 0����(1-23) 9'
� (1-27) 
���)( ���8�& ��� Fuller –
Dickey �� Unit Roots �� M�	(� #$ ���)R�� Dickey �Fuller 
(1979) .

�9'
 ���8�&�� 5����� �&�)�� ��*�&�(� ����1�� ��(1-20) 9'
� (1-26) 
���� 91���(n) ��(� W��	�� �� � (α)&�) ����1 #$ ��1	� I�� � �� 

Dickey-Fuller  ���� Case(1) .������ G
�"� ���$ ������ >�� 
��1��
�
�"� 5������ ���� #�� N��1 �
��� ����� G����N����� >�� # � .���� #!$φ1

=1 �������(� #$ G
�"� �
�"��� ���"�� ��$ Converges In 
Probability ���"�� ���� �� ��� ��� !�� ���"�� >�� 
�.�� A
	� |φ1|<1.

2.����6�� ������ :-�� �0 	��6�� �(��� ��#� ��$����� �(��"�� 3�#��� ����� 
��((*���� ��� 8
��((���� �0 
(((���� �(7 �((�*�2�� 

�4��5���*(� �$��� Unit Root Case (2) .
�� ����� ���� �� �����Gaussian  #����� 
������ AR(1)���T� :O

Zt = α0 + φ1 Zt-1 + at …………    (1-28) 
�� /��:O

),0(INDa a2t σ∼
�������(� W
8&�� �� �
��� ��
��"� ��OLS�� ���� �� ����� ���� 
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�������� ��*�"�� ��C
!:O
H0 : α0 = 0 , φ1 = 1 ………… (1-30) 
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�	�� �1����� 9��)�	��� (d) �� 

��C
!����$:O
∑ ∫ −→−

− )331(..................)(
1

0
1

23 drrwZn L
t σ

��$ W
)� �
�� �� 
∑ =− )n(OZ 23p1t

�8�&�� J*��� �� �.��������9'
 �(1-21) 9'
� (1-22) #�R� �� E"���:O

)n(OZ
)n(OaZ

2p2 1t

pt1t
=

=

∑
∑

−
−

�1��� ���(a) ��C
!� Zt5��� #��� ����� ��$ #*��@ �� 
�	�� 
∑ 





= 21
pt nOa

��
�"� ��$ 0����01 ˆ,ˆ αφ�!��)� �(� � ���� G
�"��� Different 
Rates Of Convergence .

E�	��� G
C����Premultiplying  9'
 �8�&�� (1-31) �$�!&���� 
Zn�� /�� :

)341(..................
0

021

−






=
n

nZn

*��C
!�� ��� ��&�!��� �� ������ #�1����(d) �(a) 9'
 
�&��� 
D��[6].
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��� J���:O

9'
 �8�&�� 9��)�	���(1-22) 9'
 �8�&��� (1-33) .5������ ��$
 #�
�"���Asymptotic Distribution   9'
 �8�&�� (1-35) ����	 
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α09'
 �8�&�� �� /�� 5������ #$ (1-36) 5���� ��� �#�
�" .

� �&�) ����1 5� �
�"� 3��� �8�&�� G�	� ����Dickey  �
Fuller ��� �1
� 9�"�� Case(2) 
�
' >�� �&���� ��C
!�� �� � .


��� ���� 5������ ��� ��� �D��� ����� � >�� ���� �� ��� �����(
 >��(� ������Case(1) �	�
���� #� .

��.����� 4
�'� �"�Dickey �Fuller ����.�� ������ M
�� N���� N�
���)� 
Case(2) ��
�"� M�	� >�� ����� OLS 9� �� ��C
!�� φ1 =1 .#��[6] :O
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9'
 �8�&�� ��$
��� G
C�(1-38) � n2�$�!&� 9��)�	��� Zn

9'
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�8�&��� �&�)�� �����1�� ���"�� ��� �� G	� ���(1-40) ��1	� #$
 � �&�) ����1Dickey-Fuller 91� ��� (n) ��(� W��	�� ��� � (α)�� � 

����Case(2) .9� �� ��C
$ L$
 #$ �� � 
�
' >�� �&����� ��
�"��� �� 
��0�.

1-2-1:������ 
�#� 9
��� 
����� 
#$ ����������� ����� 
������ Simple Linear Regression Model 

#�T�:
Zt = φ1 Zt-1 + at , t=1,2,……,n 

�� /�� 
Zt:��� ��� 
�8����Dependent Variable 

Zt-1 :�"�	��� 
�8����Independent Variable 
φ1:
����(� ��� � 
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�
' >�� �&���� .
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Zt = α0 + φ1 Zt-1 + at , t=1,2,……,n  
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���' �
�"��t��(� W��	�� �����1�� ���
�D� 5� ��	����� α�� � 
��
� �1
��(n-2)�� � 
�
' >�� �&���� .

��
�"��� ��
���)(� �� N���� �&
$ ���� �� I
�	��� ��1 >�� ����� �
����1 >�H ��� �� 
�8� 
���)��Dickey-Fuller
�@��(�� 9��)�	(� �������� .

2-�� ����� ;
�#� ��
�
���������������� ������ 
������ 
Simulation Experiments for Stationary Gaussian Autoregressive 
Model 

��)�	� ���� � 9�������Simulation ��� � J*��� >�� �&���� ������ <���
 ��*��@� ����-(u1,u2)
��	��� 9D����� 5������ 5��� Uniform Distribution 

U(0,1) ����� ���$ ��"�	� 3�� ����� I��� �&�)�� ��
���)(� ���1� �� >��
 (�� (�- 
��	��� 9D����� 5������ ������� W�� �$
 �� N����. ����"�	 .<�� #��

 # ����� 5������ �� ��� ���*��@� ��
�8�� �����Normal Distribution ������
 ��*��@ �� ���)(�� �&�)�� ������� ��	�	��(at)# ����� 5������ 5��� #��� 

#	��"��Standard Normal Distribution #��	� �	�� )
!& (������)���� (
�8�& 9��)�	��Box-Muller .�&�)�� J��
��� 5��1 ���� �'� 

#��
1��� G��1��� �8� E$�Visual Basic6.0.
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�((��<� �((�
#��� :
������� ����� ��
�
���� 	�
�����)��� &�$ 3�#�� (�=���� :µµµµt=αααα0+αααα1t.

�!��)� ����� 9�1� 9��)�	�� �������� ��
1� 9��&� 9�)25I50I100 I
200 (��
1��� 
�
�� 5�)1000 (������ #��	��� �	��� ��
�
"�	� 
���)( �
�

 #��� 3�1�� ��� ��	�	µt.
9�"��α1(� ��C�
�$(� ���:α1=0.05, 0.10, 0.15 ���'� α0����.�� 
>�H ����	����(α0=0.1) � ���' �� ��� α1.����� ���t=1,2,…,n 
.R�� 

��
1��� �
��)��� ��� �� 91��.����*��@ �� ���)K�� �&�)�� ������� ��	�	�� �����
(at)������ 
!& �	���� # ����� 5������ 5��� #��� σ2I=�
��(� ����� 9� �"$

 %
�� ���σ>�����T� �8�&�� E$�:O
v.ct ∗µ=σ

�� /�� c.v :=��)(� ��� � �.��Coefficient of Variation.
�' �)� 9� �'� ��� �� ��C�
�$� 9c.v(����*:O

c.v = 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95, 0.99, 
1.00, 1.30,               1.50, 2 , 2.50 

��� tµ���"�� #��	��� �	��� �.��µt9�' A��1� �)R� <��� µt�� ���)R��� 
�1��� 3��� >��(� �8�&�� �������� �� ���]9'
 �8�&�� E$� ��C���� ( 1-2 )  

[��� ��� �� 91� >�� N���	"� α0��� � ���� ����.�� α1��C�
�$� .
������� ��	�	�� ����� 9� �"$ <�� >�HZt� #����� 3�1�(� #$ �
"�	��� 
�+ ����� 


����(� >�� 9'
 �8�&�� E$�)3O1(9�"�� ���.�� ���� 5�α0�α1������
�
N�!�� ��� ��� 
��"� 9�� ��α0�α1W
8&�� �� �
��� G��	R�OLS U����� 
��"�� 

������� ��	�	��Zt.
�&�H G�	��� 9� �����t9'
 /����� #$ ��C����� 
������ )1O1(��

#$ ��C
!�� 
���)( %
D��� G��1��)5O1) (���= 010α(9'
 ���1 #$)1(

*�&�)��� 5� 
��@���� ����� �� /��� ���� #$ �/���
���� �*�� /���8�.
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����� E����� #$J*�**�9'
 ���1�� #$ ��C�)1(#��(� W��	� ���α=0.05 �
α=0.01)#$ ���1�� �����1�� �����' �� �H��9'
 ���1)3(E����� #$ (���

�H �&� ���1�� �D���>0�� :
1O���� #��� =��)(� ��� �� �!��)� 9�' �)� ���c.v ≤ 0.55 ����� #$ σ��� 

��C�
�$(� ���� ��� =��)�α19�1�� �H >�H 
�@� J*����� ��$ ���� ��
�������� �������� ���� � ������ 
.R�� 3�1�� ����#$ ��
�
���� ��� �� PC�

 ��C
!�� L$
 9��H1)3�1�(� ��� ��	�	�� �������� �������� #$ ��1��
������� (>�H �&�)1000 (���n=25 �� �� ��� �&� ��� ���� �� #$

 ��� 91��� ��	�����c.v=0.65, 0.75, 0.85���' ������ ��� D��� <���� 
c.v  91��� �
����� ���� �� ��� ���� �� �� ��� ��$.

2O�=��)(� ��� � ����� ��� 
���)(� ���� � 9�� #$ ������� D�� .9�' �� $
c.v=1.30,1.50, 2.00, 2.50 =��)�� α1���� �� ��� ���	(� ��C�
�$(� 

�� #��� I�
�8&�� �
"�	� ���� ���H� #��� 3�1�� ��� 
�D� 9� �������� �� ���$ ���
 �	����� #$ .91� ������ ��� ������ ��@� 
���)(� ���� � ����� ��� #$

 ��� ��� >��- �&� >�� ��� ��n=200 >�H %��	���� )1000.(
3O���.�� ���� ���' #$ 
��8��� �� α0
.U� (#$�"$ <���� ��
1��� J*��� 9� 

��� � �� ��� ���"�� 3�� ���.�α1��C�
�$� .

** #��	��� �	��� ��
�
"�	�� B�)�� 
���)(� J*��� ��)#�) 9�� 3�1�� (9'
 ���1 #$ ����)3(#$�����E
9�' �� L ��c.v�!��)��� .
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���1��( 1 ):�(���� �(�
�
���� 
�(���� 9�#� �0 	�
�
 ��� ��$ ����
 ������� )��� &�$ 3�#�� (�(�$)αααα0 = 0.1 (�2*��� 	���$ &�#�� 

���� >�����αααα
�
 ��� ���� )1000 (�
� 
αααα 0.05 0.01 

n αααα1
c.v 0.05 0.10 0.15 0.05 0.10 0.15 
0.95 706 769 799 417 514 550 
0.99 686 744 751 424 496 498 
1.00 654 725 764 395 471 497 
1.30 445 508 513 211 246 278 
1.50 344 409 417 135 197 186 
2.00 218 275 236 66 80 78 

25

2.50 152 193 177 48 58 65 
0.95 971 979 985 895 916 917 
0.99 976 979 975 868 901 898 
1.00 956 968 977 853 878 895 
1.30 810 838 846 588 619 664 
1.50 694 736 771 462 467 513 
2.00 445 463 510 236 226 243 

50
2.50 312 334 359 140 133 134 
0.95 1000 1000 1000 998 1000 998 
0.99 1000 1000 1000 999 999 999 
1.00 1000 1000 1000 996 997 998 
1.30 991 988 989 949 945 953 
1.50 964 947 976 865 863 890 
2.00 787 802 807 570 565 623 

100

2.50 569 592 586 348 367 332 
0.95 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
0.99 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
1.00 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
1.30 1000 1000 1000 1000 999 1000 
1.50 999 1000 1000 995 999 998 
2.00 979 979 982 919 927 940 

200

2.50 889 902 902 713 758 734 
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�((���6�� �((�
#���:
������ 
�# 
����� 	�?���@ ��� ��
����� )	�
�
 ��� ��$ (*������ ������� 

AR(1) &�$ ��$
������ 
�� 
0��� ������ 
�# 	�
������ ����� 	��6�� ���� -
����)1([Unit Root Case (1) ].

������ 
�1 
���)� ����&�H ��� ��
�"��� L
8� )��
�
���� ��� (���
 � ���.�� ���� G��+����� �K� ���
�� ��� 
"�	��� 
�+ # ����� #����� 
����(� >�

AR(1) �!��)� ����� 9�1� 9��)�	�� ������ ��
1� 9��&� 9� I)25I50I100 I
200 (��
1��� 
�
�� 5�)1000 (�
�.�
"�	� 
�+ ����� ��	�	 ����� =����

 �� 5��� #�������� >��K� ���
�� �� # ����� AR(1) ��*��@ �� ���)K� �)� 9� �"$ 
��������(a1)>�� �8�& E$�Box-Muller ���(Z ��C�
�$(� ���� ��� 9�"�� :O

φ1 = 0.80, 0.90, 0.95, 0.99, 1.00, 1.02, 1.05 
�� �
"�	��� 
�+ �"����� �� ���
' �� #$ 5"� #��������� # ����� AR(1) <���� 

������� ��	�	�� ������ ����� 9�Zt�� �
"�	��� 
�+ ����� ��� � 
��"�� M�
���� 
������� φ19��)�	�� G��	-OLS .��
1��� 3��� �&�)�� ����&�F� E���� 9��
)������ 
�1O����1(9'
 /����� #$ ��C�����)2O1(%
D��� G��1�� ��

 #$ ���.��� ��C
!�� 
���)()18O1(�8�&�� E$���9'
 �)23O1(9'
�)27O1(
9'
 �8�&�� <����)41O1(#$ ����	���� ��
�"�����9'
 ���1)4(#$���E�� .
#$ ����� J*��������9'
 ���1)2(���� G��+ ��� ������ 
�1 
���)�� B�)��

 #��(� W��	��� ���.��α=0.05 �α=0.01)�����1�� 9�"�� �� N���� #$ ���1��
 9'
 ���1)3(����1 �� ���)R���� E����� #$Fuller ��� case(1) �&�)�� 
���*�&�F��*)1ˆ(n 1 −φ�τ9�'� t
������ �����1�� .(����� ���1�� ���:

*��
�� ����� ��� zp��
�� �� N(�� )1ˆ(n 1 −φ��
��� zt�� N(�� τ�� #$ ���
�� G�	� <��� �"$ ����	

���@(� 9	
 ���1��
� #$ ������� � ������ 
�1 
���)� #$ case(1) �case(2)<��� .
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�� .��#)2(:���� 	�?���� ��� ��
����� �������� 
�# 
���)��$
	�
�
 ���(	��6�� ���� ��#� &�$ ��$ )������1(*������ AR(1) 
�� 

�(� � ���� ���� >����� �2*��� 	���$ &�#�� 
����� )1000 (

�
 � 

αααα n 25 50 100 200 
φφφφ1 n ( φφφφ^1-1) ττττ t n ( φφφφ^

1-1) ττττ t n ( φφφφ^1-1) ττττ t n ( φφφφ^
1-1) ττττ t

0.80 669 683 520 235 258 211 192 218 117 114 135 112
0.90 868 869 780 676 678 505 369 372 309 131 146 116
0.95 927 928 870 846 848 751 672 675 506 226 230 189
0.99 933 937 885 930 931 874 926 929 866 890 896 784
1.00 947 956 890 941 949 887 932 945 880 929 940 872
1.02 935 940 870 901 908 739 805 812 512 534 571 218

0.05

1.05 741 748 691 539 582 469 211 226 203 190 207 173
0.80 923 926 894 652 663 515 320 371 213 196 193 136
0.90 971 973 961 922 927 867 687 691 327 288 284 229
0.95 983 986 971 966 968 940 912 918 681 690 693 509
0.99 984 987 979 980 985 968 967 980 952 965 973 830
1.00 988 990 981 986 988 978 972 982 963 969 976 871
1.02 970 978 968 962 967 889 891 898 604 699 717 487

0.01

1.05 943 959 830 781 784 652 402 413 133 311 326 208

1O�������� �������� 
���)� 4�1� #$ �� �� ����� )
�1 ��� ���N�>�H N����	� 
������ (� � �.�.�� ��
���)(� E����)1ˆ(n 1 −φ�τ�t4
�"��� 
������ 

����� ��� ��� ��� ���' ��C�
�$(�)
���)(� 4�1� #$ ��� �'� �� �D��� 5�
 ���φ1=0.80 (L�!)�(�� -��� 9. ���' ���� ����� φ1>1(�H >�H 
�@� ����

 #*��@ �� 
�	�� �!& ��� ���H� �
"�	� 
�+ �������� ��������Random Walk.
2O� 
���)(� �@$ 9�� �H Dickey-Fuller���"� %���� ���&�(� τ>�H ���� 

�����(�)�'� �1
�� (���&��� ��
�"�)1ˆ(n 1 −φ���� ��� 5��1 ��� 
��C�
�$(� 

3O��
�"��� ���&�(� E���� ��� t�
�"��� ��� ��� ���� � 9�� ��$ 
������ 
�� 
.R� PC��� ��� �� 91� ������ ��� �"� �!��)��� ��C�
�$(� ���� ��� ��� 3

��� �� 91�� ��@� ���&�(�.������ ��� #� � ���� n���� � 
��D ��	� ��$ 
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������� ��	�	�� ��K� E
!�� �)� G1� 0���� ����� ������ �� �
�"��� ��� ���
��������.

4O���&�(� ��� �� ���� �
�&� 
���)(� #$ ���- �C$� �H τ9�' 5��1 #$ φ1

���� �� =��)��� ��C�
�$(�.���&�� �H �D��� 5� t
��� ��� 
������ 

���)�� L$
 .���� �
�&� ����@�� /�.�� ����&�(� ���- �H N����.

5O�
����� ���� �� #$ (n=100, 200) 
���)� ��$ tN�C�$
� ���� 
������ 
�� �'� ����' ���� #��� ��C�
�$(� ���� ��� 9�' L � ��� G�+K� >��


���� ������0�� .
���)(� ������#$ ��C$
� #��.��� ��K� �φ1=0.80, 
1.02 ��� n=100 �φ1=0.80, 0.90, 1.02 ��� n=200 .��� ��� #� ��


���)(� L$
 ���$ #��� ���� ��� ��� ����� ��� �� 91� �����.
6O��� /�.�� 
���)(� ����&�( 
���)(� 4�1� #$ ��� >��- �- ��"�� ���� 

�� �� ��� ���'� �&�� ��� �� 91� ������ �� �� ��� B'����� �
�8&�� ��
n=100, 200 .#� 9� �� ��C
$ L$
 9�� �(�� #$ 
�
�� 
��� �� <����

 �����φ1=1.
�((6��6�� �((�
#���:

������ 
�# 
����� 	�?���@ ��� ��
����� )	�
�
 ��� ��$ (*������ �(������ 
AR(1) ��$ 
������ 
�� 	��6�� ���� ��#�Constant  
�# 	�
������ ����� 
������-����)2(])Unit Root case (2 [.

��*��@ �� ���)K�� �&�)�� �������� ������� ��	�	�� �)� 9�(a1)�� 
���� ��� 9�'� �!��)��� ���� �� 9�1� M!��� >��(� ����1��� >��(� ��
1���

 �
�� 5� �!��)��� ��C�
�$(� 
)1000 (�
� .���.�� ���� ���' �)� 5�α0=0.1 
9�' 5��1 #$φ1��C�
�$(� .

������� ��	�	�� ������ ����� 9�$Zt� �
"�	��� 
�+ ����� #����� 
����(� 
�� #��� � 
��"�� >��(� ���
�� �� # ���������� α0�α1G��	R� OLS.9��
 ��
1��� 3��� �&�)�� ����&�(� E����)
�1 ������–���� 2(#$ ��C�����

 9'
 /�����)2O1(#$ ���.��� ��C
!�� 
���)( %
D��� G��1�� ��)18O1(
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�>�� 9'
 ���8�&�� E$�)36O1(9'
�)40O1(9'
 �8�&���)42O1(��
�"���
 #$ ����	������9'
 ���1)4(#$��E��� .��-��9'
 ���1)3(J*��� ����$

 �1� �&�)�� 
���)(� #��(� W��	��� ���.�� ���� ��1� ��� ������ 
α=0.05 �
α=0.01)9'
 ���1 #$ ��C�� �����1�� 9�"�� �� N����)3(#$��E���

 ����1 �� ���)R����Fuller ��� case (2)#�*�&��� �&�)�� )1ˆ(n 1 −φ�τ
9�'�t
������ �����1�� .(���1�� �D��� �� �������� ��#�:

1O�.�.�� 
���)(� ����&�� E���� � � )1ˆ(n 1 −φIτIt4
�"��� 
������ 

�1 ��� ��� �������� �������� 
���)� 4�1� ��
� ��� #$ ������� D���N�
L�!)�(�� -��� 9. ��C�
�$(� ��� ��� ���' ����� ��� ������ >�H N����	�

 ��� ��� ���' ���� ����� ������ �� 
��� .��K� E
!�� �)� G���� ����
��
�
"�	(� >�H N(�&� �������� ��	�	��.

�� .��#)3(
������ 
�# 
����� 	�?���@ ��� ��
����� ���� )	�
�
 ��� ��$ (	��6 ��$ )αααα0 = 0.1 (

)������2(������ AR(1)� ���� ���� >����� �2*��� 	���$ &�#�� 
������ 
�� (�
)1000 (
�
 � 

αααα n 25 50 100 200 
φφφφ1 n(φφφφ^

1-1) ττττ t n(φφφφ^
1-

1) ττττ t n(φφφφ^
1-1) ττττ t n(φφφφ^

1-1) ττττ t
0.80 814 887 318 508 694 294 254 236 221 193 179 101
0.90 893 945 528 818 889 377 548 692 248 257 217 112
0.95 927 960 611 887 941 481 827 898 471 525 688 245
0.99 956 978 695 951 973 641 946 970 628 935 964 578
1.00 969 983 794 964 981 729 950 976 712 948 970 706
1.02 950 973 702 947 962 704 833 858 660 588 596 465

0.05

1.05 931 951 693 883 893 697 289 297 114 216 223 105
0.80 940 968 753 850 908 437 397 517 346 219 207 135
0.90 978 985 854 947 977 721 853 938 370 342 529 186
0.95 979 992 885 977 987 829 950 982 720 841 920 333
0.99 990 995 929 989 993 913 988 990 898 978 983 872
1.00 992 998 955 991 997 932 990 994 905 985 989 899
1.02 983 987 939 978 982 923 962 971 865 738 767 681

0.01

1.05 961 979 813 955 967 807 413 478 243 336 372 126
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2O��C
!�� L$
 9�� �(�� #$ ��� >��- �- H0/�.�� ����&�(� #$ 
���' ���� �����φ1 =1 
�	�� �!& ��� �������� �������� �H #� � ���� 

#*��@ ��Random Walk �
"�	� 
�+ ���H�.
3O��� �&�)� ��� �� 91� ������ ��� 
���)(� �@$ ���� � ����� (n=100, 

200) .3�� 
���)(� ����&�� 
�.R� #� � ���� #$��*��@ �� ��� �� 91�.
4O���&�(� ��� 
���)(� 4�1� �(�� #$ ��� >��- �H τ��� ��� R��� ��� 

���&�(�t
������ .�- �H <��� ��� ��
���)(� 3�� #$ L$
 �(�� >�
φ=0.80, 0.90, 1.05�
����� ���� �� #$ B�) ��@�� .

5O���&��� ���@�� 
.R��� t91�� �
�"��� ��� ��� ���� � 
���)� #$ 
������ 
����.��� >��K� ���*�&�F�� ��
�"� ��	!� ��� ��� ���' #$� ��� ��.

	�#������� 
9�� ��
� �� ���� 0����1 #$ /���� ���� L)�� #��� ��1����	(�

 #�T� ����� >�� ��"������� ����
1���� ��
D���:O
1O��C�C�� ����� 
)Z Y9��� =��)(� ��� � ���' ����� )��@��� (Noise 

�
.U #$������� ��C
!�� L$
 ����� H1���' �� �� #����� 3�1�(� �K
	� 
�+ #�� �������� #$ ��1���	����� #$ �
"� .

2–�8�&�� #�)�� 9� �� 3�1�(� #$ #��	��� �	��� ��
�
"�	� 
���)� #$ D��� 
t0�� ��� ���' �����c.v ����&� ���C
!�� L$
 #$ ����� H1.���� ���� $

 ���'c.v = 2.50M� �� >�� 
���)(� 4�1� #$ <��	 R��- ��� ��$ 0��$ ��� 
c.v = 0.95 ��� ���� ��@��� 
���)(� #$ <��	 >��- )1(<�� PC��.
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�� . 5 )1(
������� ����� ��
�
���� 
����� 9�#� �������� 
AB� )��� &�$ 3�#�� (��$

���� >����� 	���$ &�#�� C'(���� 	'����� �2*��� &�10.05
�
 ��� 
)1000 (�
� 

3O���&�H <��	 #$ E$����� �.�.�� 
���)(� �)1ˆ(n 1 −φ�τ�tI
������ 
���� �
�&� <��	�� ��� ���)�������� ��	�	�� #$ ���.�� ���' G��+ ��� ��

����1� (0��@�� .��@���)2(#$ >��- ���� �.�.�� ��
���)(� <��	 �- PC�� 
���.�� ���' ��1� ����0α�&�H ��� ���- �C$� �- ��� I
���)� ��τ����� 

���� 
���)� ���&��tR��(� #� 
������ .
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&1
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*� ������ 
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����� 9�#� �������� 
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 ��� 000 1�
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�� &1
 .��# )1(
�������� ����� ��
�
���� 
����� ?���D �������� &���� .��� ��� )��� &�$ 3�#�� (��$

)(αααα0=0.1 �� �2*��� 	���$ &#�� �1000
�
 � 

n αααα1
c.v   

0.05 0.10 0.15 

0.95 2.716 2.905 2.995 
0.99 2.651 2.802 2.870 
1.00 2.566 2.787 2.852 
1.30 1.977 2.170 2.218 
1.50 1.714 1.896 1.903 
2.00 1.391 1.514 1.410 

25

2.50 1.199 1.279 1.251 
0.95 3.981 4.186 4.195 
0.99 3.876 4.068 4.124 
1.00 3.851 4.028 4.044 
1.30 2.980 3.082 3.120 
1.50 2.573 2.630 2.740 
2.00 1.933 1.988 2.036 

50
2.50 1.561 1.652 1.683 
0.95 5.896 6.004 6.093 
0.99 5.620 5.742 5.771 
1.00 5.635 5.686 5.692 
1.30 4.289 4.371 4.401 
1.50 3.726 3.792 3.838 
2.00 2.798 2.829 2.928 

100

2.50 2.220 2.251 2.253 
0.95 8.498 8.543 8.617 
0.99 8.122 8.192 8.189 
1.00 8.000 8.083 8.139 
1.30 6.151 6.262 6.259 
1.50 5.319 5.440 5.500 
2.00 4.021 4.028 4.081 

200

2.50 3.182 3.285 3.235 
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 ��� ��$ ���� ������� ����� ��
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����
�����)��� &�$ 3�#��(��$)αααα0 = 0.1(���� �

 &�1c.v �2*����� ���� >����� 	���$ &�#��αααα
�
 ��� ���� )1000(�
� 

�������� ������0.01 0.05 
0.15 0.10 0.05 0.150.100.050.150.100.05

18.67718.44717.1181000100010001000100010005
11.33011.00710.3011000100010001000100010005
8.106 7.900 7.382 1000100010001000100010005 6.288 6.144 5.721 10001000993 1000100010005
5.196 4.942 4.666 980 966 944 999 997 990 5
4.411 4.238 3.977 916 877 833 986 973 960 5
3.749 3.702 3.440 788 768 713 940 933 895 5
3.267 3.236 3.036 645 630 555 853 839 786 5
26.97326.65425.6141000100010001000100010005
16.10615.98515.3261000100010001000100010005
11.46711.38210.8771000100010001000100010005
8.903 8.940 8.518 1000100010001000100010005
7.405 7.257 6.959 1000100010001000100010005
6.241 6.194 5.934 1000998 10001000100010005 5.419 5.363 5.047 997 998 982 10001000998 5
4.744 4.689 4.545 973 966 964 997 994 990 5
38.21038.04737.2681000100010001000100010005
23.03422.82622.4951000100010001000100010005
16.46816.24916.0211000100010001000100010005
12.86612.66912.3991000100010001000100010005
10.39610.41010.2011000100010001000100010005
8.836 8.812 8.576 1000100010001000100010005
7.662 7.630 7.398 1000100010001000100010005
6.740 6.752 6.594 1000100010001000100010005
54.31954.13753.7051000100010001000100010005
32.57432.37732.0721000100010001000100010005
23.35623.17922.9891000100010001000100010005
18.09218.06317.8421000100010001000100010005
14.81714.71714.6031000100010001000100010005
12.55212.45512.3131000100010001000100010005
10.89610.77110.7821000100010001000100010005
9.562 9.567 9.467 1000100010001000100010005



______________________� ������ 	�
������ �� ��
��������.... ]32[

�� .��#)3(:������ 
������ 	�?���D �����#�� &���� ���� 
����� >���� ��$ ��
�
���<�0.05 �0.01 

*��(� W��	� ��� �����1�� ���"��0.05.
** ��(� W��	� ��� �����1�� ���"��0.01.

������ 
n

Test 
25 50 100 200 

Trend t 2.069*

2.807**
2.0126
2.6864

1.9873
2.6328

1.960
2.576 

n(φφφφ^
1-1) -7.3 

-11.9 
-7.7 
-12.9 

-7.9 
-13.3 

-7.97 
-13.5 

ττττ -1.95 
-2.66 

-1.95 
-2.62 

-1.95 
-2.60 

-1.95 
-2.59 

Un
itR

oo
t

Ca
se

(1
)

t
1.711 
2.492 1.678 

2.408 
1.6625
2.3692

1.645
2.326 

n(φφφφ^
1-1) -12.5 

-17.2 
-13.3 
-18.9 

-13.7 
-19.8 

-13.9 
-20.13

ττττ -3.00 
-3.75 

-2.93 
-3.58 

-2.89 
-3.51 

-2.883
-3.48 

Un
itR

oo
t

Ca
se

(2
)

t 1.714 
2.500 

1.6788
2.4098

1.6628
2.3697

1.645
2.326 
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����� 	�?���D �������� &���� .��� �� )����18����2(
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n 25 50 100 200 

φφφφ1
n(φφφφ^

1-
1) ττττ t n(φφφφ^

1-
1) ττττ T n(φφφφ^

1-
1) ττττ t n(φφφφ^

1-
1) ττττ t

0.80 6.411 1.74 1.74 11.629 2.441 2.441 12.569 3.384 3.384 16.531 3.561 3.561 
0.90 4.022 1.256 1.256 6.703 1.727 1.727 10.528 2.351 2.351 13.803 3.309 3.309 
0.95 2.900 0.998 0.998 4.35 1.284 1.284 6.807 1.704 1.704 11.923 2.359 2.359 
099 2.471 0.916 0.916 2.532 0.920 0.920 3.045 0.992 0.992 3.918 1.178 1.178 
1.00 2.238 0.902 0.902 2.116 0.872 0.872 2.341 0.910 0.910 2.731 0.861 0.861 
1.02 1.814 0.958 0.958 1.906 1.224 1.224 2.119 2.830 2.830 2.104 3.126 3.126 

Ca
se

(1)

1.05 1.971 1.405 1.405 2.413 4.417 4.417 4.385 5.279 5.279 4.986 7.381 7.381 
0.80 8.925 2.096 2.096 13.827 2.681 2.681 15.962 3.528 3.528 17.137 3.849 3.849 
0.90 6.858 1.742 1.742 9.307 2.07 2.07 13.857 2.588 2.588 15.609 3.479 3.479 
0.95 5.997 1.570 1.570 7.287 1.755 1.755 9.544 2.058 2.058 14.443 2.609 2.609 
099 5.065 1.396 1.396 5.482 1.449 1.449 5.705 1.477 1.477 6.230 1.560 1.560 
1.00 4.843 1.341 1.341 4.592 1.256 1.256 4.269 1.187 1.187 3.443 1.003 1.003 
1.02 3.88 1.125 1.125 3.153 0.930 0.930 2.149 1.004 1.004 3.857 3.756 3.756 

Ca
se

(2)

1.05 3.108 0.936 0.936 2.547 0.811 0.811 4.895 5.341 5.341 7.999 18.606 18.606 


