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أبعاد ةلحل المعادلات التفاضلیة الجزئیة من نوع القطع المكافئ في ثلاثطریقة تحلیل أدوماین 

**محمود حازم یحیى*عبد الغفور محمد امین.د

الملخص 

أبعـاد مـن نـوع ةفي هذا البحث تم الحل التقریبي لمعادلات تفاضلیة جزئیـة خطیـة فـي ثلاثـ

بمقارنــة النتــائج العددیــة للطریقــة مــع نتــائج الحــل . باســتخدام طریقــة تحلیــل أدومــاینالقطــع المكــافئ

ًالمضبوط لوحظ أن النتائج متطابقة تماما و قریبة جدا ً .

Adomian Decomposition Method for Solving Parabolic Partial
Differential Equations in

Three Dimensions

ABSTRACT

In this paper, we use the approximate solution of linear partial
differential equations in three dimensions of the parabolic type by using
Adomian Decomposition Method (ADM). Comparing the numerical
results of method with result of the exact solution we observed that the
results correlate well and are very close.

Introductionالمقدمة.1
فـــــي ) Adomian ()1923-1996(طریقـــــة التحلیـــــل قـــــدمها و طورهـــــا العـــــالم أدومـــــاین 

الجبریــــة و التفاضــــلیة و (الثمانینــــات لحــــل المعــــادلات الخطیــــة و غیــــر الخطیــــة مثــــال علــــى ذلــــك 

ــــة  و المتــــأخرةعدیــــدة و التكاملیــــة و المعــــادلات التفاضــــلیة أنظمــــةو المعــــادلات التفاضــــلیة الجزئی

ول تقریبیــة ـلـــیقة و حـحــسابات دقــإلــىِهــذه الطریقــة تــؤدي ) الــخ.... المعـادلات التفاضــلیة التكاملیــة 

غیـــر الخطیـــة و الحـــل ـلیها و العـــشوائیة الخطیـــة والمتفـــق عـــ، معادلات المـــؤثرة المحـــددةـتقاربة للــــمـــ

].3[درجة من التقریب للمعادلات التفاضلیة ةأیلىإحقق تیأنیمكن 
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فــي الــسنوات الأخیــرة فــي الكثیــر مــن الاهتمــامAdomianطریقــة تحلیــل أدومــاینلاقــت 

الریاضــیات التطبیقیـــة  بـــشكل عــام وفـــي نطـــاق حلــول السلـــسلة بـــشكل خــاص الطریقـــة أثبتـــت لكـــي 

ن المعــادلات التفاضــلیة الجزئیــة أو مــاًعریــضاًتكــون فعالــة و قویــة ویمكــن أن تعــالج بــسهولة صــنف

أن تبـــین لقـــد .خطیـــةالخطیـــة أو غیـــر الخطیـــة ومعـــادلات تكاملیـــة الخطیـــة أو غیـــر الالاعتیادیـــة 

لــذا فــي هــذا الــسیاق الطریقــة ستــستخدم مهمــةعــدة فوائـد بللحــل وتــزود اًســریعاًطریقـة التحلیــل تقاربــل

الجزئیـة التـي تظهـر فـي عـدة نمـاذج فیزیائیــة بنجـاح لمعالجـة أنـواع كثیـرة مـن المعـادلات التفاضـلیة 

تعامــل الطریقـــة المــسألة علــى نحـــو مباشــر وفــي أســـلوب بــسیط بــدون اســـتعمال .وتطبیقــات علمیــة

یدیـــة أخـــرى التـــي قـــد تغیـــر الـــسلوك الفیزیـــائي للنمـــوذج تحـــت لاضـــطرابات خطیـــة أو أي فرضـــیة تق

.]7[المناقشة 

ّقـــــدمت ن الماضـــــیة یالـــــسنوات العـــــشرفـــــي  ) Adomian(طریقـــــة تحلیـــــل أدومـــــاین تقریـــــب ُ

للحـصول علـى الحلـول المـضبوطة لـصنف كبیـر مـن كـلا المعـادلات التفاضـلیة الجزئیـة المحـددة و 

ــــة إیجــــادًالعــــشوائیة التــــي تــــستخدم بــــصورة مباشــــرة الــــشروط الابتدائیــــة فــــي  الحــــل التقریبــــي للمعادل

الحــــل المــــضبوط إلــــىبــــسرعة متسلــــسلة متقاربــــةًطریقــــة التحلیــــل تنــــتج حلــــولاأنُوحیــــث الأصــــلیة

إنإذكلیهمــا،خطیــة و غیــر الخطیــةالباســتخدام بــضعة تكــرارات المعــادلات المحــددة و العــشوائیة 

الــى بــدون الحاجــة  أخــرتزودنــا بطریقــة مباشــرة لحــل المــسائل و بمعنــى أنهــاالفائــدة لهــذه الطریقــة 

.]4[أخرىتحویلات ةأیإلىو الاضطرابات و حسابات هائلة و لتخطیط ا

تحـري عـن ] 6[فـي Y. Cherruaultو F.Sanchez ،K. Abbaouiن وقـدم البـاحث

لمعادلـة الـصفیحة الرقیقـة وتقاربهـا واقترحـوا تطـویر رتـب Adomianضعف التقریب لطریقة تحلیل 

.علیا تسمح لزیادة مدة التقارب ویبقى الاعتماد اللاخطي للمتغیرات 

لمعادلـة تفاضـلیة مـن نـوع القطـع المكـافئ اًتقریبیـًحـلا[3]فـي INC Mustafaقـدم كمـا

وقـد وجـد أنهـا أفـضل تقریـب دقیـق للحـل Adomianبعدین باسـتخدام طریقـة تحلیـليفي فضاء ذ

خطیـة فـي بعـدین الفـي حالـة المعـادلات غیـر ) ADM(من الطرائق الأخرى ودرس التقارب لطریقة 

) .Hilbert(باستخدام فضاء 

لتقریــب حلــول Adomianطریقــة تحلیــل ] 2[فــي Shaher Momaniاســتخدم

مـــستقرة المحققـــة وان الحـــل التقریبـــي محـــسوب علـــى شـــكل سلـــسلة المـــسائل انتـــشار الانتقـــال غیـــر 

متقاربــــة بالعناصــــر الأساســــیة المحــــسوبة بــــسهولة الحــــسابات المعجلــــة باســــتعمال ظــــواهر شــــروط 

اســــتعملت لإیجــــاد Adomianل متجانــــسة واســــتنتج أن طریقــــة التحلیــــالالــــضوضاء للمــــسائل غیــــر 

مـسائل انتــشار الانتقــال وحـصل علــى النتــائج العددیـة التــي لهــا فائــدة لالحلـول المــضبوطة والتقریبیــة 

ًفــي هــذا النــوع  مــن المــسائل  و لاحــظ أن الحالــة غیــر المتجانــسة عولجــت عملیــا باســتخدام تــأثیر 
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ذات كفـــاءة عالیـــة قویـــة وتقنیـــة Adomianًظـــاهرة شـــروط الـــضوضاء و أیـــضا إن طریقـــة تحلیـــل 

.لتقریبیة لصنوف عریضة من المسائلفي إیجاد الحلول المضبوطة وا

ًحــلا تحلیلیــا لمعادلــة ] 5[فــي Santanu Saha Rayبعــد ذلــك قــدم  ًFokker

Planck الجزئیـة بطریقـة تحلیـلAdomian باسـتعمال الـشروط الابتدائیـة، إذ أن الحـل الـصریح

كل المغلـــق، وبعـــد ذلـــك الحـــل العـــددي تمثـــل بـــشكل تخطیطـــي، ولقـــد طبقـــت للمعادلـــة قـــدم فـــي الـــش

ًإلـى حالــة جیـدة جـدا مـن ناحیــة الكفـاءة والبـساطة، كمــا ممـا ادىالطریقـة بتطبیـق طـریقین مختلفــین 
هنـــاك فرضـــیات تقیـــدها، وتراكیـــب السلـــسلة تبـــسیطة ولیـــسAdomianاســـتنتج أن طریقـــة تحلیـــل 

ًیاضــیة بـسهولة التــي تتلاقـى عمومــا بـسرعة كبیــرة فـي المــسائل یمكـن حـسابها باســتعمال أي رمـوز ر
الطبیعیـــة الحقیقیــــة، و عنــــدما تكـــون الحلــــول محــــسوبة بـــشكل عــــددي فــــإن التقـــارب الــــسریع یكــــون 

ُواضـحا ولاحـظ كـذلك أنـه لــم یواجـه ضـرورة للـذاكرة ووقتـ ولـذلك فـإن الحجـم الحــسابي اًكبیـراًحــسابیاًً

. ًخفضانسیكون م

ةلنمـوذج مــن المعـادلات التفاضـلیة الجزئیــة فـي ثلاثــنـدرس الحـل التقریبــي فـي هـذا البحــث 

الــذي یكـــون الحـــل ) Adomian(أبعــاد مـــن نــوع القطـــع المكــافئ باســـتخدام طریقـــة تحلیــل أدومـــاین 

.على شكل متسلسلة منتهیة تعطي نتائج عددیة سریعة التقارب إلى الحل المضبوط

composition Methodomian DeAd]7[طریقة تحلیل أدوماین .2

   (ADM)

ـــة ) Adomian(طریقـــة تحلیـــل أدومـــاین إن )تتـــضمن تحلیـــل الدالـــة المجهول )yxu لأي,

تُعرف بسلسلة التحلیل التي الأساسیةللعناصر لانهائیةلأالأعدادمجموع من إلىمعادلة 
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)الأساســیةالعناصــر إنُحیــث  )yxun التــي طریقــة التحلیــل ،ســتحدد بطریقــة تكراریــة0³nو ,

,,,Kالأساســـــیةتهـــــتم بإیجـــــاد العناصـــــر  210 uuuِتحدیـــــد هـــــذه العناصـــــر إذ إن ،بـــــشكل منفـــــرد

. تتضمن تكاملات بسیطةعلاقة تكراریة طریقن عة سهلة تنجز بطریقأنیمكن الأساسیة

نعتبــر المعادلــة ) Adomian(نظــرة توضــیحیة عامــة عــن طریقــة تحلیــل أدومــاین لإعطــاء

-:على النحو الآتينكتبها في شكل المؤثر ًأولاالتفاضلیة الخطیة 

gRuLu =+                                (2)

هــــي اشـــتقاق الرتبــــة المنخفـــضة التــــي هــــي فرضـــیة لكــــي تكــــون الأحیــــانفــــي اغلـــب Lإنُیـــث ح

نقــــدم تطبیــــق المــــؤثر الآن. هــــو الحــــد المطلــــقgو آخــــرمــــؤثر تفاضــــلي خطــــي Rو ةمعكوســــ

-:ستخدم الشروط المعطاة للحصول علىیو ) 2(كلا الجانبین للمعادلة إلىL-1المعكوس 

( )RuLfu 1--=                                                                (3)
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و مـن اســتعمال الــشروط المعطــاة gتمثــل الحــدود الظــاهرة عـن مكاملــة الحــد المطلــق fأنُحیـث 

uالحـل ) Adomian(طریقـة أدومـاین ترفـَقبـل ذلـك عإلیـهأشیركما . التي نفرضها لكي توصف

-:یأتيُالتي تعطى كما الأساسیةبسلسلة لانهائیة من العناصر 
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,,,Kالأساســـیةُحیــث العناصــر  210 uuuىإلـــ) 4(نـــستبدل المعادلــة . ًتحــدد عـــادة بــشكل متكــرر

إلىتؤدي ) 3(كلا الجانبین في المعادلة 
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-:الآتينعید كتابتها بالشكل أنیمكن ) 5(للبساطة المعادلة 

( )( )LL ++++-=++++ -
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,,,,Kالأساســـیةتحدیـــد العناصـــر الـــى لتركیـــب العلاقـــة التكراریـــة تحتـــاج  3210 uuuu مـــن المهـــم

هــو 0uالــصفري الأساســيتقتــرح بــان العنــصر ) Adomian(طریقــة تحلیــل أدومــاین أنملاحظــة 

ُعــادة یعــرف بالدالــة  ًf لجمیــع الحــدود التــي لــم تتــضمن تحــت آخــرو بمعنــى أعــلاهالتــي وصــفت

. الـذي یظهـر مـن البیانـات الابتدائیـة و مـن مكاملـة الحـدود غیـر المتجانـسةL-1المـؤثر المعكـوس 

-:الآتيالعلاقة التكراریة المشكلة یمكن تعریفها بالشكل ، ًوفقا لذلك
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بشكل مكافئ أو
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تـصمیم رائـع مـن إلـىخفضت المعادلة التفاضلیة قید الاعتبـار ) 8(تبین بشكل واضح بـان العلاقة 

إلــــىُثــــم نحــــن نــــستبدل ، الأساســــیةنحــــدد هــــذه المكونــــات أنبعــــد ، المحــــسوبةالأساســــیةالعناصــــر 

]. 7[للحصول على الحل في شكل سلسلة ) 4(المعادلة 
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مــسائل لالعدیـد مــن البـاحثین الــذین وجــدوا الحـل المــضبوط لمــن خــلال أساسـيتبـین بــشكل 

إن مفهـوم تقـارب سلـسلة التحلیـل تتحـرى ،أن السلسلة الحاصلة تتقارب بسرعة كبیرة إلى ذلـك الحـل

. ]7[ًكلیا من قبل العدید من الباحثین لتأكید التقارب السریع للسلسلة الناتجة

للحـصول فتبـین ًو لـیس قـابلااًالحـل مغلقـعلى أیة حال للمسائل المعقدة الذي یكـون شـكل

بدرجـة عالیـة اًللعدید من الباحثین أن تلك السلسلة حـصلت علیـه بتقیـیم بـضعة شـروط تعطـي تقریبـ

عنــــد مقارنتهــــا ،مــــن الدقــــة و أن العــــدد المقطــــوع مــــن الــــشروط یــــستخدم عــــادة للأغــــراض العددیــــة

و طریقــة متسلــسلة ) Adomian(أدومــاین مقارنــة بــین طریقــةالدراســة ل،بالتقنیــات العددیــة الأخــرى

تتطلــب اقــل عمــل ) Adomian(لتبــین أن طریقــة تحلیــل أدومــاین كــذلك اختبــرت ) Taylor(تــایلور 

و المقارنــات الأخــرى بــالطرائق التقلیدیـــة ) Taylor(حــسابي إذا كانــت مقارنــة مــع متسلـــسلة تــایلور 

تبــین للعدیــد مــن الدارســین أن بــضعة مثــل طریقــة الفروقــات المنتهیــة التــي أجریــت مقارنــة معهــا و 

]. 7[حدود لمتسلسلة التحلیل تعطي نتائج عددیة بدرجة عالیة من الدقة 

-:الآتیةمن اجل توضیح ما ذكر أعلاه نأخذ على سبیل المثال المعادلات 

( ) ( )xuxu =¢            , ( ) .0 Au =                                              (9)

بشكل المؤثر فتصبح ) 9(نكتب المعادلة 

,uLu =                       (10)

-:الآتيیعطى بالشكل Lالمؤثر التفاضلي إنُحیث 

,
dx
dL =                      (11)

یُعرف بواسطة L-1و لذا المؤثر المعكوس 

( ) ( )dxL
x

ò ×=×-

0

1              (12)

-:تخدم الشروط الابتدائیة نحصل علىو نس) 10(المعادلة على جانبيL-1نطبق 

( ) ( ),11 uLLuL -- =                                                                  (13)

لذلك یكون لدینا 

( ) ( ) ( )uLuxu 10 -=-                              (14)

بشكل مكافئ أو

( ) ( )uLAxu 1-+=          (15)

تُعطي ) 15(كلا الجانبین للمعادلة إلى) 5(ل السلسلة المفروضة من معادلة نستبد

( ) ( )÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+= åå

¥
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-
¥

= 0

1

0 n
n

n
n xuLAxu          (16)

-:الآتیةالعلاقة التكراریة ) 16(للمعادلة یكون
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+ kxuLxu

Axu

kk

                                                      (17)

و لذلك نحصل علیهم ،ًشرةیتبع مبا
( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

M

,
!3

,
!2

,
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3

2
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1
1

2

0
1

1

0

xAxuLxu

xAxuLxu

AxxuLxu

Axu
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-

-

                   (18)

-:على النحو الآتيتعطي الحل في شكل متسلسلة ) 5(في المعادلة ) 18(نستبدل العلاقة 

( ) ,
!3!2

1
32

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++++= L

xxxAxu          (19)

-:الآتيو في شكل مغلق یكون 

( ) xAexu =          (20)

-:الآتيالتي تكون بالشكل Airyمعادلة تعد كذلك و المعادلة المشهورة 

( ) ( )xxuxu =¢¢   , ( ) Au =0  , ( ) Bu =¢ 0          (21)

بشكل المؤثر فتصبح ) 21(نكتب المعادلة 

xuLu =          (22)

-:الآتيیعطى بالشكل Lالمؤثر التفاضلي أنُحیث 

2

2

dx
dL =                    (23)

یُعرف بواسطة L-1و لذا المؤثر المعكوس 

( ) ( )ò ò ×=×-
x x

dxdxL
0 0

1          (24)

و باستخدام الشروط الابتدائیة نحصل علیهم ) 21(على كلا الجانبین للمعادلة L-1مع المؤثر 

( ) ( )xuLLuL 11 -- =                    (25)

و لذلك تكون 

( ) ( ) ( ) ( )xuLuuxxu 100 -=-¢-          (26)

بشكل مكافئ أو

( ) ( ),1 xuLBxAxu -++=          (27)

تُعطي ) 27(كلا الجانبین للمعادلة إلى) 5(نستبدل السلسلة المفروضة من معادلة 
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-:الآتیةبعد طریقة التحلیل نحصل على العلاقة التكراریة 
( )
( ) ( )( ) 0,

,
1

1

0
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+ kxxuLxu

BxAxu

kk

         (29)

و لذلك نحصل علیهم 
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

M

504180
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43

0
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xBxAxxuLxu

xBxAxxuLxu

BxAxu
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         (30)

-:على النحو الآتيتعطي الحل في شكل متسلسلة ) 5(في المعادلة ) 30(نستبدل العلاقة 

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++= LL

504121806
1

7463 xxxBxxAxu               (31)

. لتحسین دقة التقریبتحسب بسهولة أنیمكن الأخرىالأساسیةعناصرال

:الأبعادللمعادلات التفاضلیة الجزئیة ثلاثیة ) Adomian(اشتقاق طریقة تحلیل أدوماین 12.

التــي الأبعــادمــن معــادلات التوصــیل الحــراري مــن نــوع القطــع المكــافئ فــي فــضاء ثلاثــي 

-:الآتيبالشكل تكون 

zzyyxxt uuuu ++=                                                                (32)

azyxإنُحیث  ££ 0³tو 0,,
-:الآتيتكون بالشكل ) 32(الابتدائیة للمعادلة طوباستخدام الشرو

( ) ( )zyxfzyxu ,,0,,, =          (33)

azyxأنُحیث  ££ ,,0

)إنو  )tzyxuu ,,,º نقطــة محــدد مكانهــا فــي الموقــع ةلأیــتــدل علــى درجــة الحــرارة( )zyx ,,

]. t]7لحجم المستطیل في أي وقت كان 

-:على النحو الآتيفي شكل المؤثر ) 32(ًنعید أولا كتابة المعادلة 

uLuLuLuL zyxt ++=          (34)

txyzالمؤثرات التفاضلیة إنُحیث  LLLL -:الآتيتُعرف بالشكل ,,,

2
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L zyxt ¶
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¶
¶

=
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=

-1المعكوس أوالمؤثر التكاملي عن إنًفضلا 
tL یأتيموجود و معطى كما:-
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( ) ( )dtL
t

t ò ×=×-

0

1          (35)

-1طبق المؤثر التكاملي ـن
tLستخدم الـشروط الحدودیـة تـؤدي ــو ن) 34(لا الجانبین للمعادلـة ــكإلـى

إلى

( ) ( )uLuLuLLuLL zyxttt ++= -- 11          (36)

ــ ــtإلــىبالنــسبة ) 36(ن المعادلــة ـمــالأیــسرعالج الجانــب ـن خدام الــشروط الابتدائیــة نحــصل استـو ب

-:على

( ) ( ) t
t

tt tzyxudt
t
uuLL 0

0

1 ,,,=
¶
¶

= ò-

( ) )0,,,(,,, zyxutzyxu -=

( ) ( ) ( )zyxftzyxuuLL tt ,,,,,1 -=-          (37)

-:الآتيینتج ) 36(في المعادلة ) 37(ًو بناءا على ذلك نستبدل المعادلة 

( ) ( ) ( )uLuLuLLzyxftzyxu zyxt +++= -1,,,,,                   (38)

)تُعــــرف الحــــل ) Adomian(طریقــــة تحلیــــل أدومــــاین  )tzyxu تُعطــــى علــــى شــــكل متسلــــسلة,,,

بواسطة 

( ) ( )å
¥
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=
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,,,,,,
n

n tzyxutzyxu              (39)

-:الآتيیحصل ) 38(كلا الجانبین المعادلة إلى) 39(نستبدل المعادلة 

( ) ÷÷
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)الأساســیةالعناصـر  )tzyxun بالكامــل باسـتخدام العلاقــة التكراریــة د تحــدأنیمكـن 0³nو ,,,

-:الآتیة
( ) ( )
( ) ( ) 0,,,,

,,,,,,
1

1

0

³++=

=
-

+ kuLuLuLLtzyxu

zyxftzyxu

kzkykxtk
         (41)

الأساســـیةالعناصـــر ،و لـــذلكیلائـــمتحـــدد بـــشكل تكـــراري بقـــدر مـــا أنیمكـــن الأساســـیةالعناصـــر 

( )tzyxun . الحل على شكل متسلسلةتحدد بالكامل و 0³nو ,,,

Numerical Resultsالنتـائج العددیـة. 3

سنـــستخدمها فــــي ) Adomian(و مــــن اجــــل تــــوضیح النتـــائج العددیـــة لطریقـــة تحلیـــل أدومـــاین 

الحدودیــة و مــع الــشروطمناقــشة مثــالین لمعــادلات الحــرارة مــن نــوع القطــع المكــافئ ثلاثیــة الأبعــاد

-:الابتدائیة كما یأتي
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: ]1[)1(مثال 

:یم الحدودیة و الابتدائیة الآتیةنعتبر مسألة الق

2
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z
u
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u

x
u

t
u

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶                     0 < x,y,z < 1 ; t > 0               (42)

( ) ( ),sin0,,, zyxzyxu ++= ( )1,,0 ££ zyx               (43)
( ) ( )
( ) ( ),1sin,,,1

,sin,,,0
3

3

zyetzyu
zyetzyu

t

t

++=

+=
-

-

( )0;1,0 ³££ tzy

( ) ( )
( ) ( ),1sin,,1,

,sin,,0,
3

3

zxetzxu
zxetzxu

t
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++=

+=
-
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( )0;1,0 ³££ tzx             (44)

( ) ( )
( ) ( ),1sin,1,,

,sin,0,,
3

3

++=

+=
-

-

yxetyxu
yxetyxu

t

t

( )0;1,0 ³££ tyx

سبة إلــــــى خطــــــوات الطــــــول و نأخــــــذ قــــــیم المعلمــــــات بالنــــــ
10
1

=D=D=D zyx و خطــــــوة الــــــزمن

( )2xrt D=D8ُیث أنـحــــ
1

=rنـــــستخدم الحـــــل المـــــضبوط العددیـــــة ن اجـــــل مقارنـــــة النتــــائج ـو مـــــ

)) 42(عادلةللم ) ( )zyxetzyxu t ++= - sin,,, 0,,1إنُحیث 3 ££ zyx0³وt.

) 42(بالنـسبة للمعادلـة ) 1(علـى المثـال ) Adomian(سنـستخدم طریقـة تحلیـل أدومـاین 

-:جانبي المعادلة نحصل علىإلىLنطبق المؤثر التفاضلي 
uLuLuLuL zyxt ++=

-Lنطبــق المــؤثر المعكــوس 
t
نــستخدم الــشرط الابتــدائي ) 37(و معادلــة ) 36(علــى وفــق معادلــة 1

-:نتج الآتيی) 43(

( ) ( ) ( )uLuLuLLzyxtzyxu zyxt +++++= -1sin,,,                 (45)

) Adomian(الآن نستخدم متسلسلة تحلیل أدوماین 

( ) ( )å
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=
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,,,,,,
n

n tzyxutzyxu (46)

-:ینتج الآتي) 45(كلا الجانبین للمعادلة إلى) 46(نستبدل المعادلة 
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           (47)

)الأساسیة عناصرال )tzyxun -:یمكن أن تحدد باستخدام العلاقة التكراریة الآتیة0³nو ,,,



...طریقة تحلیل أدوماین لحل المعادلات التفاضلیة الجزئیة

]486[

( ) ( ),sin,,,0 zyxtzyxu ++=

( ) ( ),sin3,,,1 zyxttzyxu ++-=

( ) ( ) ( ),sin
2

3,,,
2

2 zyxttzyxu ++=

( ) ( ) ( )

M

M

,sin
6

3,,,
3

3 zyxttzyxu ++-=

الأساســیة صــر انو ذلــك بجمــع الع) 45(وعلــى وفــق ذلــك نحــصل علــى متسلــسلة التحلیــل المعادلــة 

-:فینتج الحل الآتيأعلاه
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!2
331)sin(,,,

32 tttzyxtzyxu            (48)

و منهـــا نحـــسب ) 43(مـــع الـــشرط الابتـــدائي (42)تبـــین الحـــل التقریبـــي للمعادلـــة ) 48(المعادلـــة 

. اًكون تقریبیالحل العددي للمعادلة الذي ی

]:7) [2(مثال ال

:یم الحدودیة و الابتدائیة الآتیةنأخذ مسألة الق
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¶         0 < x,y,z < 1 ; t > 0              (49)

( ) ,sinsinsin20,,, zyxzyxu = ( )p££ zyx ,,0                   (50)
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tyxutyxu
tzxutzxu
tzyutzyu
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p
( )0;,,0 ³££ tzyx p                    (51)

و نأخــــــذ قــــــیم المعلمــــــات بالنــــــسبة إلــــــى خطــــــوات الطــــــول 
10
p

=D=D=D zyx و خطــــــوة الــــــزمن

( )2xrt D=D8ُحـــــیث أن
1

=rمـــــضبوط و مــــــن اجـــــل مقارنـــــة النتــــائج العددیـــــة نـــــستخدم الحـــــل ال

)) 49(عادلةللم ) zyxetzyxu t sinsinsin2,,, ££pُحیث أن=-3 zyx . 0³tو0,,

علـــــى ) Adomian(سنــــستخدم طریقــــة تحلیــــل أدومــــاین ) 1(بالمثــــال ُو بالأســــلوب نفــــسه

-Lنطبــق المــؤثر المعكــوس ) 50(و الــشرط الابتــدائي ) 49(بالنــسبة للمعادلــة ) 2(المثــال 
t
علــى 1

-:ینتج الآتي) 37(و معادلة ) 36(وفق معادلة 

( ) ( )uLuLuLLzyxtzyxu zyxt +++= -1sinsinsin2,,,             (52)

كــذلك و نــستبدلها إلــى كــلا جــانبي ) 46(المعادلــة ) Adomian(نــستخدم متسلــسلة تحلیــل أدومــاین 

-:على النحو الآتي) 52(المعادلة 
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)الأساسیة عناصرال )tzyxun -:یمكن أن تحدد باستخدام العلاقة التكراریة الآتیة0³nو ,,,

( ) ,sinsinsin2,,,0 zyxtzyxu =

( ) ( ) ,sinsinsin32,,,1 zyxttzyxu -=

( ) ( ) ,sinsinsin
!2

32,,,
2

2 zyxttzyxu =

( ) ( ) ,sinsinsin
!3

32,,,
3

3 zyxttzyxu -=

M

M

الأساســیة و ذلــك بجمــع العناصــر ) 52(ل المعادلــة وعلــى وفــق ذلــك نحــصل علــى متسلــسلة التحلیــ

-:فینتج الحل الآتيأعلاه

( ) ( )
)

!3
3

!2
3

31(sinsinsin2),,,(
32

Lm
tt

tzyxtzyxu -+-=               (54)

و منهـــا نحـــسب ) 50(مـــع الـــشرط الابتـــدائي (49)تبـــین الحـــل التقریبـــي للمعادلـــة ) 54(المعادلـــة 

. الحل العددي للمعادلة الذي یكون تقریبي

لمعادلـة الحـرارة مـن نـوع ةالعددیـنتـائجالعلـىیحتـوي) 1(ال ثـلمى اإلبالنسبة ) 1(جدول ال

خطــوة حجــم عنــد ) Adomian(أبعــاد باســتخدام طریقــة تحلیــل أدومــاین ةالقطــع المكــافئ فــي ثلاثــ

الطـــول 
10
1

=D=D=D zyxزمن ـجم خطـــوة الــــو حـــ( )2xrt D=D أن ُحیـــث
8
1

=r،ل نقـــدم شـــك

. بین قیم النتائج العددیة للطریقة مع الحل المضبوطكذلك للمقارنة ) 1(

یحتوي النتائج العددیة لمعادلة الحـرارة مـن نـوع القطـع ) 2(بالنسبة إلى المثال ) 2(جدول ال

عنــد حجــم خطــوة الطــول ) Adomian(أبعــاد باســتخدام طریقــة تحلیــل أدومــاین ةالمكــافئ فــي ثلاثــ

10
p

=D=D=D zyx و حــــــجم خطـــــوة الــــــزمن( )2xrt D=D 8ُحیـــــث أن
1

=r، 2(نقـــــدم شـــــكل (

. بین قیم النتائج العددیة للطریقة مع الحل المضبوطكذلك للمقارنة 
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) 1(الجدول 

مـع الحـل المـضبوط لقـیم الدالـة ) Adomian(یوضـح مقارنـة الحـل العـددي لطریقـة تحلیـل أدومـاین 

uنـــــــد نقـــــــاط المـــــــشبك ع( )nkji tzyx التـــــــي تحـــــــسب عنـــــــد حجـــــــم خطـــــــوة الطـــــــول ، المختـــــــارة,,,

10
1

=D=D=D zyx و نأخذ
8
1

=r و حجم خطوة الزمن( )2xrt D=D .

Point

(i,j,k,n)

Exact

Solution

Adomian Decomposition

Method

(6,7,2,1) 0.932039085967226 0.932039085967226

(3,9,5,1) 0.985449729988460 0.985449729988460

(4,3,4,2) 0.714671043169683 0.714671043169683

(3,5,6,2) 0.887871590937416 0.887871590937416

(5,4,2,3) 0.711996045513165 0.711996045513165

(4,5,10,3) 0.992104843875343 0.992104843875343

(3,5,3,4) 0.709331060312770 0.709331060312770

(6,8,7,4) 0.962953240876105 0.962953240876105

(8,6,2,5) 0.949212672956738 0.949212672956738

(8,10,6,5) 0.850357853463003 0.850357853463003

(7,2,8,6) 0.967144693545056 0.967144693545056

(3,5,10,6) 0.978966205757857 0.978966205757857

(4,5,3,7) 0.765898855015105 0.765898855015105

(4,8,6,7) 0.975301957246265 0.975301957246265

(4,3,5,8) 0.763032112809896 0.763032112809896

(2,5,9,8) 0.938593873129919 0.938593873129919

(4,5,3,9) 0.760176100756347 0.760176100756347

(4,7,6,9) 0.956325289003884 0.956325289003884

(3,4,6,10) 0.813545236782598 0.813545236782598

(3,8,9,10) 0.958754606628183 0.958754606628183

(2,3,4,11) 0.543860478382176 0.543860478382176

(6,5,10,11) 0.938004601772525 0.938004601772525
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)2(الجدول 

مـع الحـل المـضبوط لقـیم الدالـة ) Adomian(یوضـح مقارنـة الحـل العـددي لطریقـة تحلیـل أدومـاین 

u عنـــــــد نقـــــــاط المـــــــشبك( )nkji tzyx التـــــــي تحـــــــسب عنـــــــد حجـــــــم خطـــــــوة الطـــــــول ، المختـــــــارة,,,

10
p

=D=D=D zyx و نأخذ
8
1

=r و حجم خطوة الزمن( )2xrt D=D.

Point

(i,j,k,n)

Exact

Solution

Adomian Decomposition

Method

(3,4,3,1) 0.559016994374947 0.559016994374947

(5,6,6,1) 1.902113032590307 1.902113032590307

(5,7,3,2) 1.024678565967515 1.024678565967515

(4,5,8,2) 1.199714561560868 1.199714561560868

(6,8,7,3) 1.429047305230171 1.429047305230171

(4,4,10,3) 0.375647314524755 0.375647314524755

(2,6,2,4) 0.170912443454554 0.170912443454554

(8,7,6,4) 1.377123613163714 1.377123613163714

(5,4,3,5) 0.780041897607582 0.780041897607582

(6,7,8,5) 1.327086541496697 1.327086541496697

(4,3,5,6) 0.751699480150808 0.751699480150808

(5,5,10,6) 0.464575828058826 0.464575828058826

(2,2,4,7) 0.123740049950790 0.123740049950790

(4,4,8,7) 0.848126919671547 0.848126919671547

(4,10,3,8) 0.226815603482854 0.226815603482854

(5,5,7,8) 1.327801670325082 1.327801670325082

(6,6,4,9) 1.203367279063584 1.203367279063584

(3,7,9,9) 0.488747163462448 0.488747163462448

(3,3,4,10) 0.400646994061914 0.400646994061914

(2,3,6,10) 0.260356199214448 0.260356199214448

(5,5,6,11) 1.249412493560862 1.249412493560862

(4,3,10,11) 0.202979363938697 0.202979363938697
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) 1(الشكل 

و مـــع الحـــل المـــضبوط ) Adomian(یوضـــح مقارنـــة الحـــل العـــددي بـــین طریقـــة تحلیـــل أدومـــاین 

k=4و الــشریحة n=8المــأخوذة مــن المكعــب u(3,:,4,8)و القــیم تكــون مــن ) 1(بالنــسبة للمثــال 

. jو لكل الأعمدة i=3و السطر 

) 2(الشكل 

و مـــع الحـــل المـــضبوط ) Adomian(یوضـــح مقارنـــة الحـــل العـــددي بـــین طریقـــة تحلیـــل أدومـــاین 

k=7و الــشریحة n=6المــأخوذة مــن المكعــب u(6,:,7,6)و القــیم تكــون مــن ) 2(بالنــسبة للمثــال 

.jو لكل الأعمدة i=6و السطر 
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)3(ل الشك

) Adomian(أبعــاد لطریقــة تحلیــل أدومــاین ةبالنــسبة للمثــال الأول یوضــح الحــل العــددي فــي ثلاثــ

و لكـــل k=2و الـــشریحة n=8المـــأخوذة مـــن المكعـــب u(:,:,2,8)العددیـــة التـــي تكـــون مـــن قـــیم 

.jو لكل الأعمدة iالأسطر 

)4(الشكل 

)  Adomian(أبعــاد لطریقــة تحلیــل أدومــاین ةبالنــسبة للمثــال الثــاني یوضــح الحــل العــددي فــي ثلاثــ

و لكـــل k=4و الـــشریحة n=6المـــأخوذة مـــن المكعـــب u(:,:,4,6)العددیـــة التـــي تكـــون مـــن قـــیم 

.jو لكل الأعمدة iالأسطر 
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Conclusionالاستنتاج . 4

الطریقة استخدمت لإیجاد نلاحظ أن، )Adomian(أدوماین تحلیل خلال دراستنا لطریقة 

نستنتج من الطریقة لا تتطلب حسابات كبیرة باستخدام الحاسوب الآلي و لذلك الحلول التقریبیة و 

أن أبعاد ةللمعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة من نوع القطع المكافئ في ثلاثالنتائج العددیة 

من خلال عملیة ذات كفایةمن الحل المضبوط و أن سلسلة التحلیل تكون ًالطریقة قریبة تماما

.عدد محدود من العناصر الأساسیةللتوصل إلى نتائج متقاربة عندالتكرار المستمرة 
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