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ًبطریقة أحادیة البعد محلیا أبعادةالحل التقریبي لمعادلة الحرارة في ثلاث

**محمود محمد حازم*أمینعبد الغفور محمد .د

الملخص 

فـي هــذا البحـث، تــم حـل إحــدى المعـادلات التفاضــلیة الجزئیـة مــن نـوع القطــع المكـافئ فــي 

ًة بطرائـق أحادیـة البعـد محلیـا، و بمقارنـة النتـائج لهـذه الطرائـق مـع ثلاث أبعاد و هـي معادلـة الحـرار
-Crank(ًالحـــل المـــضبوط، نلاحـــظ أن النتـــائج قریبـــة مـــن الحـــل و خـــصوصا الطریقـــة الـــضمنیة 

Nicholson .( ثــــم تــــم دراســــة الاســــتقراریة العددیــــة و الاتــــساق العــــددي و التقــــارب العــــددي لهــــذه

و مـــستقرة بـــشروط مـــع ) C-N(روط مـــع الطریقـــة الـــضمنیة الطرائـــق تبـــین بأنهـــا مـــستقرة بـــدون شـــ

. الطریقة الصریحة الاعتیادیة، الاتساق و التقارب تم تحقیقهم

An approximate Solution of Heat Equation in
Three Dimensions by LOD Method

Abstract
In this paper, we solve one of the parabolic partial differential

equations in three dimensions which is heat equation with Locally One
Dimension methods, and by comparing the results by this method with
the exact solution, we see that the results are nearest to the solution and
specially of the implicit method (Crank-Nicholson). Then we study the
numerical stability, numerical consistency and numerical convergence of
these methods which  shows that it’s unconditionally stable with (C-N)
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and conditionally stable with explicit scheme. Consistence and converge
are realized.

Introductionالمقدمـة . 1

ًهـذه الطرائـق عرفـت بطریقـة أُحادیـة البعـد محلیـا  ُ)Locally One-Dimensional    (

ذه و مثـــل هـــ) fractional splitting approximations(أو تقریبـــات الانـــشطاریة الجزئیـــة 

)              1966(Hubbardو ) Yanenko)1970الطرائــــــق نوقــــــشت بالتفــــــصیل عــــــن طریــــــق 

Morrisو ) 1971(Mitchellو كــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــذلك ) Mitchell)1972 ،1969و Gourlayو 

ًاقترح طریقة أحادیـة البعـد محلیـا لكونهـا مـن الطرائـق Yanenkoُحیث أن ) Gourlay)1973و 
أبعـاد إلـى نظـام متعاقـب مـن أحادیـة ةات بعـدین أو ثلاثـوي إلى تخفـیض مـسائل ذالكفوءة التي تؤد

و طرائــق أخــرى كمــا ) LOD(ًقــدم كــذلك مقارنــة مثیــرة جــدا بــین طرائــق ) Morris)1970البعــد و 

طبق مسألة انسیاب الحرارة مع مصدر حراري متقطع، وهـذه الطرائـق یتوقـع أن تـستخدم فـي بعـض 

].3[یود عند كل أنواع الانشطار التي تكون مماثلة الحالات أو تحت بعض الق

قـــدمت عـــن طریـــق علمـــاء التحلیـــل العـــددي فـــي ) LOD(ًإن طرائـــق أحادیـــة البعـــد محلیـــا 

بالمــصطلح المــستعمل فــي Yanenkoالاتحـاد الــسوفیتي الــسابق و عولجــت بالتفــصیل عـن طریــق 

ُبـأس بـه، و لكـن كثـف معالجتـه بـشروط ة أنجزها إلـى حـد لاأاغلب الأحیان طریقة الخطوات المجز
یختلــف ) LOD(ًو إن بنـاء طــرائق أحادیـة البعـد محلیـا Grifithsو Mitchellعـن طریـق العلمـاء 

ًعـــن طرائـــق أخـــرى فـــي تلـــك المعـــادلات التفاضـــلیة، إذ عـــادة یكـــون الانـــشطار أولا بـــشكل اتجـــاهي           ً
خطوتــان رئیــسیتان تتطلبـان التحلیــل لتطبیــق هــذه و النتیجـة منفــصلة بــالطرائق القیاســیة لـذلك هنــاك

]12[التقنیات 

.انشطار المعادلة التفاضلیة- 1

).D-1(انفصال لنتائج المعادلة الأحادیة البعد - 2

تكـــون الفكـــرة الرئیـــسة لهـــذه الطرائـــق باســـتخدام الطرائـــق العددیـــة التـــي تـــستبدل المعـــادلات 

ظهـر الاشـتقاقات الجزئیـة فـــي المعـادلات التـــفاضلیة التفاضـلیة الجزئیـة بالفروقـات المنتهیـة عـندمــا ت

مــن المعــادلات الجبریــة التــي یــؤدي حلهــا إلــى حــل اًالجـــزئیة وتنــتج معادلــة جبریــة وحیــدة أو نظامــ

التــي (ٕالمعادلــة التفاضــلیة الجزئیــة الأصــلیة فــي نقــاط مختــارة علــى شــبكة الحــل، وان شــبكة الحــل 

تنــشأ بتقــسیم المحــاور المتمثلــة بــالمتغیرات ) العددیــة كــذلكتــدعى باســم الــشبكة الحــسابیة أو الــشبكة

ًعـدد مـن الفتـرات و إن نقـاط الفتـرة تمثـل الحـل و إذا رسـمنا خطوطـا علـىالمستقلة في مجال الحل 
تكـــون لـــدینا شـــبكة وهـــذه الـــشبكة تـــدعى بالـــشبكة تعمودیـــة لنقـــاط الفتـــرات علـــى المحـــاور المعطـــاة 

].10[الحسابیة 
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بحــل ) 1994(ســنة ] 6[فــي البحــث K.J. Haymanو B.J.Noyeإذ تقـدم الباحثــان

معادلـة الانتــشار معتمـدة الــزمن ذات بعــدین باسـتخدام طرائــق الفروقــات المنتهیـة الانــشطاریة للــزمن 

، وطریقــة أحادیــة البعــد )ADI(الرتبــة الرابعــة تعنــي ذلــك طریقــة المتجهــات الــضمنیة المتعاقبــة يذ

لاحظــــا إن الطریقــــة الــــضمنیة المتعاقبـــــة ) Dirichlet(ودیــــة لــــــ مــــع الــــشروط الحد) LOD(ًمحلیــــا 

)ADI ( ًطریقــة أحادیــة البعــد محلیــا الٕمــستقرة بــدون شــروط، وان)LOD ( مــستقرة بــشروط واســتنتجا

).LOD(أفضل بكثیر في الحل العددي من طریقة ) ADI(أن طریقة 

ســنة ] 8[لبحــث فـي اTongke Wangو Jinggang Qinفـي حــین قـدم الباحثــان 

طرائق عددیة كفوءة و دقیقـة لحـل المعـادلات التفاضـلیة للقطـع المكـافئ باسـتخدام طریقـة ) 2009(

، التــي لهــا دقــة الرتبــة الثانیــة بمــرور الــزمن، ودقــة )LOD(ًالفروقــات المنتهیــة أحادیــة البعــد محلیــا 

المكـافئ غیــر المتجانــسة الرتبـة الرابعــة فـي الفــضاء، ولقــد اسـتخدما الطریقــة فــي حـل معادلــة القطــع 

بعـــاد، و عنـــد مقارنـــة النتـــائج العددیـــة للطریقـــة مـــع الطرائـــق المركبـــة الأذات بعـــدین أو ذات ثلاثـــة 

ابقیــا، بینمــا )CPU(الأخــرى وجــدا أنهــا تحتــاج إلــى وقــت اقــل بكثیــر مــن وحــدة المعالجــة المركزیــة 

ون شــروط، والنتـائج العددیـة لهــذه رتبـة التقـارب نفـسها ولقــد اثبتـا كـذلك أن الطریقــة تكـون مـستقرة بـد

. فوق على الطرائق الأخرى من ناحیة الدقة والكلفة الحسابیةتت) LOD(الطریقة 

ةفـي هـذا البحــث نـدرس الحـل التقریبــي لنمـوذج مــن المعـادلات التفاضـلیة الجزئیــة فـي ثلاثــ

تــي تــشطر المعادلــة ال) LOD(ًأبعـاد مــن نــوع القطــع المكــافئ باســتخدام طرائــق أحادیــة البعــد محلیــا 

ات بعـــد واحـــد وعلـــى وفـــق ذلـــك نـــستخدم وثلاثیـــة الأبعـــاد إلـــى ثـــلاث معـــادلات متعاقبـــة بانتظـــام ذ

-:طریقتین من طرائق الفروقات المنتهیة هما

) Explicit scheme(الطریقة الصریحة -1

) Crank-Nicholson(الطریقة الضمنیة -2

طرائـــــق الـــــصریحة (ًیـــــة البعـــــد محلیـــــا ًنـــــشتق أولا صـــــیغ الفروقـــــات المنتهیـــــة للطرائـــــق أحاد

ومقارنــة النتــائج العددیـة مــع الحــل المــضبوط كــذلك، ونختبــر ةللمعادلــة المعطــا)) C-N(والـضمنیة 

.الاستقراریة العددیة و الاتساق العددي و التقارب العددي للطرائق

elMathematical Modالنموذج الریاضي. 2

ابعـــاد یكـــون ةفـــي حالـــة المعـــادلات التفاضـــلیة الجزئیـــة مـــن نـــوع القطـــع المكـــافئ فـــي ثلاثـــ

-:النموذج الآتي

zzyyxxt uuuu ++=                                                             (1)
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azyxُحیث إن            ££ ،  0³tو 0,,

)و أن  )tzyxuu ,,,ºنقطـة محـدد مكانهـا فـي الموقـع ةتدل على درجة الحرارة لأیـ( )zyx لحجـم ,,

]. t]5[،]11المستطیل في أي وقت كان 

یكـون علـى وفـق مــا او حـسب الفتـرة لكــل واحـدة منهمـ) 1(الـشروط الحدودیـة و الابتدائیـة للمعادلـة 

-:یأتي

( ) ( )zyxgzyxu ,,0,,, = ( )azyx ££ ,,0                             (2)

( ) ( )
( ) ( )tzyftzyau

tzyftzyu
,,,,,

,,,,,,0

2

1

=
= ( )0;,0 ³££ tazy                           (3)

( ) ( )
( ) ( )tzxftzaxu

tzxftzxu
,,,,,

,,,,,0,

4

3

=
= ( )0;,0 ³££ tazx                            (4)

( ) ( )
( ) ( )tyxftayxu

tyxftyxu
,,,,,

,,,,0,,

6

5

=
= ( )0;,0 ³££ tayx                            (5)

تمثــــــــل ) 2(دوال معروفــــــــة وأن المعادلــــــــة g ،1f ،2f ،3f ،4f ،5f ،6fحیــــــــث أن 

)تمثل الـشروط الحدودیـة لكـل مـن ) 5(و ) 4(و ) 3(الشرط الابتدائي والمعادلات  )zyx علـى ,,

.التوالي

-):Dimensional-Locally One(ًاشتقاق طرائق أحادیة البعد محلیا . 3

:الاعتیادیة ) Explicit scheme(الطریقة الصریحة -1

)نقــــوم فیمــــا یــــأتي بتوضــــیح حــــساب تقریبــــات الفروقــــات المنتهیــــة للدالــــة )tzyxu فــــي ,,,

إن الطریقــة الــصریحة الاعتیادیــة تــستخدم إذبتطبیــق الطریقــة الــصریحة الاعتیادیــة، ) 1(المعادلــة 

ثلاثیــة ) 1(واحــد و لكــن فــي حالــة المعادلــة البعــد الات وفــي حالــة المعــادلات التفاضــلیة الجزئیــة ذ

ات بعــد ولــة ثلاثیــة الأبعــاد إلــى معــادلات ذًالأبعـاد لا یمكــن تطبیقهــا مباشــرة إلا بعــد تخفــیض المعاد

).LOD(ًواحد متعاقبة بانتظام باستخدام طریقة أحادیة البعد محلیا 

ات بعــد واحـــد علــى النحـــو وإلـــى ثــلاث معـــادلات متعاقبــة بانتظـــام ذ) 1(لــذا نقــوم بـــشطر المعادلــة 

-:الآتي

2

2

3
1

x
u

t
u

¶
¶

=
¶
¶                                                                            (6)





]445[

2

2

3
1

y
u

t
u

¶
¶

=
¶
¶                                                                              (7)

2

2

3
1

z
u

t
u

¶
¶

=
¶
¶                                                                        (8)

)ذلك سنقسم مجال المكعب ًو بناءا على  )zyx xلــى مـشبك مــن الـنــقاط للـمتـغیــرات المـستقلة ع,,
،y،z و كذلك للزمنtكما یأتي:-

xix D= ,yjy D=  ،zkz D= ،tnt D=

,,,L,2,1,0ُحیث إن   =nkji

كــل واحــدة علــى ) 8(و )  7(و )  6(ثــم بعــد ذلــك نحــسب تقریبــات الفروقــات المنتهیــة للمعــادلات 

عنــد كـل مــشبك مـن النقــاط الـذي یكــون لكــل متغیـر مــستقل واحـد فــي اتجاهـات مختلفــة و نبــدأ هحـد

و tالتـي تكـون فروقـات أمامیـة لــ xxuو tuبتطبیق تقریبات الفروقات المنتهیة لــ xفي الاتجاه 

-:على النحو الآتي) 6(بالنسبة للمعادلة x) الفضاء(فروقات مركزیة لـلمتغیر المستقل 
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و نـــضع  tDبــــ ) 9(نـــضرب المعادلـــة 
( )2x

tr
D
D

، و بتبـــسیط المعادلـــة وجمـــع الحـــدود المتـــشابهة =

) 10(نحصل على المعادلة 

( ) n
kji

n
kji

n
kji

n
kji ruruuru ,,1,,1,,

1
,, 3361 +-
+ ++-=                                (10)

و tمیـة لــ  التـي تكـون فروقـات أماyyuو tuنطبـق تقریبـات الفروقـات المنتهیـة لــ yفي الاتجاه 

-:على النحو الآتي) 7(بالنسبة للمعادلة y) الفضاء(فروقات مركزیة للمتغیر المستقل 
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و نــضع tDبـــ ) 11(نــضرب المعادلــة 
( )2y

tr
D
D

دلــة وجمــع الحــدود المتــشابهة ،  و بتبــسیط المعا=

) 12(نحصل على المعادلة 
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n
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التـي تكـون فروقـات zzuو tuتطبیق تقریبـات الفروقـات المنتهیـة لــ zو كذلك یكون في الاتجاه 

علـــى النحـــو ) 8(بالنـــسبة للمعادلـــة z)  الفـــضاء(و فروقـــات مركزیـــة للمتغیـــر المـــستقل tأمامیـــة لــــ 
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و نـــضع tDبــــ ) 13(نـــضرب المعادلـــة 
( )2z

tr
D
D

المتـــشابهة ، و بتبـــسیط المعادلـــة وجمـــع الحـــدود=

) 14(نحصل على المعادلة 
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+ ++-=                               (14)

عــن طریــق اســتخدام الطریقــة الــصریحة ) 14(و ) 12(و ) 10(و علیــه نعــالج كــل مــن المعــادلات 

بجمــع ، و nبـــالاعتماد عـــلى المــستوي الــذي قـــبله ) n+1(الاعتیادیــة لبعــد واحـــد لحــساب المــستوي 

الأصـلیة  ثلاثیـة الأبعـاد  ) 1(النتائج التقریبیة للمعادلات الثلاث أعلاه سنحصل على حل المعادلـة 

)1(و كما موضح في الشكل 
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x،yهـات إلـى اتجا) LOD(ًثلاثیة الأبعاد باسـتخدام طرائـق أحادیـة البعـد محلیـا ) 1(یوضح انشطار المعادلة 
،zلمعادلات ببعد واحد لإیجاد الحل التقریبي للطریقة الصریحة الاعتیادیة.
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) :Nicholson-Crank(الطریقة الضمنیة -2

Phyllisو  John Crankمــن الـعــالمین   1947اكـتـشفت هــذه الطریقـة فــي عــام 

Nicholson نقوم فیمــا وســ] 4[لــى التقریبــات العددیــة لحــل المعــادلات التفاضــلیة الجزئیــة امــستندة

)یــــأتي بتوضــــیح حــــساب تقریبــــات الفروقـــــات المنتهیــــة للدالــــة  )tzyxu ) 1(فــــي المعادلـــــة ,,,

تـستخدم فــي حالـة المعــادلات التفاضــلیة) C-N(وٕاذ إن طریقــة ) C-N(بتطبیـق الطریقــة الـضمنیة 

ًثلاثیــة الأبعــاد لا یمكــن تطبیقهــا مباشــرة ) 1(واحــد و لكــن فــي حالــة المعادلــة البعــد الات والجزئیــة ذ
فنلجــأ إلــى تخفــیض المعادلــة ) x،y،z(لــصعوبة معالجــة النقــاط التــي تكــون فــي اتجاهــات مختلفــة 

یكـون ذلـك ثلاثیة الأبعاد إلـى معادلـة ذات بعـد واحـد لكـي یـسهل التعامـل مـع النقـاط و معالجتهـا و 

تعتمـد علـى اخـذ المعـدل ) C-N(ُ، و حیث إن طریقـة )LOD(ًباستخدام طریقة أحادیة البعد محلیا 

، لـــذا بعــد التخفــیض نأخــذ المعـــدل )الفــضاء(الحــسابي لمعادلــة الفروقــات عنـــد المتغیــرات المــستقلة 

ة عنــــد و تكــــون المعــــادلات الفرقیــــn+1و nعنــــد الــــزمن x،y،zالحــــسابي للمتغیــــرات المــــستقلة 

.الذي یقع بین المستویات للمكعباتn+1/2في tالزمن 

إلـــى ثـــلاث معـــادلات متعاقبـــة بانتظـــام ذات بعـــد واحـــد علـــى النحـــو ) 1(لـــذا نقـــوم بـــشطر المعادلـــة 
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)ًو بناء على ذلك سنقسم مجال المكعب   )zyx xالــنقاط للـمــتغیرات المـستقلة لــى مـشبك مــنع,,

،y،z و كذلك للزمنtعلى النحو الآتي:-

xix D=،yjy D= ,zkz D= ،tnt D=

,,,L,2,1,0ُحیث إن     =nkji

)         16(و ) 15(ـات المنتهیــــة للمعــــادلات ثــــم بعــــد ذلــــك نحــــسب المعــــدل الحــــسابـي لتقریبــــات الفروقــــ

عنــد كــل مــشبك مــن النقــاط لكــل متغیــر مــستقل واحــد فــي اتجاهــات هكــل واحــدة علــى حــد) 17(و 
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بالنـسبة للمعادلـة xxuو  tuبتطبیق تقریبات الفروقـات المنتهیـة لــ xمختلفة و نبدأ في الاتجاه  

-:على النحو الآتيxxuلـ اًحسابیًو معدلاtuالتي تكون فروقات مركزیة لـ ) 15(
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و نضع tDبـ ) 18(نضرب المعادلة 
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)19(و بعد التبسیط و جمع الحدود المتشابهة نحصل على المعادلة 
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التــي تكــون ) 16(بالنــسبة للمعادلـة yyuو tuنطبـق تقریبــات الفروقــات المنتهیـة لـــ yفـي الاتجــاه 
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و نضع tDبـ ) 20(نضرب المعادلة 
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)21(و بعد التبسیط و جمع الحدود المتشابهة نحصل على المعادلة 
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ــــ zوكـــذلك یـكــــون فــــي الاتجـــاه  ـــة zzuو tuتطبیـــق تقریبـــات الفروقـــات المنتهیـــة ل بـالنـــسبة للمعادل

-:على النحو الآتيzzuلـ اًحسابیًو معدلاtuالتي تكون فروقات مركزیة لـ ) 17(
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و نضع tDبـ ) 22(نضرب المعادلة 
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)23(و بعد التبسیط و جمع الحدود المتشابهة نحصل على المعادلة 
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علــى B=ACبالنظــام الخطــي ) 23(و ) 21(و ) 19(الــسابقةیمكــن التعبیــر عــن المعــادلات 
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أو بــــالطرائق ) Gauss-Jordan(جــــوردان -كطریقــــة كــــاوس) Direct Methods(المباشــــرة 

).Iterative Methods(التكراریة 

وذلـــك بالطریقـــة ) 23(و ) 21(و ) 19(وعلـــى هـــذا الاســـاس و بعـــد معالجـــة كــــل مــــن المعـــادلات 

فـــــي الجانــــب الأیــــسر بـــــالاعتماد علـــــى ) n+1(المـــــستوي لبعــــد واحــــد لحــــساب ) C-N(الــــضمنیة 

بالجانــــب الأیمــــن و بجمــــع النتــــائج التقریبیــــة للمعــــادلات الــــثلاث سنحــــصل علــــى حــــل nالمــــستوي 

) 2(الأصلیة ثلاثیة الأبعاد و كما موضح في الشكل ) 1(المعادلة 
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)2(الشكل 

x،y،zإلى اتجاهات ) LOD(ًثلاثیة الأبعاد باستخدام طرائق أحادیة البعد محلیا ) 1(یوضح انشطار المعادلة 
).C-N(لمعادلات ببعد واحد لإیجاد الحل التقریبي للطریقة الضمنیة 
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Numerical Stabilityالاسـتقراریة العددیـة . 4

ُالاستقراریة طریقة تعطـى لحـل مجموعـة مـن المعـادلات التفاضـلیة بمقیـاس نظـري مـن المـدى الـذي  ٌ
للطرائــــق العددیــــة تــــرتبط ینــــتج الطرائــــق التــــي تحقــــق التقریبــــات للفروقــــات المنتهیــــة، و الاســــتقراریة

ُمباشـرة بالخطــأ العــددي حیــث أن أي طریقــة فروقــ ات منتهیـة تكــون مــستقرة إذا جعلــت الأخطــاء فــي ً

ةخطــوة زمنیـــة واحـــدة مـــن الحـــسابات لا تتـــسبب فـــي زیـــادة الأخطـــاء فـــي الحـــسابات المـــستمرة و أیـــ

طریقــة مــستقرة بــشكل محایــد فــي فتــرة زمنیــة تكــون فیهــا الأخطــاء ثابتــة فــي الحــسابات القادمــة  و 

ًأیضا تتلاشى الأخطاء تدریجیا و في النهایـة تتـضا ًءل خارجـا فـإن الطریقـة العددیـة یقـال عنهـا إنهـا ً
تكون مستقرة و إذا بالعكس فـإن الأخطاء تنمـو بمـرور الوقـت و یتباعـد الحـل العـددي مـن الحقیقـي 

]. 9[نها تكون غیر مستقرة بأو من الجواب الصحیح  و هكذا الطریقة العددیة یقال 

ضـــــــــروریة         ) Fourier(و فـــــــــورییر أ) Von-Neumann(إن اســـــــــتقراریة فـــــــــون نیومـــــــــان 

إن الملاحظـة الأساسـیة فـي طریقـة ُحیـث، و كافیة لإیجاد الاستقراریة للمعادلات التفاضلیة الجزئیة

بـــــأن الطرائـــــق العددیـــــة تكـــــون خطیـــــة و لـــــذا ســـــیكون لهـــــا حلـــــول فـــــي شـــــكل ) Fourier(فـــــورییر 

( ) xit extu al=,1الاسـتقراریة إذا كــان حــیث أن الطرائــق العددیـة لـــها شــرط<l و غیــر

]. l]3<1مستقرة حینما 

-) :LOD(ًتحلیل الاستقراریة العددیة لطرائق أحادیة البعد محلیا 4.1

الاعتیادیــــة ) Explicit scheme(تحلیــــل الاســــتقراریة العددیــــة للطریقــــة الــــصریحة : ًأولا 

Fourier(Neumann-onV(باستخدام طریقة 

إن اســتخدام تحلیــل الاســتقراریة العددیــة للطریقــة الــصریحة الاعتیادیــة لا یمكــن تطبیقهــا 

فــي ثلاثـة أبعـاد كمـا فـي معادلـة ) Parabolic(ًمباشرة على معادلة الحرارة من نوع القطع المكافئ 

ة البعــد باســتخدام طریقــة أحادیــة البعــد إلا بعــد تخفیــضها إلـــى معــادلات متعاقبــة بـــانتظام أحادیــ) 1(

علـى المعـادلات Von-Neumann (Fourier)و بعـد ذلـك یمكننـا تطبیـق طریقـة ) LOD(ًمحلیا 

تــستخدم لدراســة تحلیــل ) Von-Neumann(ُأحادیــة البعــد بانتظــام، حیــث إن طریقــة فــون نیومــان 

ُأبعـاد و نحـن یمكـن أن نطبـق ةفـي ثلاثـ) Parabolic(الاستقراریة العددیة لنموذج القطـع المكـافئ 
ـــــــزمن  مـــــــن خـــــــلال tهـــــــذه الطریقـــــــة باســـــــتبدال الحـــــــل فـــــــي طریقـــــــة الفروقـــــــات المنتهیـــــــة عنـــــــد ال

( ) zmymxmn
kji eeetu gbay=,, 0عندما,, >gba 1و-=m .

نــستخدم المعادلـــة xالخطیــة بـالنـــسبة إلـــى ) 6(ُحـــیث إن مـــن تقریبــات الفروقـــات المنتهیــة لـــمعادلة 

-:الآتیة
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نـستخدم المعادلـة yالخطیـة بالنـسبة إلـى ) 7(بات الفروقات المنتهیة  لمعادلة كـذلك بـاستخدام تقری
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)نفـــرض أن  ) zmymxmn
kji eeetu gbay=,, و( ) zmymxmn

kji eeettu gbay D+=+1
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و نعوضـــهما فـــي المعادلـــة 
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ـــــتق ــــسـابـقـة نـفـــــسه ل الخطیــــة ) 8(ریبات الفروقــــات المنتهیــــة لمعادلــــة ُبـــــتطبیق أســـــلوب الإجـــــراءات ال

-:نحصل علىzبالنسبة إلى 
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sin121 2 zr gx                                                          (28)

لتحلیـل ) Von-Neumann(و هكذا وجدنا آن تلك عوامل التضخم باستخدام طریقـة فـون نیومـان 

للطریقـــة الـــصریحة الاعتیادیـــة بعـــد تخفـــیض معادلـــة الحـــرارة مـــن نـــوع القطـــع الاســـتقراریة العددیـــة 

ات بعـد واحـد باسـتخدام طریقـة أحادیـة البعـد وثلاثیة الأبعاد إلى معادلات ذ) Parabolic(المكافئ 

).28(و ) 27(و ) 25(فــي المعادلات التي هي) LOD(ًمحلیا 

راد من استخدام شـرط الاسـتقراریة الـذي یكـون فـي الآن نثبت الاستقراریة العددیة كل واحدة على انف

التــي تحقــق شــرط rنأخــذ كــل حالــة علــى انفــراد و نبــین قــیم Ix ،1£IIx ،1£IIIx£1الحــالات 

.الاستقراریة 

-:أتيكما ی) 25(من معادلة Ix£1نأخذ الحالة الأولى 
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ًدائما ثم بعد ذلك یكون عندنا ُنأخذ الجانب الأیسر من المتباینة حیث أن الجانب الأیمن صحیح

r1211 -£- Þ r122 -£-

-:بعد التبسیط و الترتیب نحصل على
6
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£r و بهذا یكون لدینا
6
10 ££ Ir
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ــــة IIxُبالأســــلوب نفــــسه نطبــــق الإجــــراءات الــــسابقة مــــع الحــــالات  فــــي IIIxو ) 27(فــــي المعادل

ــــة  نجــــد أن ) 28(المعادل
6
10 ££ IIr و

6
10 ££ IIIr ًفتكــــون مجتمعــــة◌ فــــي المعــــادلات المنــــشطرة ً

6
1,,0 ££ IIIIII rrrة فهذا یبین أن الطریقة الصریحة الاعتیادیة للمعـادلات المنـشطرة باسـتعمال طریقـ

تكــون مـستقرة بــشروط عنــد تطبیقهــا فـي المعــادلات التفاضــلیة الجزئیــة ) LOD(ًأحادیـة البعــد محلیــا 

).1(معادلة الثلاثیة الأبعاد كما في 

باسـتخدام طریقـة ) Crank Nicholson(تحلیل الاستقراریة العددیـة للطریقـة الـضمنیة : ًثانیا 

)Fourier(Neumann-Von

ة بانتظام المنشطرة إلـى معـادلات تفاضـلیة جزئیـة أحادیـة البعـد نستخدم المعادلات المتعاقب

ــــة  لإیجــــاد تحلیــــل ) LOD(ًبعــــد تخفیــــضها باســــتخدام طریقــــة أحادیــــة البعــــد محلیــــا ) 1(مــــن معادل

Von-Neumann (Fourier)باسـتخدام طریقـة ) C-N(الاسـتقراریة العددیـة للطریقـة الـضمنیة 

.د واحدعلى المعادلات المتعاقبة بانتظام ذات بع

نــستخدم المعادلــة xالخطیــة بالنــسبة إلــــى ) 15(ُحـــیث إن مـــن تقریبــات الفروقــات المنتهیــة لـــمعادلة 

-:الآتیة
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)نفـرض أن  ) zmymxmn
kji eeetu gbay=,, و( ) zmymxmn

kji eeettu gbay D+=+1
ة و نعوضــهما فــي المعادلــ,,

-:ثم بعد ذلك نحصل على) 29(
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-:بعد إعادة الترتیب و الاختصار نحصل على

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( )[ ]xmxm

xmxm

eetr

treettrttr
DD-

DD-

++

-=+D+-D++
aa

aa

y

yyy

3

62362

و كـــــذلك
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-:المعادلة الآتیة
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)نفـــرض أن  ) zmymxmn
kji eeetu gbay=,, و( ) zmymxmn

kji eeettu gbay D+=+1
و نعوضـــهما فـــي المعادلـــة ,,

-:ثم بعد ذلك نحصل على) 31(
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و كـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــذلك 
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Numerical Consistencyالاتساق العددي . 5

الطرائق العددیة توصف بالاتساق إذا كان حـل الطرائـق یحقـق المعادلـة التفاضـلیة الجزئیـة 
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ًیكــــون متــــسقا إذا كــــان المــــؤثر یختــــزل إلــــى المعادلــــة التفاضــــلیة الأصــــلیة كالزیــــادات فــــي المتغیــــر 

تقل التي تختفي على سـبیل المثـال فـي حالـة معادلـة الحـرارة فـان طریقـة الفروقـات المنتهیـة لهـا المس

ًیقال عنها متسقة إذا كـان حـل الطریقـة یحقـق معادلـة الحـرارة أو یعیـد ثانیـة إلـى المعادلـة التفاضـلیة 
الطریقـة العددیـة و على وفق ذلك تعـدDt®0و Dx®0الجزئیة الأصلیة في النهایة عندما 

متـسقة مـع المعادلـة التفاضـلیة الجزئیـة إذا كـان خطــأ البتـر المحلـي یتجـه إلـى الـصفر عنـدما الــزمن 
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-:لآتيعلى النحو ا) 44(نبسط ونعید ترتیب المعادلة 
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)یعات متسلــسلة تــایلور للدالــة بتوســ) 47(نــستبدل كــل حــد فــي المعادلــة  )tzyxu حــول النقطــة ,,,
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-:على النحو الآتي) 49(نبسط و نعید ترتیب المعادلة 
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بالنـسبة ) 23(ُو بالأسلوب نفسه نطبـق الإجـراءات الـسابقة لتقریبـات الفروقـات المنتهیـة مـن معادلـة 

-:نحصل علىzإلى 
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1 tOzOututuu tttzzzzt D+D+

D
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تــــكون متـــسقة إلـــى )  C-N(ة الـــضمنیة یتبـــین أن الطریقـــ) 51(و ) 50(و ) 45(مـــن المعـــادلات 

zyxtثلاثیة الأبعاد عندما ) 1(المعادلة الأصلیة  DDDD .تتجه إلى الصفر,,,

) 1(للمعادلـة الأصـلیة ) Crank-Nicholson(و على وفق ذلك فإن خوارزمیة الطریقـة الـضمنیة 

)تكـــــــــون متــــــــــسقة و أن خطــــــــــأ البتـــــــــر المحلــــــــــي لكــــــــــل واحـــــــــدة منهــــــــــا هــــــــــو  ) ( )( )22 txO D+D و

( ) ( )( )22 tyO D+D و( ) ( )( )22 tzO D+D.

Numerical Convergenceالتقــارب العــددي . 6

uو tو xتمثـــل الحـــل المـــضبوط لمعادلــة تفاضـــلیة جزئیـــة بـــالمتغیرات المـــستقلة Uلــتكن 
تُـستخدم لتقریـب المعادلـة التفاضـلیة الجزئیـة ثـم بعـد ذلـك معادلـة الحل المضبوط للمعادلات الفرقیـة
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tفــي نقطــة ثابتــة أو علــى طــول مــستوى u®Uالفروقـات المنتهیــة یقــال أنهــا تكــون متقاربــة عنــدما 

].k®0]9و h®0الثابت بینما 

: Lax Equivalenceمبرهنة 

ات الفروقــات المنتهیــة لهــا معطــى مــسألة متمثلــة بــشكل ملائــم خطیــة لقــیم ابتدائیــة و تقریبــ

.التي تحقق شروط الاتساق و الاستقراریة هي شروط ضروریة و كافیة للتقارب 

].1: [البرهان

-:هماLODًبما إن طرائق أحادیة البعد محلیا 

) Explicit Method(الطریقة الصریحة )1

) Crank Nicholson Method(الطریقة الضمنیة )2

ــــإن بــاسـتــــخدام مـبـرهــــنة ) consistence(و مـتـــسقة ) stable(تـكــــون طـرائــــق مـــسـتقـرة  Lax(فـ

Equivalence ( نستنتج أن الطرائق متقاربة)convergent.(

Numerical Resultsالنتائج العددیة . 7

]: 5) [1(مثال 

:یة الآتیةنعتبر مسألة القیم الحدودیة و الابتدائ
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و نأخــــــذ قــــــیم المعلمــــــات بالنــــــسبة إلــــــى خطــــــوات الطــــــول 
10
1

=D=D=D zyx و خطــــــوة الــــــزمن

( )2xrt D=Dنُحـــــیث أ
8
1

=r و مــــــن اجـــــل مقارنـــــة النتــــائج العددیـــــة نـــــستخدم الحـــــل المـــــضبوط

)) 52(للمعادلة  ) ( )zyxetzyxu t ++= - sin,,, 0,,1ُحیث أن    3 ££ zyx  0³وt .

]:11) [2(مثال 

:نأخذ مسألة القیم الحدودیة و الابتدائیة الآتیة
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سبة إلــــــى خطــــــوات الطــــــول و نأخــــــذ قــــــیم المعلمــــــات بالنــــــ
10
p

=D=D=D zyx و خطــــــوة الــــــزمن

( )2xrt D=D8ُحـــــیث أن
1

=r و مــــــن اجـــــل مقارنـــــة النتــــائج العددیـــــة نـــــستخدم الحـــــل المـــــضبوط

)) 55(للمعادلة  ) zyxetzyxu t sinsinsin2,,, ££pُحیث أن =-3 zyx . 0³tو 0,,

یحتـوي النتـائج العددیـة ) 1(بالنـسبة إلـى المثـال ) 1(جـدول النعطي مقارنة للنتائج كما فـي 

ًأبعـــاد باســـتخدام طرائـــق أحادیـــة البعـــد محلیـــا ةلمعادلـــة الحـــرارة مـــن نـــوع القطـــع المكـــافئ فـــي ثلاثـــ
)LOD (الطریقـة الـصریحة الاعتیادیـة و الطریقــة الـضمنیة اوهمـ)C-N (طــول عنـد حجـم خطـوة ال

10
1

=D=D=D zyx و حــــجم خطـــوة الــــزمن( )2xrt D=D 8ُحیـــث إن
1

=r 3(، نقـــدم شـــكل (

.للمقارنة كذلك بین قیم النتائج العددیة للطرائق مع الحل المضبوط

مقارنــــة الخطــــأ النــــسبي للطریقـــــة علــــى یحتـــــوي ) 1(بالنــــسبة إلــــى المثــــال ) 2(جــــدول الو 

مـع الحـل المـضبوط لمعادلـة ) C-N(صریحة الاعتیادیة مع الحل المضبوط و الطریقة الـضمنیة ال

أبعــاد عنــد حجــم خطــوة الطــول ةالحـرارة مــن نــوع القطــع المكــافئ فــي ثلاثـ
10
1

=D=D=D zyx و

)حـجم خطوة الـزمن  )2xrt D=D 8ُحیث إن
1

=r .

النتــائج العددیــة لمعادلــة الحــرارة مــن علــىیحتــوي) 2(بالنــسبة إلــى المثــال ) 3(جــدول الو 

الطریقــة اوهمــ) LOD(ًأبعــاد باســتخدام طرائــق أحادیــة البعــد محلیــا ةنــوع القطــع المكــافئ فــي ثلاثــ
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عنـد حجـم خطـوة الطـول )  C-N(الصریحة الاعتیادیة و الطریقة الضمنیة 
10
p

=D=D=D zyx

)الــــزمن و حــــجم خطـــوة  )2xrt D=D 8ُحیـــث إن
1

=r للمقارنـــة كـــذلك بـــین قـــیم ) 4(، نقـــدم شـــكل

. النتائج العددیة للطریقة مع الحل المضبوط

یحتــوي مقارنــة الخطــأ النــسبي للطریقــة الـــصریحة ) 2(بالنــسبة إلــى المثــال ) 4(جــدول الو 

مــع الحــل المــضبوط لمعادلــة الحــرارة ) C-N(الــضمنیة الاعتیادیــة مــع الحــل المــضبوط و الطریقــة 

أبعــاد عنــد حجــم خطــوة الطــول ةمــن نــوع القطــع المكــافئ فــي ثلاثــ
10
p

=D=D=D zyx و حـــجم

)خطوة الـزمن  )2xrt D=D 8ُحیث إن
1

=r .
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) 1(جدول ال

Point

(i,j,k,n)

Exact

Solution

Explicit

Method

Crank-Nicholson

Method

(3,1,8,1) 0.783326909627483 0.783326909627483 0.783326909627483

(4,7,6,1) 0.985449729988460 0.985449729988460 0.985449729988460

(2,2,2,2) 0.294414081167900 0.294412929079227 0.294414913792286

(2,2,3,2) 0.387960758203297 0.387959240051741 0.387961879392759

(2,2,2,3) 0.293312095877329 0.293310090771896 0.293313625141587

(2,2,3,3) 0.386508629802498 0.386506036903373 0.386510723094027

(2,2,2,4) 0.292214235292940 0.292211456186610 0.292216385687648

(10,10,10,4) 0.422598800579597 0.422594937743391 0.422601770246045

(2,2,2,5) 0.291120483976050 0.291116995690319 0.291123206786436

(10,10,10,5) 0.421017022764473 0.421012234421763 0.421020742157001

(2,2,2,6) 0.290030826545764 0.290026669602081 0.290034086915908

(10,10,10,6) 0.419441165508169 0.419435517948653 0.419445577517284

(2,2,2,7) 0.288945247678755 0.288940455072307 0.288949018793983

(2,2,3,7) 0.380754265978061 0.380748288644746 0.380759549978788

(2,2,2,8) 0.287863732109054 0.287858329683656 0.287867992193231

(10,10,10,8) 0.416307124112895 0.416299906904842 0.416312799457105

(2,2,2,9) 0.286786264627829 0.286780274290011 0.286790995208276

(10,10,10,9) 0.414748895901416 0.414740949587137 0.414755156290399

(2,2,2,10) 0.285712830083177 0.285706270516857 0.285718014899476

(2,2,3,10) 0.376494784990482 0.376486735802050 0.376502081241195

(2,2,2,11) 0.284643413379906 0.284636301547576 0.284649037659017

(10,10,10,11) 0.411649914887418 0.411640595668479 0.411657272474953
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)2(جدول ال

Point
(i,j,k,n)

Explicit Method With Exact
Solution

Crank-Nicholson Method
With Exact Solution

(3,1,8,1) 0 0

(4,7,6,1) 0 0

(2,2,2,2) 3.913157512531533e-006 2.828072564297916e-006

(2,2,3,2) 3.913157512371383e-006 2.889955847935104e-006

(2,2,2,3) 6.836081639224017e-006 5.213778358158788e-006

(2,2,3,3) 6.708515478425922e-006 5.415898552342855e-006

(2,2,2,4) 9.510509737450632e-006 7.358966293191799e-006

(10,10,10,4) 9.140670065253538e-006 7.027153042894741e-006

(2,2,2,5) 1.198227511763106e-005 9.352864316111290e-006

(10,10,10,5) 1.137327578363488e-005 8.834304379562950e-006

(2,2,2,6) 1.433276501044287e-005 1.124146071959880e-005

(10,10,10,6) 1.346448555870005e-005 1.051877945632588e-005

(2,2,2,7) 1.658655570997634e-005 1.305131424916112e-005

(2,2,3,7) 1.569866407044139e-005 1.387771904116444e-005

(2,2,2,8) 1.876730131441378e-005 1.479896111198372e-005

(10,10,10,8) 1.733625882083583e-005 1.363258969488254e-005

(2,2,2,9) 2.088781283008395e-005 1.649514300389191e-005

(10,10,10,9) 1.915933799395447e-005 1.509440783212508e-005

(2,2,2,10) 2.295859908565800e-005 1.814694950038263e-005

(2,2,3,10) 2.137928266931812e-005 1.937942039050256e-005

(2,2,2,11) 2.498505848163531e-005 1.975903480150925e-005

(10,10,10,11) 2.263870002723787e-005 1.787340958684520e-005
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) 3(جدول ال

Point
(i,j,k,n)

Exact
Solution

Explicit
Method

Crank-Nicholson
Method

(2,3,4,1) 0.293892626146237 0.293892626146237 0.293892626146237

(4,5,6,1) 1.538841768587627 1.538841768587627 1.538841768587627

(2,10,2,2) 0.056872642518016 0.056850621398073 0.056889665971712

(10,10,10,2) 0.056872642518016 0.056850621398073 0.056889665971712

(10,2,2,3) 0.054806204572748 0.054763770801568 0.054839019313848

(10,10,10,3) 0.054806204572748 0.054763770801568 0.054839019313848

(2,2,2,4) 0.052814849577604 0.052753523508686 0.052862290328791

(2,2,10,4) 0.052814849577604 0.052753523508686 0.052862290328791

(2,10,2,5) 0.050895849432566 0.050817067595020 0.050956814577823

(2,10,10,5) 0.050895849432566 0.050817067595020 0.050956814577823

(10,2,2,6) 0.049046575161710 0.048951694355197 0.049120023664665

(10,10,10,6) 0.049046575161710 0.048951694355197 0.049120023664665

(10,10,2,7) 0.047264493311592 0.047154794513948 0.047349441773532

(2,2,10,7) 0.047264493311592 0.047154794513948 0.047349441773532

(2,10,2,8) 0.045547162480481 0.045423854576274 0.045642682331968

(10,10,10,8) 0.045547162480481 0.045423854576274 0.045642682331968

(10,10,2,9) 0.043892229973711 0.043756453311575 0.043997444793985

(10,2,10,9) 0.043892229973711 0.043756453311575 0.043997444793985

(2,2,2,10) 0.042297428580556 0.042150258366847 0.042411511539143

(2,10,10,10) 0.042297428580556 0.042150258366847 0.042411511539143

(10,2,2,11) 0.040760573468216 0.040603023004198 0.040882744883421

(10,10,10,11) 0.040760573468216 0.040603023004198 0.040882744883421
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) 4(جدول ال

Point

(i,j,k,n)

Explicit Method With Exact

Solution

Crank-Nicholson Method With

Exact Solution

(2,3,4,1) 0 0

(4,5,6,1) 0 0

(2,10,2,2) 3.872005760314458e-004 2.993258787066022e-004

(10,10,10,2) 3.872005760315675e-004 2.993258787063580e-004

(10,2,2,3) 7.742512277769734e-004 5.987413533946671e-004

(10,10,10,3) 7.742512277769728e-004 5.987413533945402e-004

(2,2,2,4) 1.161152013286814e-003 8.982464508828995e-004

(2,2,10,4) 1.161152013286814e-003 8.982464508828992e-004

(2,10,2,5) 1.547902990589654e-003 1.197841197997803e-003

(2,10,10,5) 1.547902990589654e-003 1.197841197997529e-003

(10,2,2,6) 1.934504217691665e-003 1.497525621573061e-003

(10,10,10,6) 1.934504217691946e-003 1.497525621572353e-003

(10,10,2,7) 2.320955752575703e-003 1.797299748451954e-003

(2,2,10,7) 2.320955752575557e-003 1.797299748452248e-003

(2,10,2,8) 2.707257653202844e-003 2.097163605485113e-003

(10,10,10,8) 2.707257653202995e-003 2.097163605484806e-003

(10,10,2,9) 3.093409977511473e-003 2.397117219530390e-003

(10,2,10,9) 3.093409977511630e-003 2.397117219530232e-003

(2,2,2,10) 3.479412783417568e-003 2.697160617455030e-003

(2,10,10,10) 3.479412783417729e-003 2.697160617454863e-003

(10,2,2,11) 3.865266128814982e-003 2.997293826133672e-003

(10,10,10,11) 3.865266128815320e-003 2.997293826132988e-003
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) a3(الشكل 

الاعتیادیـة و مـع الحـل ) Explicit scheme(یوضح مقارنة الحل العـددي بـین الطریقـة الـصریحة 

. المضبوط

) b3(الشكل 

و مــــــع الحــــــل ) Crank-Nicholson(یوضــــــح مقارنــــــة الحــــــل العــــــددي بــــــین الطریقــــــة الــــــضمنیة 

. المضبوط

)c3(الشكل 

و كـل ) 1(یوضح مقارنة الحل العددي بین الطریقتین أعلاه و مـع الحـل المـضبوط بالنـسبة للمثـال 

i=10و الـسطر k=10و الـشریحة n=5المأخوذة من المكعـب u(10,:,10,5)الأشكال من قیم 

عنـــدما یكـــون حجـــم خطـــوة الطـــول jو لكـــل الأعمـــدة 
10
1

=D=D=D zyx و نأخـــذ
8
1

=r و

)حجم خطوة الزمن  )2xrt D=D .

3a

3b

3c
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) a4(الشكل 

الاعتیادیـة و مـع الحـل ) Explicit scheme(یوضح مقارنة الحل العـددي بـین الطریقـة الـصریحة 

. المضبوط

) b4(الشكل 

و مــــــع الحــــــل ) Crank-Nicholson(یوضــــــح مقارنــــــة الحــــــل العــــــددي بــــــین الطریقــــــة الــــــضمنیة 

. المضبوط

) c4(الشكل 

4a

4b

4c
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و كــــل ) 2(یوضـــح الحــــل العـــددي بــــین الطـــریقتین أعــــلاه و مـــع الحــــل المـــضبوط بالنــــسبة للمثـــال 

و i=2و الـسطر k=10و الـشریحة n=4المـأخوذة مـن المكعـب u(2,:,10,4)الأشـكال مـن قـیم 

عنـدما یكـون حجـم خطـوة الطـول jلكل الأعمـدة 
10
p

=D=D=D zyx و نأخـذ
8
1

=r و حجـم

)خطوة الزمن  )2xrt D=D .

)5(الشكل 

) LOD(ًبالنــسبة للمثــال الأول یوضــح الحــل العــددي فــي ثلاثــة أبعــاد لطرائــق أحادیــة البعــد محلیــا 

و لكـــل k=2و الـــشریحة n=8المـــأخوذة مـــن المكعـــب u(:,:,2,8)العددیـــة التـــي تكـــون مـــن قـــیم 

.jو لكل الأعمدة iالأسطر 





]475[

)6(الشكل 

)  LOD(ًبالنــسبة للمثــال الثــاني یوضــح الحــل العــددي فــي ثلاثــة أبعــاد لطرائــق أحادیــة البعــد محلیــا 

و لكـــل k=4و الـــشریحة n=6المـــأخوذة مـــن المكعـــب u(:,:,4,6)العددیـــة التـــي تكـــون مـــن قـــیم 

.jو لكل الأعمدة iالأسطر 

Conclusionالاستنتاج . 8

، نلاحظ أن الطریقة )LOD(ًخلال دراستنا الإستقراریة العددیة لطرائق أحادیة البعد محلیا 

مستقرة بدون شروط  على عكس الطریقة الصریحة الاعتیادیة التي تكون ) C-N(الضمنیة 

بة بانتظام الذین هم من معادلة ثلاثیة مستقرة بشروط للمعادلات المنشطرة أحادیة البعد المتعاق

الأبعاد و نلاحظ النتائج العددیة كذلك الطریقة الضمنیة أفضل من الطریقة الصریحة الاعتیادیة  

ان تو اقرب إلى الحل المضبوط مقارنة مع الطریقة الصریحة الاعتیادیة، الطریقتان كلاهما متسق
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