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 المستخمص
لتمثيل  اً؛طبيعي اً خطي  اً يستخدم الباحثون في كثير من الدراسات الاقتصادية والطبية والتموث البيئي ... الخ انموذج     

تخمو من مشاىدات شاذة ليا  بيانات تمك الدراسات لا ن  لك الاختيار يكون غير دقيق بسبب أَ لكن ذ ،بيانات دراستيم
مما يؤدي الى تشويو  أَم حذفيا، تقدير الأنموذج سواء تمت معالجة تمك المشاىدات في عينة الدراسة فيتأثير كبير 

فييا ينتمي الحقائق لمتخذ القرار، نتيجة لذلك وجدت نماذج خطية غير طبيعية لمعالجة تمك المسالة. يكون حد الخطأ 
متعدد المتغيرات والتوزيع  tعمى سبيل المثال توزيع فاذة، لى عائمة التوزيعات الاحتمالية التي تقاوم تأثير القيم الشإِ 

المتغيرات لا  ةالبيانات متعدد ن  ، وبسبب أَ لى عائمة النماذج الخطيةالتحميل العاممي إِ نموذج ينتمي أُ  الطبيعي المختمط.
 (بيز)وتحميمو بأسموب  t-FA (t-Factor Analysis)نموذج الشاذة ، فقد تركز البحث بدراسة أُ تخمو من المشاىدات 

 Non stochastic andوغير عشوائي ) ،عشوائياً  ( متغيراً Common Factorعندما يكون العامل المشترك )
Random َلى العوائل معمومة يكون لبعض منيا توزيعات أُولية تنتمي إِ  جميع معممات الأنموذجين غير ن  ( مفترضين أ

. عدد العوامل المستخمصة في نماذج التحميل العاممي لا يمكن معرفتو مسبقاً  ن  اِ (Conjugate Families) ةرافقالم
وقد استنتجنا معيار  ،و متغير عشوائييعامل عدد العوامل المستخمصة في أُسموب بيز عمى أَنساس وعمى ىذا الأ

ي الانموذج المقابمة لأعظم دخاليا فيتم اختيار عدد العوامل الواجب إِ  اذ ،الاحتمال اللاحق لعدد العوامل في الانموذج
بحجمي  للأنموذجالتي توصمنا الييا عمى بيانات تجريبية تم توليدىا بأسموب المحاكاة طبقت النتائج      احتمال لاحق.

تحميلات العوامل شكال مختمفة لمصفوفة ، وأَ ( عند قيم مختمفة لدرجة حرية توزيع حد الخطأn=50,100عينتين )
 ( في التوليد وعممية التقدير.Matlab(7.9)ومصفوفة تباين حد الخطأ واستخدمنا لغة )

 المحاكاة، tFAنموذج  ،بيز  الكممات المفتاحية:
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Bayesian Analysis for Parameters of Multivariate 

 tFA model with Simulation 

Abstract 

    In many kinds of pollution, such as economic and environmental pollution, 

the researchers use the normal linear model to present  their data studies. That 

selection may be inaccurate because the data of  those studies do not vacate 

from outlier observations, which have great effect on the estimation problem 

even if they are processed or removed from the sample study. These processes 

lead to facts defacement to the decision maker. For that reason, the non-

normal linear models has been found out to combat that matter. That error 

term in these models belongs to the family of probability distributions which 

resist outliers, for example, the multivariate t and mixture normal 

distributions.   

       The factor analysis model belongs to the family of linear models and 

because the multivariate data sets do not vacate outliers .For this reason this 

paper is concerned with studying the t factor analysis model. The model 

analyzed by Bayesian technique in which the common factors are treated as 

fixed and random variables . We supposed that all parameters of both two 

models were unknown and their prior distributions belong to conjugate 

families. 

     The number of extracted factors in factor analysis models cannot be 

determined a prior .On this foundation, in Bayesian analysis, these factors are 

treated as random variables. We obtained a posterior probability criterion to 

choose the number of extracted factors for the two models. We choose the 

number of factors in which they must be entered, and the model which they 

have maximum posterior probability. 

     All results that we concluded were applied to empirical data sets which are 

generated by simulation in two different sample sizes (n=50,100) at different 

values of the degrees of freedom for the distribution of the error term. Also, 

we selected different forms of factor loading matrix and variance matrix of 

error term. Matlab (7.9) language is used in data generation and analysis. 
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 المقدمة .1
و اكثر تكون بعيدة عن مجموعة القيم الاخرى، البيانات تظير أَحيانا قيمة واحدة أَ في مجموعة      

او كبيرة  اذ قد تكون صغيرة جداً  ،ىذه القيم تبدو غير منطقية اذا ما قورنت بسائر مجموعة البياناتو 
في  نيا تسبب صعوبة؛ لأَ ىذه القيم ىي بشكل عام غير مرغوب فيياو بالنسبة لبقية البيانات.  جداً 
ما عن  نموذجٍ درات او الاختبارات لممعممات في أُ ن تموث المقولة تمثيل المجتمع اذ من الممكن أَ محا

وىذه القيم تدعى بالقيم ( ، Robust Estimateوبالتالي نبتعد عن التقدير الحصين ليا ) ،المجتمع
 لم تتولد بالطريقة العامة ات التينيا تمك المشاىد( ويمكن تعريفيا بأَ Outliersو المتطرفة )الشاذة أَ 

البيانات  ن  إِ  -مشاىدات البيانات، وتكون نتيجة لَأسباب عدة منيا:غمبية العظمى من التي ولدت الأَ 
نموذج أُ  نحو اليمين او اليسار، ولصياغة ي يكون فييا التواء عالٍ ، أَ تعود الى توزيعات غير متماثمة

منيا ما تكون عرضة لمقيم  ،حصائيةلعوائل توزيعات إِ  ( تصنيفاً Green,1976ليذه التوزيعات قدم )
(. Outlier- Resistantوتوزيعات تكون مقاومة لمقيم الشاذة ) ،(Outlier- Proneالشاذة )

وىذه التوزيعات تكون عرضة  ،لى الصفر ببطءة لمقيم الشاذة ليا نيايات تؤول إِ التوزيعات تكون عرضو 
وتكون مقاومة  ،سرع من سابقتياات التي تؤول الى الصفر بشكل أَ زيعوالتو لمقيم الشاذة بصورة مطمقة، 

( . وعندما تاتي Green,1976تكون مقاومة لمقيم الشاذة ) (كاما)توزيعات  في حينلمقيم الشاذة ، 
( وبدالة كثافة Basic Distributionسي )البيانات من نوعين من التوزيعات أَحدىما التوزيع الأَ 

)(0 xf والآالذي يولد مشاىدات جيدة ،( خر توزيع التمويثContaminating Distribution ) الذي
1)(شاذة بدالة كثافة احتمال  يولد قيماً  xf  وبنسبة خمط)( p. 

 ،المشاىدات الشاذة تقاوم تاثير t-Basselوتوزيع  ،tخرى مثل توزيع توجد توزيعات احتمالية أُ      
اذ يتاثر تقدير معممات النماذج الطبيعية بوجود  ،استخدام ىذا التوزيع عمىوتركز اىتمام الباحثين 

ولمعالجة  ،بوجود المشاىدات الشاذة تمك المقدرات حساسة جداً  ن  ؛ لأَ مشاىدات شاذة في عينة الدراسة
ن التوزيع الاخير ، إِذ إِ tع الطبيعي بتوزيع حساسية المقدرات اقترح عدد من العمماء استبدال التوزي

ز عمى ىذا الاساس يتركو يساعد في الحصول عمى مقدرات تقاوم تاثير القيم الشاذة في العينة. 
متعدد المتغيرات لمتحميل العاممي الذي ينتج من استبدال  tنموذج اىتمامنا في ىذا البحث بتقديم أُ 



 متعدد المتغيرات مع المحاكاة tFAلمعممات نموذج  تحميل بيز                        [111]

)(التوزيع الاحتمالي لمتجو الخطأ  i ( 1المعرف في المعادلة)،  من التوزيع الطبيعي الى توزيعt 
 (.Li.Liu. and Zhang (2007)متعدد المتغيرات .)انظر 

المعنوية الداخمة في  ( في تقدير عدد العوامل العامةبيز)سموب ستخدم أُ ييدف البحث الى ا     
)(نموذج عندما يكون العامل العام معممات الأٌ  عن تقدير فضلاً  ،نموذج التحميل العامميأُ  لجميع  fه

njقيم  ,...,2,1  ًعشوائياً  وفي حالة كونو متغيراً  ،غير عشوائي متغيرا. 
 The Factor Analysis Modelنموذج التحميل العاممي أُ  .2

لتحميل العلاقات بين عدد  كبير من  رياضياً  نموذجاً تكمن أَىمية التحميل العاممي بوصفو أُ      
المتغيرات وتفسيرىا في عدد من العوامل التي تعكس واقع البيانات الخاضعة لمتحميل، والكشف عن 

كس عىمية تذكر والبأَنيا ليست ليا أَ ثم يتضح  ،مرفي بادىء الأَ  بعض العلاقات التي تبدو متميزة
)(العاممي لـ  ( ،لذلك يمكن تفسير الانموذجLoehlin,2004صحيح) p  نه عبارة على أ  من المتغٌرات

)(عن دالة خطٌة لـ  p  من متوسطات المتغٌرات لـ)(q ( من العوامل العامةFactor Scores َأ ) و
)(( و Commonالمشتركة ) p ( من العوامل الوحٌدةUnique Factorلكل متغٌر ) ِن ، إذِ إ

)( pq  ، ِالآتي:عمى النحو ن الانموذج العاممي يمكن صياغتو لذا فإ 
  (1) ...                             ,...,2,1;       njfx jjj   

   ن :إِذ إِ 

   
ix 1(سعة  :متجو ذو( p  لـ)( p .من المتغيرات 

   1(سعة  :متجو ذو( p  لـ)( p  َوساط المتغيرات.من أ 

  مصفوفة ذات سعة :)( qp . من تحميلات العوامل 

  jf 1(سعة  :متجو ذو( q  لـ)(q  و الشائعة.أَ من العوامل العامة 
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  j 1(سعة  :متجو ذو( p  لـ)( p خطاء العشوائية بمتجو الأَ  يضاً ، ويسمى أَ من العوامل الوحيدة
 Tenko and)اكيدة الايجابية. (   ): مصفوفة معممة القياس ذات  ψدرجة الحرية ،    

Marcoulides 2008.) 

تسببو العوامل العامة التي ىي عبارة عن  :ول، الأَ وىكذا كل استجابة لممتغيرات تتكون من قسمين      
ما القسم الثانً فإِ q)(تركيبة خطية من العوامل 

حٌد الذي ٌحتوي على نه ٌأتً عن طرٌق العامل الو. أ 

)(خرى التً عددها والموجودة فً العوامل الأ  خرى جمٌعا  التأثٌرات الأ  qp  ، (.2111)احمد 

يعتمد كل نوع عمى طبيعة و  ،يمكن تعريف نوعين من نماذج التحميل العاممي     njf j ,...,2,1;   
 :و كما يأتي المذكورة آنفاً المعرف في المعادلة 

نموذج التحميل العاممي ذو العوامل غير العشوائية في ىذا النوع يعامل أُ  -1 njf j ,...,2,1;  
وفي ىذه الحالة يسمى  ،(Non stochastic variableنو متغير غير عشوائي )عمى أَ  jf  بالمعممة

( 1-1نموذج )ات في الأُ تقدير المعممفي ىذه الحالة  ويتم( Incidental Parameterالعرضية )
المتمثمة بـ   ,,, jf التقدير المألوفة، وعند معاممة  طرائق بإحدى jf  ًغير  بوصفو متغيرا

عشوائي يكون 
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( تكون Orthogonalityوتحت شرط التعامد ) 1

 
qI. 
نموذج التحميل العاممي ذو العوامل العشوائية يعامل أُ  -2 njf j ,...,2,1;  لمعالة المعرف فً ا

وتباٌنه هو  ،لمتجه صفري ول والثانً حول الصفر مساو  ( على أ نه متغٌر عشوائً عزمه ال  1-1)

المصفوفة    ذات سعة)( qq،  وتحت شرط التعامد عادة تكون 
qI وفي ىذا النوع من .

النماذج يتم تقدير المعممات   ,,  ِحدى طرائق التقدير.بإ 
 
 معيار تعظيم الاحتمال اللاحق لاختيار عدد العوامل .3
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ولغرض تحديد عدد العوامل يتم  ،نموذج التحميل العامميأُ تحميل في  (زبي)سموب عند استخدام أُ 
حساب الاحتمال اللاحق لعدد  عمىاستخدام معيار تعظيم الاحتمال اللاحق لعدد العوامل الذي يستند 

الذي يعظم قيمة الاحتمال اللاحق  للأنموذج، ثم نقوم باختيار عدد العوامل  q)(العوامل 
(Press,2003ويمكن حسابو وفق المعا ، ) الآتيةدلة: 

  ).. (         .            q)        q).p(QK(X).p(X\Qq\XQp 2           
 : ن  إِذ إِ 

 : الاحتمال الاولي لعدد العوامل.  (   )             

            qQXp \ .دالة الترجيح لمبيانات المشاىدة : 

         XK  َثابت المساواة أ :( و التطبيعNormalizing Constant.) 

لتحلٌل العاملً غٌر معلوم، لذا فإنِه فً موذج االمستخدمة فً أأن q)(عدد العوامل العامة  ن  بما أَ       

يجاد التوزيع ، ويتم إQ)(الذي ٌرمز له بـ  عشوائٌا   عدد العوامل متغٌرا  ٌكون ن ( ٌفترض أ  بٌز)سلوب أأ 
الاحتمالي اللاحق لعدد العوامل  q\XQp   اعلاه  المذكورة فيالذي سبق تعريفو في المعادلة العامة

التحميل العاممي المرجح اللاحق لعدد العوامل  لأنموذجعند ذلك نقوم باختيار عدد العوامل 
(Posterior Odds For The Number of Factors)،  ُسموب وبذلك نكون قد استطعنا توظيف أ
 ؛الطبيعي للاحتمال اللاحق الموغاريتمخذ ما تتم المقارنة بعد أَ  في تحديد عدد العوامل، وغالباً  (بيز)

 ((.Press, and Shigemasu, 1999وذلك لغرض السيولة والدقة في النتائج)انظر الى )

 Q)(التوزيع الاحتمالي اللاحق لعدد العوامل العامة  .4
عندما يكون اولا:  jf  غير عشوائي. عاملا 
ن التوزيع الاحتمالي لمتجو الخطأ أَ  (tFAنموذج )افترضنا في أُ  

j  ىو توزيعt المتعدد المتغيرات، 
(، 2111( )المييبي،Compound Distributionويعبر عن ىذا التوزيع باستخدام التوزيعات المركبة )

 الذي يعرف بالآتي:
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     ).. (         .                    dppp jj 3       )(\)(
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لـ  ًالتوزٌع الاحتمال ن  إذِ إِ  
j  المشروط بمعلمة القٌاس 2  يتبع التوزيع الطبيعي المتعدد والمعممة

 2 (:2111ويوصفان بالشكل الآتي عمى التوالي )المييبي، ،ليا توزيع معكوس كاما 
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)(( ٌكون التوزٌع الاحتمالً للمشاهدة tFAنموذج )من العوامل الداخلة فً أأ  q)( وفً ظل وجود jX 
المشروط بـ  qf j ,,,,, 2  ًتي:الآبالتعبير الوصفي  معطى 

),(~,,,,,| 22  jpjj fNqfX  

ن دالة الترجيح الشرطية لـ ، فإِ من متجيات مشاىدات العينة المستقمة فيما بينيا n)(ذا توفرت فإِ 
qfX jj ,,,,,| 2  :تكتب وفق المعادلة الاتية 

       ...(4)    
2

exp2,,,,,|
1

2

1

22
22







 

 


 n

j

jjjj

nnp

fxfx
tr

qFXp 





),,,(التوزيع الاحتمالي السابق المشترك لممعممات   F المشروط بـ),( 2Q  الشكل يكون عمى
 ( :Press,2003الآتي)

    ..(5) .                                   .,|().,,|(). ,|,,, 222 p(F)QpQppqQFp  

 F)(و  )(يمثلان التوزيع السابق بالمعمومات الخبرية القميمة لكل من  Fp)(وp)( ن :إِذ إِ 
 الآتي:ويعرفان ب

)(Fp  Constant Matrix ،  )(p  Constant Vector                               ( )    

ما التوزيع السابق لـ أَ    المشروط بـ),,( 2 qQ   ِة )رافقالعائمة الملى فيو ينتمي إConjugate 
Family( وىو )Matrix Normal Distributionالآتي:( وىذه الدالة تعرف ب 
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ن إِذ إِ  H  مصفوفة متماثمة اكيدة الايجابية ذات سعة)( qq،  و   َكيدة مصفوفة متماثمة أ
)(الايجابية ذات سعة  pp  و 0  مصفوفة ذات سعة)( qp ِ ن  ، وا : 
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 ن  إذِ إِ  pmC ,0
 لشكل الآتي:يمثل ثابت التناسب، ويعطى عمى ا 
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نموذج مع المعلومات المسبقة عن معلمات أأ ( 4وبضرب دالة الترجٌح الشرطٌة المعرفة فً المعادلة )

(tFA( المتمثلة بالمعادلات )على الترتٌب نحصل على دالة كثافة الاحتمال المشتركة لـ 8( و )7 )

  ,,,, FX   المشروطة بـ q,2 الآتي:وتكون عمى النحو 
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 ( نحصل عمى :9عمى المعادلة ) باستخدام بعض العمميات الجبرية
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المعادلة باستخدام الشكل العام لمعادلة التوزيع اللاحق لعدد العوامل العامة التي سبق تعريفيا في      
 Vague or Indifferent Prior( وبعد افتراض الاحتمال السابق الغامض لعدد العوامل )2)

Probability ) ،  :والذي يعرف بالشكل الآتي(Press,2003) 
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وبتعويض كل من التوزيع السابق لعدد العوامل ودالة الترجيح لمبيانات المشاىدة المشروطة بـ  q  في
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: عندما يكون ثانيا   
jf  عشوائياا  عاملا 

التوزيع الاحتمالي السابق المشترك لممعممات  ن  إِ   ,, المشروط بــ 2,Q  الشكل يعطى عمى
 الآتي:
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( على 8( و)7( و )6( سبق تعرٌفها فً المعادلات )14مكونات الطرف الٌمن فً المعادلة ) ن  بأ  علما 

 الترتٌب، وبعد التعوٌض عن تلك المكونات نحصل على:
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دالة كثافة الاحتمال المشتركة لـــ  ن  إِ  XF,  المشروطة بــ 2,,,,  qQ   بما يأتيتعرف : 
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ويعرف التوزيع اللاحق لعدد العوامل  qQ  :بالمعادلة الآتية 
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 tFAنمٌرج ( نمعهماخ أ  تيض)مقذس  .5

اولا6 عندها يكوى  
jf  غير عشوائي عاهلا 

يجاد انتٌصيعاخ انلاحقح انيامشيح غيش أ نمٌرج انتحهيم انعامهي يستٌجة الأمَش إ   عهماخنتقذيش م

انمششًطح تـ  2 :نهمعهماخ انمطهٌب تقذيشىا 

دانح انتشجيح انمششًطح تـ [ 2,,,,  F  الصيغة الآتية:عمى تعطى 
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لممعممات  السابق المشتركوالتوزيع الاحتمالي   ,,, F  المشروط بـ 2  الشكل يعطى عمى
 الآتي:

           ...(22)                                 ,|.|,,,              222  F.pψ|σ.pppFp   إِذ
 ن  إِ  p و    Fp  ( ، والتوزيعات السابقة لـ 6بالمعادلة )سبق تعريفيما 2,|  و 2ψ|σ  سبق

ونحصل عمى التوزيع الاحتمالي اللاحق المشترك  ،( عمى الترتيب8( و )7تعريفيما في المعادلتين )
لممعممات   ,,, F المشروط بـ 2  بعد دمج معمومات العينة مع المعمومات المسبقة حول
المعممات   ,,, F الآتي:وعمى 
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 ن  بأ عمماً  FFF RًًG  ( 11سبق تعريفيم في المعادلة.) 

(تمثل التوزيع الاحتمالي اللاحق المشترك لممعممات 23)المعادلة   ,,, F المشروط بـ 2 وىي،
توزيع معكوس ويشرت ويمكن ان نعبر عنو  –عباره عن نواة التوزيع الطبيعي المتعدد المتغيرات 

 بالآتي: وصفياً 
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التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي لمصفوفة العوامل العامة ومصفوفة التحميلات المشروط بـ  ولإيجاد
 2 ( نسبة الى متجو المتوسط 24نكامل المعادلة )  ،ومصفوفة تباين حد الخطأ   نحصل

 ( .والمعرفة بالشكل الآتي:Matrix t-Distributionعمى نواة توزيع )
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لى مصفوفة تحميلات العوامل ( نسبة إِ 26كامل المعادلة )وبت    و 2 انظر الى خصائص( ،
، نحصم عهى انتٌصيع الاحتماني  (Box and Tiao, 1973)((.Matrix t-Distributionتوزيع  )
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( بالنسبة الى 27وبإجراء التكامل عمى المعادلة ) 2  ثم استخدام خصائص المحددات عمى مقام ،
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 :                      ن  ة نجد أَ حجم عينة كبير  وىكذا باستخدام
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علاه لا يحتوي عمى المذكور في أَ  الحد ن  أَ وبما  F،  عميو يمكن ان يمغى مع ثابت التناسب ، عندئذ
 الشكل الآتي:عمى ( تصبح 28المعادلة )
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الى  وبتوقع مساوٍ  (Matrix t-Distribution( تمثل نواة التوزيع )29المعادلة )






 ^

F ِن  ، عميو فإ 

لمصفوفة العوامل العامة  (بيز)مقدر  F : ىو 

  (30) ...                                                          .
111

0

^  




 

 XWXIXWHF n  

يجاد التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي لمصفوفة تحميلات العوامل إِ  ويتم   غير الشرطي بالرجوع
جراء بعض التبسيطات عمى الشكل التربيعي ، وا ِ (23الى المعادلة ) Q عندئذ نحصل عمى التوزيع ،
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المعادلة  ن  عمما بأَ  FR( 11سبق تعريفيا في المعادلة.) 

ولمحصول عمى التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي المشترك لـ  F,  الآتي:يكون عمى 
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 :علاه واجراء التكامل نحصل عمى المذكورة في أَ  وبعد التعويض عن مكونات المعادلة
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اللاحق اليامشي لمصفوفة تحميلات العوامل  التوزيع الاحتمالي ن  أَ بما    ليس من التوزيعات
سوف نستخدم التوزيع الاحتمالي اللاحق المشترك عمى مصفوفة العوامل  فإنناالاحتمالية الشائعة، لذا 

العامة  F  الآتي:وعمى 
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 : نّ إِذ إِ 
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لى بتوقع مساوٍ إِ  (Matrix t-Distribution)( تمثل نواة توزيع 34المعادلة )
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الشرطي لمصفوفة تحميلات العوامل  (بيز)  :المشروطة بمصفوفة العوامل العامة ىو 
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، والمعرف في المعادلة المذكورة في أَعلاه من تحميلات العوامل العامةلمصفوفة  (بيز)يتكون مقدر 
ليو ع السابق لمصفوفة التحميلات مضافاً إِ يعتمد عمى مصفوفة معممة الموقع لمتوزي -ول :جزأين ، الأُ 
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FXe  ( رشح الخطأ بمصفوفة ربحية الترشيح ،Filter 

Gain) َيضاً ، ويسمى أ ( بمصفوفة مرشحات كالمنKalman Filter.) 
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لى المعممات عمييا نسبة إِ  2 ًFً  الآتي:عمى الترتيب وعمى 
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 المشروط بـ (بيز)ومقدر 
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: عندما يكون ثانيا jf  عشوائياا  عاملا: 

التوزيع الاحتمالي السابق المشترك لممعممات  ن  إِ   ,,  المشروط بـ 2  الآتي:يكون عمى 
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وتحمل دالة الكثافة المشتركة لممشاىدة  
jX  و 

jf : الى 
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التوزيع الاحتمالي اللاحق المشترك لممعممات   ,,  المشروط بـ 2  الشكل الآتي:يعطى عمى 

       

       (42) ...         
2

-
exp

.
2

1-
.exp                        

 ,,,,,|,. ,,|,,

1

002

1

1
2

2

222






































BHfxfx
tr

ff

ψ|σ.pσFXppFXp

n

j

jjjj

n

j

jj

qn-m











 

يتم ايجاد التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي لـ    الآتي:عمى 
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 وبعد التكامل نحصل عمى : 
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 ن  عمما بأ FFF RًًG  ( 11معرفة في المعادلة.) 

(تمثل التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي لمصفوفة تحميلات العوامل 43المعادلة )   غير المشروط
بـ  2 وىو يمثل نواة توزيع ،(Matrix t-Distribution، )  ِ لمصفوفة تحميلات  (بيز)مقدر  نّ وا

العوامل   علاه وىو :المذكور في أَ  يساوي القيمة المتوقعة لمتوزيع 
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ن إِذ إِ  0e رشح الخطأ بمصفوفة ربحية الترشيح  (    )لـ  ويكون مساوياً  ،يمثل حد الخطأ ،
(Filter Gain)،  َيضا  ًتسمى أ ( تمصفٌفح مششحاخ كانمنKalman Filter.) 
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نـ  (تيض)مقذس  ًلإيجاد    ًاجشاء عمهيح انتكامم نسثح انى  ،(24نى انمعادنح )تانعٌدج إ  ًً 2

حصم عهى انتٌصيع الاحتماني انلاحق انيامشي نهمعهمح ،ن  نمششًط تـ F  الآتي:ًعهى 
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 جراء عممية التكامل، نحصل عمى:، وا ِ علاهعد التعويض عن مكونات المعادلة المذكورة في أَ وب
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التوزيع اللاحق اليامشي لـ  ن  وبما أَ    انمششًط تـ F نزا من انتٌصيعاخ الاحتمانيح غيش انشائعح ،

س تيض نـ مقذ  تٌصيع انلاحق عهى أنو ( نهModeننا سٌف نستخذو انمنٌال )فإ     الآتي:وعمى 
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وبأخذ الموغاريتم الطبيعي لطرفي  2,,|  FXp : نحصم عهى 
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 ( نحصل عمى :43وبالتعويض في المعادلة )
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علاه نسبة الى  أَ  لجزئية لممعادلة المذكورة فيالمشتقة اوبأخذ   :نحصل عمى 
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ثر حاصل ضرب مصفوفات متوافقة الابعاد والمتمثمة بالحد الاخير استخدام قاعدة المشتقة الجزئية لأَ وب
 (:Petersen and Pedersen,(2008)علاه )المذكورة في أَ  من المعادلة

   TTTTT
CBACBACCBACtr

C

 


 111 )(  

Fp                             وبالتشبيو نحصل عمى : RBXIA         ;        ;     11  

                                  : ن  إف لذا TT

F

T

p

T

Fp RIRItr
C

 



 )( 1 

 ن  وكما ىو معموم أَ   المعكوس ليذه المصفوفة يساوي مبدل  ن  ، لذا فإِ ىي مصفوفة متماثمة
 ( نحصل عمى :48المعكوس ليا، وبالتعويض في المعادلة )
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 علاه بالصفر نحصل عمى :المذكورة في أَ  وبمساواة المشتقة
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علاه نسبة الى وبحل المعادلة المذكورة في أَ    نحصل عمى مقدر بيز لـ  :وكالآتي 

1

^
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B  

 ن  إِذ إِ  FR( 11سبق تعريفيا في المعادلة.) 

لمتجو المتوسط  (بيز)ما مقدر أَ    ِلى التوزيع الاحتمالي اللاحق المشترك فنحصل عميو بالرجوع إ
لممعممات   ,,  المشروط بـ 2,F ِالتبسيطات عميو، يعرف بما يأتي جراء بعض، وبعد إ: 
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التوزيع الاحتمالي اللاحق اليامشي لـ  ن  فإِ    المشروط بـ 2,, F :يعبر عنو وصفيا بالآتي 
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نسبة الى  (51)بعد تكامل المعادلة  2 نحصل عمى مقدر بيز لـ ،   الآتي:وعمى 
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 الجانب التجريبي: .6
بد من ( لا1لمعرف في المعادلة العامة )وا ،البيانات من خلال المحاكاة لنموذج التحميل العاممي لتوليد

تحديد عدد المتغيرات في المتجو العشوائي  
jX. يحتوي عمى عشرة ذلك المتجو  ن  نا بأَ فقد افترض

متغيرات  10p وذلك باستخدام المحاكاة لنموذج التحميل العاممي بالحجم  ؛، تم توليد عينتين
 50,100  nn  باستخدام لغة و(Matlab 7.9)  ، َالتوزيع الاحتمالي اللاحق المرجح لعدد  ن  وبما أ
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العوامل يعتمد عمى درجة الحرية  v وحد الخطأ ، jالعوامل  ،ومصفوفة تحميلات  وعمى ىذا ،
ساس فقد تم تحديد قيم مختمفة لـ الأَ   والتباين المشترك لحد الخطأ وقيم لـ  ،التي تمثل مصفوفة التباين
 v  و  ممي.في توليد البيانات العشوائية لنماذج التحميل العا 

 (tFAالبيانات التجريبية لنموذج ) 1.1
قمنا بتوليد عينة عشوائية ذات حجم  -1 n  من ,,010 vt  فقد افترضنا قيمتين لـ v  ىي

 8,10v َشكال لممصفوفة ، وافترضنا ثلاثة أ   الآتي:وىي عمى 

 75.0, 75.0 , 75.0, 75.0,75.0,9.0 , 9.0  , 9.0 , 9.0 , 9.0

9050 1010

Diag

I.;       ψ          I.ψ






 

لذلك سوف نحصل عمى ست عينات لحد الخطأ بحجم  50n،  وست عينات بحجم
 100n. 

لذلك سوف نولد  ،مسة عوامل عامةالعامة الداخمة في الانموذج ىو خ عدد العوامل ن  نفترض أَ -2
عينتين تجريبيتين بحجم  50,100  من 55 ,8,0 It،  وعينتين من 55 ,10,0 It  بحجم 100,50n. 

نفترض بأن -3  :تأخذ الاشكال الثلاثة الآتية 
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الشكل الثاني  2 نغير كل قيمة 5.0  َعلاه بـ في المصفوفة المذكورة في أ 7.0 والشكل الثالث 3

نغير  5.0  بـ 9.0. 
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متجو المتوسط -4  :نفترضو بالشكل الآتي 
 032.1987.0951.0898.0852.0793.0501.0479.0379.0301.0 

بعد ضرب متجو المتوسط  tFAموذج وبتعويض مكونات أُن








1p

  ًتقاطعياً  ضربا (Kronecker 

Product)  مع متجو الواحدات 
n1

نحصل عمى مصفوفة من المتوسطات  1  np1 عندئذ نحصل ،

 علاه.المذكورة في أَ  ولجميع الحالات n=100و  n=50 بالأحجام Xعمى مصفوفة البيانات 
لتحديد مصفوفة معممة الموقع       0  لمتوزيع السابق لمصفوفة تحميلات العوامل العامة  م ت

ا لتحديد مول منيين متساويين ، نستخدم الجزء الأَ تقسيم العينة التجريبية الى جزأ 0 ذات سعة
 qp ُذ استخدمنا طريقة ، إِ ولى بإحدى طرائق التحميل العاممي، وقد تم تحميل بيانات العينة الأ

ومثمت  ،المركبات الرئيسة 0  مصفوفة التحميلات لمعوامل العامة التي تم تدويرىا بطريقة
(Varimax) ، مة الثانية لمتوزيع السابق لـ والمعم  ( ىي المصفوفةH انظر )( فقد 7المعادلة )

افترضنا بأن  
qIH 10 وفيما يتعمق بالتوزيع السابق لـ، ( فإِ 8، والمعرف في المعادلة ) ننا نعرف
( و m=4درجة الحرية ) 

qIB 2.0 
 (.tFAنووذج )، وتقدير هعلوات أ  التوزيع اللحق لعدد العواهل العاهة 2.2

عامة وفي الجزء الثاني من العينة التجريبية في حساب معيار الاحتمال اللاحق لعدد العوامل ال استخدم
( عندما يكون 13( ، وقد استخدمت المعادلة )tFAنموذج )تقدير معممات أُ  

jf  ًغير عشوائي عاملا ،
مثل الذي سوف ريتم الطبيعي للاحتمال اللاحق ، تم اختيار عدد العوامل العامة الأَ خذ الموغاوبعد أَ 

 (.1نظر الجدول )حتمال اللاحق في كل عينة أكبر لوغاريتم طبيعي للا، الذي يقابل أَ يدخل في التحميل
 
 
 
 
 

الموغاريتم الطبيعي للاحتمال اللاحق لعدد العوامل يوضح (: 1الجدول ) Q 
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( عندما يكون tFAلأنموذج ) 
jf  ًغير عشوائي عاملا 

عدد العوامل  Q  مجموعة
 2 3 4 5 البيانات

-111.972 -103.473 -99.513* -118.358 1 
-112.529 -105.301* -109.641 -113.569 2 
-104.723 -83.920* -95.4450 -105.093 3 
-122.995* -123.001 -127.934 -130.701 4 
-107.123* -126.081 -112.203 -127.995 5 
-96.650* -102.235 -110.333 -113.562 6 
-126.133 -130.881 -113.740* -139.564 7 
-132.384 -129.469 -121.007* -136.221 8 
-121.022 -118.975* -120.187 -122.250 9 
-127.649 -121.507* -151.432 -156.481 11 
-141.019* -150.221 -148.126 -151.191 11 
-102.026* -124.162 -130.011 -139.322 12 

:تمثل اعمى قيمة لموغاريتم الطبيعي للحتمال اللحق )المرجح( لعدد العوامل* Q 
نموذج التحميل العاممي ، تم ايجاد مقدرات بيز لمعممات الأُ  لأنموذجبعد تحديد عدد العوامل المناسب 

 Fًًً  ( ( عمى الترتيب )انظر 39( و )37( و )35( و )31من خلال استخدام المعادلات
 ((.2111)احمد ، 

لممصفوفة  (بيز)من خلال ملاحظة مقدرات       ، المذكورة في  وكميات الشيوع ولجميع الحالات
قيم كميات شيوع المتغير قد ارتفعت بزيادة قيم عناصر كل من مصفوفة تحميلات  ن  أَعلاه يتبين أَ 

،  nًوثبوت تأثير كل من  ،المستخدمة في توليد مصفوفة البيانات vالعوامل العامة ودرجة الحرية 
لممصفوفة  (بيز)قيم كميات الشيوع لمقدر  ن  أَي إِ    ًمع قيم مصفوفة تحميلات  طردياً  تتناسب تناسبا

العوامل العامة  123  ودرجة الحرية  ًً 10,8v قيم التشبعات  ن  أَ . ويمكن ملاحظة
( المعنوية لمعوامل في مصفوفة )التحميلات   بدرجة حرية  (بيز) بأسموبالمقدرة 10v ولجميع ،
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كبر من قيم تشبعات العوامل العامة المعنوية لمقدر بيز لممصفوفة العينات أَ    عندما 8v 
( في 21واستخدمت المعادلة ) ،( العشوائيtFAتم تقدير عدد العوامل العامة لانموذج ) نفسيا الطريقةب

ادناه يبين الموغاريتم  المذكور في (2والجدول ) .لعدد العوامل العامة الميمةحساب الاحتمال اللاحق 
الطبيعي للاحتمال اللاحق لعدد العوامل المستخمصة عندما  5,4,3,2Q .ولجميع العينات 

الموغاريتم الطبيعي للاحتمال اللاحق لعدد العوامل يوضح (: 2الجدول ) Q 
( عندما يكون tFAلأنموذج ) 

jf  ًعشوائياً  متغيرا 
عدد العوامل  Q  مجموعة

 2 3 4 5 البيانات
-198.508 -221.305 -168.210* -240.516 1 
-176.013 -188.872 -170.272* -221.289 2 
-191.044 -190.212* -193.615 -213.409 3 
-237.139 -210.604* -266.391 -268.599 4 
-244.022 -200.039* -250.044 -256.447 5 
-207.191* -210.076 -218.456 -220.328 6 
-260.681 -268.222 -244.072* -227.508 7 
-251.671 -250.726* -256.259 -261.403 8 
-211.184 -187.409* -193.044 -229.114 9 
-256.974 -227.001* -230.227 -278.153 11 
-213.238* -260.624 -226.216 -273.102 11 
-227.877* -246.681 -233.130 -250.588 12 

 عمى قيمة لموغاريتم الطبيعي للاحتمال اللاحق )المرجح( لعدد العوامل :تمثل أ Q. 

 (بيز)بعد تحديد عدد العوامل المناسب، يمكننا حساب مقدرات  ً ( و 49لات )باستخدام  المعاد
لمصفوفة تحميلات العوامل  (بيز)ا مقدرات ( عمى الترتيب ، أَم51)  ( 44فنستخدم المعادلة )

 ((.2111)انظر )احمد ، 
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 Conclusionsالاستنتاجات 

 :بما يأتيالى مجموعة من الاستنتاجات يمكن اجماليا  من ىذه الدراسة تم التوصل 

التوزيع الاحتمالي اللاحق لمصفوفة العوامل  ن  إِ  .1 F،  ومتجو المتوسط   ِلى التوزيعات ينتمي إ
 Multivariate Normal( و )Matrix t-Distributionوىو توزيع ) ،الاحتمالية الشائعة

Distribution( و )Beta) ،  ومصفوفة التباين والتباين المشترك للأخطاء   يكون من التوزيعات
 الاحتمالية غير الشائعة.

يكون  حينما tFAنموذج ( لمصفوفة تحميلات العوامل في أُ بيز)مقدر  يتكون .2 
jf  ًغير عشوائي  عاملا

ين، الاول : يعتمد عمى مصفوفة معممة الموقع لمتوزيع السابق لمصفوفة متكون من جزأ عشوائيالو 
اخر يمكن وصفو خطأ تنبؤيا في حالة  اً ليو حدإِ  التحميلات مضافاً  

jf MNFA  رشح  اً عشوائييكون
 Kalmanبمصفوفة مرشحات كالمن ) ، ويسمى أَيضاً (Filter Gainالخطأ بمصفوفة ربحية الترشيح )

Filter.) 
عدد العوامل العامة المعنوية المختارة لنماذج التحميل العاممي  ن  أَ من خلال الجانب التجريبي، تبين  .3

يكون  حينما 
jf  ًذ يزداد عدد العوامل العامة ، إِ عشوائيا يتأثر بحجم العينة وعاملاً  ،غير عشوائي عاملا

 المعنوية بزيادة حجم العينة.
 

 Recommendations التوصيات

وذلك بعد معالجة الشواذ  ،tFAجراء مقارنة بين النتائج المستحصل عمييا لمعرفة مدى كفاءات مقدرات إِ  .1
 NFAجراء التحميل العاممي عمى البيانات المعالجة باستخدام ، ثم إِ في البيانات المتعددة المتغيرات 
 . MNFAو  tFAنموذجي اوتحميل البيانات قبل المعالجة ب

( بيز)لإيجاد مقدرات  ؛حدى طرائق التكامل العددي( او إِ Gibbs Samplingاستخدام معاينة جبس ) .2
يكون التوزيع الاحتمالي اللاحق لمعممات التوزيع ليس  حينمانموذج التحميل العاممي التقريبية لمعممات أُ 

 من التوزيعات الاحتمالية الشائعة.
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لمعممات انموذج التحميل العاممي باستخدام خوارزمية تعظيم التوقع الشرطي  (بيز)ايجاد مقدرات  .3
 . (Expectation Conditional Maximizationومشتقاتيا )

 تطبيق النتائج النظرية عمى بيانات حقيقية وبالأخص فيما يتعمق بالتموث البيئي. .4
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