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Abstract 

We studied the stability of the steady state solutions for Fisher 
Equation in two cases, the First one with constant amplitude and we show 

that the steady state solution 11 =u is always stable under any condition, but 

the other two solutions 01 =u and )cos()(
1

XnAxu =  are conditionally 

stable. 

In the Second case, we studied the steady state solutions for various 

amplitude by using two Methods. The First is analytically by direct Method 

and the second is numerical method using Galerkin technique which shows 

the same results, that is the steady state solution 11 =u  is always stable 

under any conditions, but the other two solutions 01 =u and 

)cos()(
1

XnAxu = are conditionally stable. 
Keywords: Stability Analysis, Fisher Equation, Galerkin Technique. 

 العددية Galerkinباستخدام تقنيات  Fisherتحليل الاستقرارية لمعادلة 
 أحمد فاروق قاسم     سعد عبد الله مناع 

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
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 الملخص
 تممممممممممممممممممممممممممممممممممل تحللممممممممممممممممممممممممممممممممممل اسمممممممممممممممممممممممممممممممممم  را ية الحلممممممممممممممممممممممممممممممممممو  ال  م يممممممممممممممممممممممممممممممممممة لمعا لممممممممممممممممممممممممممممممممممة  

Fisher 1وفممح لمممال لو، افولمممة فممح لالمممة تممموق البممعة  ال مممة، ونممم  ت مملو  ق الحمممل ال  م مممح
1
=u 

0م يممممممممممممممممماقمبممممممممممممممممم  ر  ارمممممممممممممممممما و  مممممممممممممممممو    لمممممممممممممممممر م مممممممممممممممممرو ة ،  مممممممممممممممممما الحممممممممممممممممم ق ال   
1
=u 

)()cos(و
1

XnAXu = .فهما مب  راق ب و   م رو ة 
 ممما الحالممة الةافيممة ف مم  تممل   اسممة اسمم  را ية الحلممو  ال  م يممة فممح لالممة تمموق البممعة م  لممر  

إذ تمل ال وصمل  Galerkinو اس خ ام  ري  لو ، افولة تحلللية ، والةافية  ري ة ع  يمة يمح  ري مة 
1ال  ممممماره ، ويمممممح  ق الحمممممل ال  م مممممح إلمممممة ف ممممم  

1
=u   0مبممممم  ر  ارمممممما،  مممممما الحممممم ق

1
=u  

)()cos(و
1

XnAXu =  .فهما مب  راق ب و   م رو ة 
 .Galerkin، ت  ية Fisherتحللل الاس  را ية، معا لة الكلمات المفتاحية: 
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  Introduction       .المقدمة1
( فلزيممارح  و بمماجولوجح  و  لممرم إذا ممما تعممرر إلممة تمم  لرات  ا جيممة Systemام )إق  ي فظمم 

)اضطرابات ص لر ( فح  مو مما ولمل ج م  ر سملون ال ظمام تم  لراا ت لمراا فمح جميما اف م مة الم  لمة، فماق 
( Solar System(، فعلمة سم لل المةما  إق ال ظمام ال مبمح )Stableيماا ال ظمام فمح لالمة مبم  ر  )

لاليمما يممو فممح لالممة الاع ممما  علممة الممزمو المماي ت حممرن شيممو اللواكمم  لممو  ال ممم  و  مم ل  الموجممو 
م مم ظل، ومممو المعممروإ افممو إذا ممما  م  ممل جبممل سممماوي إضممافح صمم لر إلممة يمماا ال ظممام فمماق الحالممة 
افصممملية لمممو ت ممم  ر بال عاجمممات ال ممم لر  ال مممح يحممم  ها ذلممم  الابمممل، لمممال  يم مممو ال مممو   ق الحالمممة 

(، ويم و  ق تةا   سئلة مما لة لو  الاس  را ية فح تل م  لة فلزياريمة  و Stableر  )افصلية مب  
 [ .5  يعية ]

ان رلهممما لوصممم ها فموذجممماا  إذ (1937وضمممعها العمممالل شي مممر فمممح عمممام ) Fisherإق معا لمممة 
 .[2] ياضياا ل  اسة علل لرتة الب اق و اف  ا يل 

 لر المحلية  Fisherالم   لة لمعا لة  للو  الموجة Gourley  [4](  س 2000فح عام )
لالظ للو  الموجة الم   لة ال ح تر ط ما للو  إذال  اعل  –ويح لالة  اصة مو معا لات الاف  ا  

ل طموير توسمعات  Puri  &  [9] Wiese( نمام 2002لمال لو م  ظم ملو ممو المبمالة، وفمح عمام )
ال  اعممل  -ل مموعلو مممو معمما لات الاف  مما  الاضممطرال للح ممو  علممة للممو  لمبممارل الئمميل الال  اريممة 

(Diffusion Equations افولممة معا لمة ، )Fisher  والةافيمة معا لممة  ،Ginzburg -Landau 
 و   ممو Ortega & Mendez   & Fort  [7] (   س 2004المع مم   علمة الزمو،وفمح عمام )

 مما البحممن بمماق  مممو ال مم  لر ، ل مم  ا  Fisherال مم  لر فممح فماجممة ممم   ال وسمما البمماجولوجح لمعا لممة 
 ي   Fisher ي لمل مممو البمرعة الم   بمم   لهما للموجممة الم   ممة م ا فممة مما ال ممموذد الل سمي ح لمعا لممة

 مو  وق  مو ال   لر(. Fisher)معا لة 
 Steady Stateفممممح يمممماا البحممممن سمممم  ل   اسممممة تحللممممل اسمممم  را ية الحلممممو  ال  م يممممة )

Solutions لمعا لمة )Fisher ل لو، افولمة ت  ماو    اسمة تحللمل الاسم  را ية فمح لالمة تمموق وفمح لما
البعة  ال ة، والةافية ت  او    اسة تحللل الاس  را ية فح لالة توق البمعة م  لمر  مما اسم خ ام  ري مة 

Galerkin .الع  ية فح يام الحالة 
 

 Mathematical Model     .النموذج الرياضي 2

 وال ح صي  ها:  Fisherطية معا لة إق مو معا لات الاف  ا   لر الخ
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  المونمما ( وع مم t( ع مم  الممزمو )Population Densityتمةممل تةافممة البمم اق ) u(x,t)إق 
(x  ، )D ( يح معامل الاف  اDiffusion Coefficient ، ويح موجبة  ارما )r  تمةل مع   فممو

( ويح موجبة  يضا وتز ا  إذا وج ت  يا   يارلمة فمح البم اق ، ويمح ت ملو Growth Rateالب اق )
 . [8]كيفية لا  الب اق بع   مو معلو

فهممح  x[0,1] فممح ال  ممر   Fisherح لممل معا لممة  ممما ال ممروط الح و يممة والال  اريممة المبمم خ مة فمم 
 : [3]( ويح Neumann Boundary Conditionsال روط الح و ية ل لوماق )
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)()0,( xfxu =          , ]1,0[x  

 : [11 ,10]ال بع ية سوإ فعرإ الئيل ال بع ية آلاتية Fisherل رر إياا  معا لة 

t
L

D
T

L

x
X

2
, ==  

  ي  ق: xتمةل  و  ال  ر  لم  Lللن 

 
 و اس خ ام يام ال حولات فح ل علة:

Lx 0



 روق قاسمسعد عبد الله مناع و أحمد فا   

   

 

 32 

2

2

2

22
ruru

X

u

L

D

T

u

L

D
−+




=




 

2

22

2

2

u
D

rL
u

D

rL

X

u

T

u
−+




=




      …(3) 

0
),1(

,0
),0(

=



=





X

Tu

X

Tu     …(4) 

 . Fisher( تمةل ال ي ة ال بع ية لمعا لة 4( ما ال روط الح و ية )3المعا لة )
  Stability Analysis      . تحليل الاستقرارية3

)(ف رر  ق ال ظام ن  تعرر إلة إ عاد، وف رر  ق  
1

Xu  تمةل لالة ال ظام ال  م ية
),(و 

2
TXu  [5 ]تمةل لالة ال عاد الم روضة: 

),()(),(
21

TXuXuTXu +=      …(5) 

 ة : ( فح ل عل3( فح المعا لة )5ل عويض )
2

21

2

21
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 عو الحالة الزم ية وتما ي تح:   Fisher ويم و ف ل الحالة ال  م ية لمعا لة

2

1

2

1

2

2

1

2

0 u
D

rL
u

D

rL

dX

ud
−+=      …(6) 

1 0 0 , 1
du

at X
dX


= = 


      …(7) 

 Fisher( تمةممممممل الحالممممممة ال  م يممممممة لمعا لممممممة 7( ممممممما ال ممممممروط الح و يممممممة ) 6للممممممن  ق المعا لممممممة ) 
(Steady State Of Fisher Equation .) 

2

2

2

21
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1,00

),(2 Xat
X

TXu      …(9) 
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 . Fisher ( تمةل الحالة الزم ية لمعا لة9( ما ال روط الح و ية )  8للن  ق المعا لة )
 
 
   Uniform Steady State Solution                            .الحل اللازمني المنتظم: 4

1  , 0( لهممما لممم ق  7( مممما ال مممروط الح و يمممة )6المعا لمممة ) 11 == uu    يمممما الحلمممو
1 0( إذ  ق Constant Solutionsالةال ة ) =u  [ 4يبمة  يضا بالحل ال افو . ] 

( ما ال روط 6( للمعا لة )Nonconstant Solutionوللح و  علة الحل  لر الةالا )
 [ ل  بح : 5,10( ]6للمعا لة ) Linearized Stability Analysis  ية فلا  إلة الح و 

0 
1

2

2

1

2

=+ u
D

rL

dX

ud        …(10) 

  :( يح معا لة ت اضلية اع يا ية  طية وم اافبة والحل العام لهام المعا لة يو 10إق المعا لة ) 
MXBMXAXu sincos)(1 +=      …(11)  

للن  ق 
D

rL
M

2

=  ،AB   والا .    ,  

 (فح ل علة: 11فح المعا لة ) (7)ل عويض ال روط الح و ية 
0=BM         …(12) 

0)( cos )sin( =+− MBMMAM     ...(13) 

0( بما  ق 12مو المعا لة )
2

=
D

rL
M  0إذق=B  . 

 ( فا   ق : 13فح المعا لة )  Bبال عويض عو قيمة
0)sin( =− MAM  

 . 0Mللن  ق 
0وياا يو الحل ال افو  A=0إما 

1
=u  

  و 
0)sin( =M  

nM =   , , 3 , 2,1 =n  

n
D

rL
=

2

 , , 3 , 2,1 =n  
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2

2

)( n
D

rL
=  , , 3 , 2,1 =n  

 ( يو: 7الاي يح ق ال روط الح و ية )  Fisher إذاا الحل ال  م ح لمعا لة
, 3 , 2,1,)cos()(1 == nXnAXu    …(14) 

 . تحليل الاستقرارية في حالة السعة الثابتة)حالة الاضطراب(:  5
2),(شي ر و إيما   ( تمةل الحالة الزم ية لمعا لة8إق المعا لة ) 

2
TXu     ففو م  ا

 [ .5ص لر ج اا )لب  فرضية  قّ ال عاد ص لر( ]
 ( ت بح: 8المعا لة )

21

2

2

2

2

2

2

2
2

uu
D

rL
u

D

rL

X

u

T

u
−+




=



      …(15) 

 ف رر  ق:  
)(

2  P),( ctxikeTXu −=        …(16) 

(، Amplitudeةممممل سممممعة الموجممممة )تم 0Pتمةممممل العمممم   الممممموجح،  0kللممممن  ق 
ف مةممممل سممممرعة الموجممممة، ويممممح ذات قيمممممة مع مممم    cوتلمممموق فممممح يممممام الحالممممة ذات قيمممممة  ال ممممة، إممممما 

(Complex ))(
21

iccc ممم  =+ ، واق الئيممممة الموجبمممة  و البمممالبة لم
2

c  لهمممام الحالمممة يمممح ال مممح
0ت شيو علة ال موالح ، فع م ما تلموق  تؤ ي إلة فمو ال عاد  و

2
c  فال ظمام ي موق  لمر مبم  ر

(Unstable وع  ما تلوق ، )0
2
c ( فال ظام ي وق مب  رااStable )[5] . 

 ( فا   ق : 15( فح المعا لة ) 16ل عويض ال رضية ) 

)(
2

1

)(
2

)(
2

)(22)( XuPe
D

rL
Pe

D

rL
PekiikcPe ctxikctxikctxikctxik −−−− −+=−  

 ة ل  بح: يم و تببيط المعا لة الباب 
)(

2
1

22

2 Xu
D

rL

D

rL
kikc −+−=−      …(17) 

 

 
 

)(
2

1

22

2

21
Xu

D

rL

D

rL
kkcikc −+−=+−  

 بع  ف ل الازء الحئي ح والازء الخيالح فح ل علة: 
0

1
=− ikc  

)(
2

)( 1

22
2

21 Xu
D

rL

D

rL
kiccik −+−=+−
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)(
2

1

22

2

2
Xu

D

rL

D

rL
kkc −+−=  

kD

XurLrLDk
c

)(2
1

222

2

−+−
=      …(18) 

بما  ق 
2

c ( يح عامل ال ضمخلAmplification Factor ال م ) ح تمؤ ي إلمة تح جم  لالمة
)(الاس  را ية، واق ي ان    ة للو  لا  م ية 

1
Xu  لمعا لةFisher  لمال  فه مان  م ا لمالات ،

 ( يح: 16للمعا لة )
 

 الحل اللازمني الأول: 1.
0ع  ما تلوق 

1
=u ( ت بح 18، فاق المعا لة ) 

kD

rLDk
c

22

2

+−
=        …(19) 

0و ال  ي وق الحل 
1
=u  مب  راا إذا تافا 

22 rLDk   
02 , 0 , 0للن   rDL   

 

 الحل اللازمني الثاني: 2.
1ع  ما 

1
=u ( ت بح: 18، فاق المعا لة ) 

kD

rLDk
c

22

2

−−
=  

 
kD

rLDk
c

22

2

+−
=  

0 , 0 , 0 , 0بممما  ق  2  rDLk    0لممال  تلمموق
2
c  ارممما و ممال  ي مموق ال ظممام فممح 

 يام الحالة مب  راا  ارما. 
 

 الحل اللازمني الثالث: 3.

XnAXuع  ما ي وق  cos)(
1

 ( ت بح: 18( فاق المعا لة )14تما فح المعا لة ) =

kD

XnArLrLDk
c

)cos(2 222

2

−+−
=     …(20) 

0( فضمماNeutral Stability Curve) وليامما  م ح ممح الاسمم  را ية الم عمما  
2
=c ،

 ( علة: 20ف ح ل مو المعا لة ) n=1وف  ا انل قيمة ذاتية ع  ما ي وق 
)cos(2 222 XArLrLDk −=  
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D

XArLrL
k

)cos(2 22 −
=      …(21) 

0k   ،0  ,  0واق   0Dو   0rللمممممممممممممممممممممممن  ق  2  LA  وقممممممممممممممممممممممميل الم طلمممممممممممممممممممممممق 
10        يح : Xلم   X 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 .تحليل الاستقرارية في حالة السعة المتغيرة)حالة الاضطراب(: 6
ولة   اسة سوإ ت ل فح ياا ال      اسة الاس  را ية فح لالة البعة الم  لر  و طري  لو، اف
 Galerkinالاسمم  را ية بطري ممة تحللليممة ، والةافيممة   اسممة الاسمم  را ية بطري ممة ع  يممة باسمم خ ام  ري ممة 

 الع  ية . 
 ف رر  ق 

)(

2 )(),( ctxikeXFTXu −=       …(22) 

 

stable 

Unstabl

e 

K 

 (1الشكل ) 
 ( 21يمثل منحني الاستقرارية المتعادل للمعادلة ) 

5.0  ,  1  ,  1  ,  1عندما  2 ==== DrLA . 

X 
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ة تمةل سمعة الموجم  XF)(يح قيمة لئيئية لا بع ية لطو  الموجة ،  0kللن  ق 
(Amplitude وتلوق فح يام الحالة م  لر   ي  الة ل لالة ، )X [  6]  . 

 ( فح ل علة : 15( فح المعا لة )22ل عويض المعا لة )

)(

1

2

)(

2

)()()(2)(

)()(
2

)(

)()(2)()(

ctxikctxik

ctxikctxikctxikctxik

eXFXu
D

rL
eXF

D

rL

eXFeXFkieXFkeXikcF

−−

−−−−

−+

+++−=−
 

 بع  تببيط الم  ا  فح ل علة: 

)()(
2

)()()(2)()(

1

2

2
2

XFXu
D

rL

XF
D

rL
XFXFkiXFkXikcF

−

−+++−=−    … (23) 

)()(
2

)()()(2)()()(

1

2

2
2

21

XFXu
D

rL

XF
D

rL
XFXFkiXFkXFkcXFikc

−

−+++−=+−  

 ئي ح والازء الخيالح فح ل علة:بع  ف ل الازء الح
)(2)(

1
XFkiXFikc =−  

)()(
2

)()()()( 1

22
2

2 XFXu
D

rL
XF

D

rL
XFXFkXFkc −++−=  

0)()(
2

)(
1

2

2

2

2

=







−−−+ XFXu

D

rL
kck

D

rL
XF   …(24) 

 ( ت بح: 9وال روط الح و ية )
10   0)( === XandXatXF    …(25) 

 
 Analytical Solution     أولا: الحل التحليلي

 ( بال  ل افتح : 24يم و ت ابة المعا لة )
0)()( =+ XFXF        …(26) 

 للن  ق 

)(
2

1

2

2

2

2

Xu
D

rL
kck

D

rL
−−−=      …(27) 

 ( ي وق بال ي ة آلاتية: 6 2إق الحل العام للمعا لة )
XbXaXF  sincos)( +=      …(28) 
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 ( يم و  ق فح ل علة 5 2ل عويض ال روط الح و ية )
0=b                              …(29) 

0cossin =+−  ba      …(30) 
 .  b=0لال  فاق  0( ، بما  ق 29مو المعا لة )
 ( ت بح: 30إذاا المعا لة )

0sin =− a  
  0          للن
 وياا جؤ ي إلة الحل ال افو.  a=0إما 
0sin         و  = 

2)(  n=    , 3 , 2,1 =n  
 ( فح ل علة : 27مو المعا لة )

2

1

2

2

2

2

)()(
2

nXu
D

rL
kck

D

rL
=−−−  

kD

rLDnXurLDk
c

22

1

22

2

)()(2 +−−−
=

     …(31) 

بما  ق 
2

c  يح ال ح تؤ ي إلمة تح جم  لالمة الاسم  را ية، واق ي مان    مة للمو  لا  م يمة)(
1

Xu 
 ( يح: 31، لال  فإق ي ان   ا لالات للمعا لة ) Fisherلة لمعا 

 

 الحل اللازمني الأول:  1.
0ع  ما 

1
=u ( ت بح: 31فاق المعا لة ) 

kD

rLDnDk
c

222

2

)( +−−
=

      …(32) 

0و ال  ي وق الحل 
1
=u ( مب  رااStable : إذا تاق ) 

222 )( rLDnDk +   
02 , 0 , 0        للن  rDL  

 

 الحل اللازمني الثاني:  2.
1ع  ما 

1
=u ( ت بح: 31فاق المعا لة ) 



 … Fisherتحليل الاستقرارية لمعادلة 
 

 

 39 

kD

DnrLDk
c

222

2

)( −−−
=  

 
kD

DnrLDk
c

222

2

)( ++−
=  

0 , )(0 , 0 , 0 , 0بممما  ق  22  rDLnk   0فمماق
2
c  ارممما، و ممال  ي مموق الحممل 

1
1
=u رما. مب  راا  ا 

 

 الحل اللازمني الثالث:  3.
)()cos(ع  ما 

1
XnAXu = ( ت بح: 31فاق المعا لة ) 

kD

rLDnXnArLDk
c

2222

2

)()cos(2 +−−−
=

    …(33) 

0( فضمما Neutral stability curveوليامما  م ح ممح الاسمم  را ية الم عمما   )
2
=c  وف  مما انممل

 ( علة: 33المعا لة ) ف ح ل مو n=1قيمة ذاتية ع  ما 
2222 )()cos(2 rLDXArLDk +−−=   

8696.9
)cos(2 22

−−=
D

XArL

D

rL
k

     …(34) 

2 0 , 0 , 0 , 0 , 0للن  ق   rDkLA  وقيل الم طلق لمX  10يح  X      .                                                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

stable 

Unstable 

K 

 (2الشكل ) 
 ( 34يمثل منحني الاستقرارية المتعادل للمعادلة ) 

00652.0  ,  1  ,  10  ,  1عندما  2 ==== DrLA . 

X 
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 عددية ال  Galerkinثانيا: تقنية 
( باسممم خ ام  ري مممة  25( مممما ال مممروط الح يمممة )24سممموإ جممم ل إياممما  لمممل عممم  ي للمعا لمممة )

Galerkin [ 1الع  ية.] 
 ( بال  ل افتح : 26ف رر  ق الحل للمعا لة )




=

+=
1

)sincos()(
v

vvvv
XBXAXF      …(35) 

 فح ل علة :   (35ب  ا  ل  ل و  الحل البالق للمعا لة )
XBXAXF

vvvv
 sincos)( +=     …(36) 

 فا   ق:  (25)و اس خ ام ال روط الح و ية 
0=

vv
B          …(37) 

0cossin =+−
vvvvvv

BA       …(38) 
0( بما  ق 37مو المعا لة )

v
  0إذاا=

v
B ( ت بح: 38لال  فاق المعا لة ) 

0sin =−
vvv

A   
0بما  ق 

v
 ، 0إما=

v
A  . وياا يو الحل ال افو 

  و 
0sin =

v
  

,3,2,1, == nn
v

  
=0بما  ق 

v
B ( ي بح : 25( للح يح ق ال روط الح و ية )36، إذاا الحل ) 

XAXF
vv
cos)( =  

 للن  ق 
,3,2,1, == nn

v
  

(، وللمممح يح مممق 35(، لمممال  فممماق الحمممل )35و  الحمممل الم مممرور )( يمممو  لممم  لممم 36بمممما  ق الحمممل )
 ( يا   ق ي وق بال  ل افتح: 25ال روط الح و ية )




=

=
1

cos)(
v

vv
XAXF        …(39) 
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,3,2,1, == nn
v

  
 ( فح ل علة : 24( فح المعا لة )39ل عويض المعا لة )

0cos)(
2

)cos(
1

1

2

2

2

2

1

2 =







−−−+− 



=



= v
vv

v
vvv

XXu
D

rL
kck

D

rL
AXA   

( والماي يطلمق Error ا لا يباوي ص راا لل يو فبمبة  طم  )فاق ال  ري  ي Galerkinلب   ري ة 
 (  ي  ق : Residualعليو الم ب ح )

=







−−−+− 

==

p

v
vv

p

v
vvv

XXu
D

rL
kck

D

rL
AXA

1
1

2

2

2

2

1

2 cos)(
2

)cos(   

فبعة إلة جعلمو انمل مما  Galerkinولب   ري ة  )(وللن  ق ياا الخط   و الم ب ح  
و يمة للم ب مح البمالق مضمرو اا (، واق ال لاممل المحم   بال مروط الح Minimize the errorيم مو )

 [ لال  فاق: 1ل الة ي وق مباويا لل  ر ]
 

…(40) 

 

 
 

X)(للن  ق 
m

  يح  الة مةلةية م اسبة 
XX

mm
 sin)( =  

,3,2,1, == mm
m

  
 ( فح ل علة : 40مو المعا لة )

2

1

2

2

2

2

)(
2

v
Xu

D

rL
kck

D

rL
=−−−  

2

1

2

2

2

2

)()(
2

nXu
D

rL
kck

D

rL
=−−−  

kD

rLDnXurLDk
c

22

1

22

2

)()(2 +−−−
=

    …(41) 

 Galerkinوياا جم   علمة ت ماء   ري مة  (31)يح مطاب ة للحل ال حلللح  (41)ف لظ  ق المعا لة 
الع  ية وتال  ج ريو علة صحة الحل ال حلللمح الماي تمل ال وصمل إليمو فمح إياما  شمروط الاسم  را ية 

 فح لالة البعة الم  لر .  Fisherلمعا لة 
 

  0)()cos()(
2

)()cos(

1 1

1

2

2

2
2

1

0 1 1

2

=












−−−+





+−



 

= =

= =

dXXXAXu
D

rL
kck

D

rL

XXA

mvv

p

v

p

m

p

v

p

m

mvvv
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