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ABSTRACT 
The Fisher Equation had been solved numerically by using two 

Methods of Finite Differences Methods. The First is Explicit Scheme 

Method and the Second is Crank–Nicholson Method. A Comparison had 

been made between these two methods and we find that the Crank–

Nicholson Method converges towards saturation state u=1 faster than the 

Explicit Scheme Method (Table 1). Also the numerical stability for both 

Methods had been made, the Explicit Scheme Method is conditionally stable 

and the condition is 
2

2

4

2

rhD

h
k

−


, while Crank–Nicholson Method has the 

condition 
r

D
h

42  for step size )(h , but time step )(k  is unconditionally 

stable. 
Keywords: Numerical Analysis, numerical stability, Finite Differences 

Methods, Explicit Scheme Method, Crank–Nicholson Method, Fisher 

Equation. 

 Fisherالتحليل العددي لمعادلة 
 أحمد فاروق قاسم         سعد عبد الله مناع 

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
 09/10/2005تاريخ قبول البحث:    08/06/2005 تاريخ استلام البحث:

 الملخص
عممي  ا وساسممم يام تممرينمطر مممر ترا ممت المممرو ،ممات الم م يممة،  ممما  Fisherتممح  ممل معا لممة 

، ومممر  مح تممم   Crank-Nicholson، والثانيممة ترينمة  (Explicit Scheme)الطرينمة الرمريحة 
 ممملأ ا  ا وا سمممرل ممممر الطرينمممة  Crank-Nicholsonمنارنمممة  مممطر الطمممرينمطر ن  تيمممطر    ترينمممة 

، كملل  تمح (1)كما ميمطر فملأ الوميول  u=1  (saturation)نلى  الة الإشبال الرريحة فلأ الوصول
، و،ممي تيممطر    الطرينممة  Fisher راسممة اتسمممنرارية العي  ممة للطممرينمطر الم ممم يممطر فمملأ  ممل معا لممة 

، والرمر   مو  (Conditionally Stable)الرريحة م منرة برمورة مرمروتة 
2

2

4

2

rhD

h
k

−


  ،

 طممأ     h)(مرممروتة فنمم  مممر نا يممة وطمموة الطممول  Nicholson-Crankنممة فمملأ  ممطر    تري

r

D
h

42   ما ال طوة الزم ية  ،)(k  وتةف لأ غطر مرر. 
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-Crankترينة ، الطرينة الرريحة، ترا ت المرو،ات الم م ية، المحلطل العي يالكلمات المفتاحية: 

Nicholson، معا لة ، اتسمنرارية العي  ةFisher . 
 .المقدمة1

تعميممر المعمما تت المماضمملية وطممر وسممطلة لوصمما العيلممي مممر الم مما ل المطزيا يممة وال  يسممية 
والكيميا يممة وفمملأ الحنممول ا وممرت، ن  تممممي تطيينات مما نلممى وصمما  ركممة ال طوترونممات فمملأ المممماع ت 

( وكمملل  Nematicفمملأ  لممورات ال مما ل ال يممماتي لأ   ال وويممة فمملأ المممماع ت وفمملأ علممح  ركممة اترتمميا 
( ال وطية المملأ تمي ي  ورا م مما فملأ ا ن ممة Diffusion Equationsوصا معا تت اتنمرار  

. ن  معمممما تت Fisherالحركيممممة المرممممممة ومممممر ا مثلممممة علممممى معمممما تت اتنمرممممار ال وطيممممة معا لممممة 
 وتكو  فلأ  الة معممية على المزمر(Initial Value Problems) اتنمرار  لأ م ا ل قيح ا ميا ية

(Time Dependent Equations)  والحممل ل مملا ال ممول مممر الم مما ل   ممو  فمملأ م طنممة مممو ممة 

R ت ضم  لرمرو   يو  ممة، وت مم   ملا الم مما ل فملأ  راسمة موجممات الضم   فملأ ال مموا ل وفملأ انمرممار
م انيممة الحرممول علممى  لممول تحلطليمممة الو ممي والإحا ممة وانمرممار الحممرارة وغطر مما،  وسرمممورة عامممة ن  ن

 Analytical Solution لم ا ل اتنمرار  لأ معنية كثطرا بالرغح مر المطور الممزالي فلأ المماهيح )
وا سممالطا الرياضممية الممبعممة لحممل المعمما تت المماضمملية الوز يممة ال وطيممة لمملل  فمما  الحلممول العي  ممة 

 Numerical Solutions[ .7يراسة وواص  لا ال ول مر المعا تت ]( تعي ا سلوب ا مثل ل 
م( ا،مر  مممما نمو جمممماً رياضممممياً 1937وضممممع ا العممممالح عيرممممر فمممملأ عممممام   Fisherن  معا لممممة  

 .[1]ليراسة علح  ركة ال  ا  و انمرار ا 
 Fisher لممممول الموجممممة الم منلممممة لمعا لممممة  S.A.Gourley  [3](  رس 2000فمممملأ عممممام  

المماعممل ن  ت ممو  لممول الموجممة الم منلممة  –ا تت اتنمرممار غطممر المحليممة و مملأ  الممة واصممة مممر معمم 
 Sanjay Puri  &kay( ،مام 2002المملأ تمرس  مما  مطر  مالمطر م م مممطر ممر الم مالة، وفملأ عمام  

Jorg Wiese  [6] مطمموير توسمميعات اتضممطراب للحرممول علممى  لممول لم مما ل ال مميح ات ميا يممة 
،   Fisher( ، ا ولمى معا لمة Diffusion Equationsالمماعمل   -ل موعطر ممر معما تت اتنمرمار 

 & vicente(  رس 2004المعممية على المزمر ،وفملأ عمام   Ginzburg-Landauوالثانية معا لة 
mendez  & fort  [4] ور حممر المميوطر فملأ نملجمة مميت الموسم  البمالولوجلأ لمعا لمة Fisher  ،

ي   ما للموجمة الممنيممة منارنمة مم  ال مممو   لنمي ا يم  البحمأ بما  حممر المميوطر  نلمل ممر ال مرعة ال ممَُ بمَ
  يو  حمر الميوطر(. Fisher ي  معا لة   Fisher الك سي لأ لمعا لة

باسممم يام تممرينمطر مممر ترا ممت  Fisherفمملأ  مملا البحممأ سممممح  راسممة الحممل العممي ي لمعا لممة 
 Explicitة  (، ا ولممى الطرينممة الرممريحFinite Differences Methodsالمرو،ممات الم م يممة  
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Method والثانيمممة ترينمممة ،)Crank-Nicholson  ومنارنمممة الطمممرينمطر وسيممما  الطرينمممة المثلمممى لحمممل
 ، كلل   راسة الإسمنرارية العي  ة لكلما الطرينمطر.Fisher معا لة

 
  Mathematical Model    .النموذج الرياضي2

 غطر ال طية ل ا الري ة:  Fisherن  معا لة 
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…(1)                                                     

)()1(ن   uruuh   لأ  الة غطر وطية تحنت الررو  الآتية:=−
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( وع ممي المو،مم  t( ع ممي الممزمر  Population Densityتمثممل كثافممة ال مم ا    u(x,t)ن  
 x ، )D  لأ معامل اتنمرار Diffusion Coefficient ، و لأ موجبمة  ا مما )r  تمثمل معميل نممو

( و لأ موجبة   ضا وتز ا  ن ا وجيت حيا ة  ا لمة فملأ ال م ا  ، و ملأ تيمطر Growth Rateال  ا   
 . [5]كيفية  ال ال  ا  بعي حمر معطر

 x[0,1] فملأ المممرة  Fisher ما الررو  الحيو  ة وات ميا ية الم م يمة فلأ  مل معا لمة 
 :  [2]( و لأNeumann Boundary Conditionsالحيو  ة ل طوما    ف لأ الررو 
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0
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tu
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tu

       …(2)                                 

)()0,( xfxu =          , ]1,0[x  
ن  مممر اكثممر الطرا ممت اسممم يماً لحممل المعمما تت المماضمملية الوز يممة  مملأ ترينممة المممرو ،ممات 

 ( الملأ تعطلأ تنريبات جطية للحل.Finite Differences م ية  الم
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 Explicit Method.الطريقة الصريحة                                       3 
تعممممي  مملا الطرينممة علممى تحيلممي قيمممة اليالممة غطممر المعروفممة  

1, +ji
U  ع ممي الممزمر)(

1+j
t 

المعرفة ع مي ننما  الرمب ة  يتلة قيح اليوال
ji

U
,1+

و 
ji

U
,

و  
ji

U
,1−

)(ع مي المزمر  
j

t  وكمما فملأ
 (:1الر ل  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

نيممممممممممممي   وتً  من مممممممممممميح الم مممممممممممممططل  ctxtxR = نلممممممممممممى   ),(: 10  ,  0
)1( −m 1(و( −n ر الم مطط ت تول ضمل  كمل م  ما م)( kt =  و)( hx =  وكمما

 (  طأ: 1فلأ الر ل  

k 

h 

t 

X 

1, +jiU × 

× × × 
jiU ,1− jiU ,1+ jiU , 

 (1الشكل )

J 

J+1 
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njjkt
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( وا  ا سلوب العمام لحمل Grid Pointن  ننا  تنات   لا ال طو  تعرف   نا  الرب ة  
رمول علمى الحمل ع مي ننما  الرمب ة، المعا تت المماضلية الوز ية بطرينة المرو ،ات الم م ية  و الح

)(وننا  الرب ة ،ي تكو  ناتوة عر تنات  ال طو  الم مططلة فلأ  الة  kh    و تنات  ال طو 
)(المرسعة  kh ن مبة  u)(،  وعليه   و  المنريا العي ي للمرمنة الوز ية ا ولى والثانية لليالمة =

 :  [9]وساسم يام ممكوك تاللر كما  يتلأ t)(و  x)(نلى 
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u jiji ,,1
−

=


 +        …(3) 

2

,1,,1

2

2 2

h

UUU

x

u jijiji −+
+−

=


      …(4) 

k

UU

t

u jiji ,1,
−

=


 +        …(5) 

2

1,,1,

2

2 2

k

UUU

t

u jijiji −+
+−

=


      …(6) 

 ( تربح: 1( فإ  المعا لة  5( و 4باسم يام المعا لمطر  

( ) 2
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 …(7) 

 (  م ر الحرول على ما  يتلأ: 7مر المعا لة  
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 الرريحة.  (  لأ المعا لة الم م يمة للحل بالطرينة8 طأ    المعا لة  
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ع مممميما  (2) ت  باسممممم يام المممممرو ،ممممات المركزيممممة فمممما  تنريمممما الرممممر  الحمممميو ي ا ول فمممملأ المعا لممممة 
0=i   : و   

0
),0(
=





x

tu  

0
2

,10,10
=

−


−+

h

UU jj  

jj UU ,1,1 −=    nj  , 2 , 1 , 0=   …(9) 
 نحرل على ما  يتلأ :  i=0 ( ع يما8فلأ المعا لة   (9)نعوض المعا لة 

( )
jjjj UDUkrUkrDU ,1,0,01,0 2 21  +−+−=+   …(10) 

mi( ع يما 2 ما تنريا الرر  الحيو ي الثانلأ فلأ المعا لة    فإ  :  =

0
),1(
=





x

tu  

 باسم يام المرو،ات المركزية نحرل على ما  يتلأ:

0
2

,1,1
=

− −+

h

UU jmjm  

jmjm UU ,1,1 −+ =    nj  , 2 , 1 , 0=   …(11) 
mi( ع يما 8( فلأ  11نعوض المعا لة    نحرل على :  =

( )
jmjmjmjm

UDUkrUkrDU
,1,,1,

2 21
−+

+−+−=    …(12)   
مممم  الرمممرو  الحيو  مممة وات ميا يمممة بالطرينمممة الرمممريحة لممثمممل  Fisherن اً تنريممما معا لمممة  

 بالمعا تت آتتية:
mixfU

ii
,,1,0,)(

0,
==  

( ) 0 02 21
,1,0,01,0

=+−+−=
+

jiUDUkrUkrDU
jjjj

  
( ) ( ) 0  21

,1,1,,1,
++−+−=

−++
jUUDUkrUkrDU

jijijijiji
  

( ) 0 2 21 ,1,,1, =+−+−= −+ jmiUDUkrUkrDU jmjmjmjm   
 
 Crank-Nicholson  .طريقة4

بالمعميل الح ما لأ  xxu (Diffusion Term)تعممي  لا الطرينة على تنريا  مي اتنمرمار
 :[9,8]وكما  يتلأ  (j+1)و (j)لمنريبات المروا المركزية ل ا ع ي الزمر 
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 ( نحرل على 14( و  13( وساسم يام المعا لمطر  1المممثلة بالمعا لة   Fisherالآ  نيول معا لة 
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 u)((    الطرف ا   مر لمضممر  م ي قميح غطمر معلوممة لليالمة 16ن  و مر المعا لة  
)ع ممي ال طمموة الزم يممة الويلممية  )1+j  ط ممما ال مميح فمملأ الطممرف ا  مممر كل مما معلومممة ع ممي ال طمموة  ،

)(الزم ية ال ابنة j   لأ ع ،ة ضم ية  16، للل  فإ  المعا لة  )Implicit Relation . ) 
)0(( ع يما 16( فلأ  9نعوض المعا لة   =i  : ل م 
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( تممي ي نلممى تكمموير ن ممام جيممري وطمملأ    مملأ 18( و 17( ممم  الرممرو  الحيو  ممة  16ن  المعا لممة  
 (Tridiagonal Linear Algebraic System)ا ،طار 

 

AX=B 
 

 ممو مموممه عمممو ي  حمموي قمميح  X مملأ مرممموفة المعممام ت    يممة ا ،طممار ، وA ن     
 و مموه عمو ي  حوي ال يح المعلومة فملأ الطمرف ا  ممر ،و  ملا  Bالموا طل فلأ الطرف ا   ر،و

 بالر ل اتتلأ: Fisher لحل معا لة  Crank-Nicholson م ر المعيطر عر ترينة 
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و،مي اسمم يم  فملأ  ملا  (Direct Methods)    م ر  ل ال  ام  ع ا بالطرا ت المباشرة 

 البحأ ترينة الحلف لكاوس .
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Crank-Nicholson 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 

k=0.00125 

t=0.035 

)(cos)0,( 2 xxu =  

EXPLICIT 

D=1   ,  r=1 

h=0.05 

k=0.00125 

t=0.035 

)(cos)0,( 2 xxu =  
 

Crank-Nicholson 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 

k=0.00125 

t=0.005 

)(cos)0,( 2 xxu =  
 

EXPLICIT 

D=1   ,  r=1 

h=0.05 

k=0.00125 

t=0.005 
)(cos)0,(

2
xxu =  

 

0.6341 0.6298 0.9115 0.9094 

0.6279 0.6238 0.8914 0.8894 

0.6099 0.6064 0.8332 0.8315 

0.5819 0.5793 0.7425 0.7413 

0.5465 0.5452 0.6280 0.6274 

0.5073 0.5073 0.5011 0.5011 

0.4681 0.4694 0.3740 0.3746 

0.4326 0.4352 0.2590 0.2604 

0.4045 0.4080 0.1680 0.1696 

0.3864 0.3905 0.1095 0.1113 

0.3801 0.3845 0.0893 0.0912 

0.3864 0.3905 0.1095 0.1113 

0.4045 0.4080 0.1680 0.1696 

0.4326 0.4352 0.2592 0.2604 

0.4681 0.4694 0.3740 0.3746 

0.5073 0.5073 0.5011 0.5011 

0.5466 0.5452 0.6281 0.6274 

0.5819 0.5793 0.7425 0.7413 

0.6099 0.6064 0.8332 0.8315 

0.6279 0.6238 0.8914 0.8894 

0.6341 0.6298 0.9115 0.9094 

 ( 1الويول  
 Crank-Nicholsonلوضح منارنة الحل العي ي بالطرينة الرريحة وترينة 

 
(  ن مممم م  ا  الطرينمممة 1ممممر وممم ل منارنمممة ال مممما   المممملأ تمممح الحرمممول علط ممما فممملأ الوممميول 

فملأ الوصمول نلمى  المة   Crank-Nicholson سمرل ممر ترينمة  Fisher الرريحة فملأ  مل معا لمة
),(( و مملأ الحالممة الممملأ تكممو  فط مما كثافممة ال مم ا  Equilibriumواح   الممم  txu  فمملأ ال  ممام اليط مملأ

 .t)(و  x)(مم اوية لكل قيح 
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ف مممملأ اكثممممر  ،ممممة مممممر الطرينممممة الرممممريحة و سممممرل فمممملأ  Crank-Nicholson ممممما ترينممممة  
),(( و ممملأ الحالمممة المممملأ تكمممو  فط ممما كثافمممة ال ممم ا tionsaturaالوصمممول نلمممى  المممة الإشمممبال   txu 

)1(م اوية  للحل  =u وت تز ا  م ما تنيم الزمر)(t  . 
 
  Fisher. تحليل الإستقرارية للطريقة الصريحة لحل معادلة 5

ن  لممممح فممملأ  ممملا الطرينمممة Fourier ليراسمممة نسممممنرارية الطرينمممة الرمممريحة ن مممم يم ترينمممة 
اسممممييال الحمممل 

ji
U

,
Xietبالمنممميار   tبطرينمممة الممممرو ،مممات الم م يمممة ع مممي المممزمر      طمممأ    )(

1  ,  −=i [ ولمطيطممت ترينممة 8 ممو  ا مم  موجمما،  ]Fourier نلوممي نلممى  (7)علممى المعا لممة
 حرل على:ن  ن  [9] تحلطل الإسمنرارية ال طية

ji

jijiji

jiji rU
h

UUU
DUU

k
,2

,1,,1

,1,

2
)(

1
+

+−
=−

−+

+   …(19) 

نعوض عر 
ji

U
,

Xiet م     ( نوي    : 19فلأ المعا لة   )(

( ) ( ) XihXiXihXiXiXi etretetet
h

D
etekt

k

  )()()(2)()()(
1 )()(

2
++−=−+ −+

( ) XihihiXiXi etreeet
h

D
etkt

k

  )()2()()()(
1

2
++−=−+ −  

بضرب المعا لة ال ابنة  م 
Xie

k


 نحرل على:  

)()2)(()()(
2

trkeet
h

kD
tkt hihi   ++−=−+ −  

نمرض    
2h

k
=  :ًن ا 

( )

     

)()sin()cos(2)sin()cos()()()( trkhihhihtDtkt  +−+−+=−+

( ) )()()cos(12)()( trkthDtkt  +−−=−+  

)()()(
2

sin2112)( 2 ttrkt
h

Dkt 


 ++























−−−=+  

)(1
2

sin4)( 2 trk
h

Dkt 


 







++








−=+  
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=++








−=

+
 1

2
sin4

)(

)( 2 rk
h

D
t

kt    …(20) 

 ن  الرر  الضروري والكافلأ للإسمنرارية العي  ة  و : 

1
)(

)(
=

+






t

kt  

)(سمممطح م ممممو  آومممر نلمممى  t)(ن  كلمممما تنممميم الحمممل ممممر سمممطح م ممممو   kt +   فممما
)()( tkt   وممما    تكمممو   المممة منطمممية  t)( وممما    تيمممي  بال نرممما ،  و    اليالمممة  +−

[8]. 
 ( نحرل على ما  يتلأ: 20الآ  مر المعا لة  

1
2

sin41 2 







−+

h
Drk


  

1
2

sin411 2 







−+−

h
Drk


  

rk
h

Drk −







−−−

2
sin42 2 

          …(21) 

 ( نحرل على ا تلأ: 1-(  م  21بضرب المعا لة  

rk
h

Drk +







 2

2
sin4 2 

  

، تكو   لبعض قيح 








2
sin 2 h  :  قيمم ا وا ي للل  فا 

rkDrk + 24  

D

rk

D

rk

4

2

4

+
        …(22) 

 .0D طأ    

نعوض عر 
2h

k
=   ل حرل على ما  يتلأ: 22فلأ المعا لة ) 

D

rk

h

k

D

rk

4

2

4 2

+
        …(23) 

بطرح المنيار 
D

rk

4
 ( نحرل على ما  يتلأ: 23مر المعا لة   
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DD

rk

h

k

2

1

4
0

2
−  

DDh

krhD

2

1

4

)4(
0

2

2


−

  

2

2

4

2
0

rhD

h
k

−
       …(24) 

( ن ا تمح اوميمار ال طموة Stableتكمو  م ممنرة   Fisherن ا الطرينة الرريحة لحمل معا لمة 
 ( . 24بحطأ تحنت النطي فلأ المعا لة   h)(ووطوة الطول  k)(الزم ية 

 
 Fisherلحل معادلة  Crank-Nicholson.تحليل الإستقرارية لطريقة 5

 ى ما  يتلأ:( نحرل عل1للمعا لة  Crank-Nicholsonباسم يام ترينة 
 

  )25...()1(

)2()2(
2

)(
1

,,

,1,,11,11,1,12,1,

jiji

jijijijijijijiji

UUr

UUUUUU
h

D
UU

k

−

++−++−=− −++−++++  

 نلوممي نلممى تحلطممل الإسمممنرارية ال طيممة  Crank-Nicholsonليراسممة الإسمممنرارية لطرينممة 

 نحرل على ما  يتلأ: (25)للمعا لة [9]
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نعوض عر  
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U
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Xiet م     وي    :( ن26فلأ المعا لة   )(
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 نحرل على ما  يتلأ:  kبضرب ترفلأ المعا لة  م 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) XiXihihihi

hiXi
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=  :نحرل على ما  يتلأ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )trktee
D
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D
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 :[8] وساتة الرر  الضروري والكافلأ للإسمنرارية العي  ة اللي  و
( )

1
)(


+

t

kt



  

 ( نوي ا  : 27مر المعا لة  
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 ولكلأ تكو  الممبال ة  ع ا صحيحة  وا    لمحنت الرر  ا تلأ : 
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2
sin21

2
sin21 22 h

Dkr
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2
sin4 2 h

Dkr


  

فا   لبعض قيح 








2
sin 2 h  :قيمم ا وا ي للل  نوي 

D

kr

4
         …(28) 

نعوض عر 
2h

k
=   نحرل على : 28فلأ المعا لة ) 

r

D
h

42 …(29)                                                                             

ًً ترينمممة  ( ن ا تمممح اوميمممار Stableتكمممو  م ممممنرة   Fisher لحمممل معا لمممة Crank-Nicholsonن اً
ف مملأ غطممر  k)(( ،  ممما ال طمموة الزم يممة29تحنممت الرممر  فمملأ المعا لممة  بحطممأ  h)(وطمموة الطممول 

 .  Crank-Nicholsonمرروتة فلأ ترينة 
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