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ABSTRACT 

 The stability analysis of steady state solutions of Sine–Gordon 

equation using Fourier mode stability analysis in two cases has been 

considered : Firstly when the amplitude is constant and secondly when the 

amplitude is variable in the two cases the results were found to be : The 

steady state solutions ...,5,3,u1 +++=  and ( ) 1X1,Xuu 11 −=  

are unconditionally stable . In the second case the comparison between the 

analytical solution and the numerical solution of Galerkin technique has 

been done . This comparison showed that the analytical solution and the 

numerical solution of Galerkin technique are the same.  

Keywords: stability analysis, Sine–Gordon equation, Fourier mode, 

Galerkin technique. 

 Sine-Gordonللحلول اللازمنية لمعادلة  الإستقراريةتحليل 
 نورجان حسن جمعة     سعد عبد الله مناع

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
 02/04/2006 تاريخ قبول البحث:   26/01/2006تاريخ استلام البحث:

 الملخص
باسدددةممام قريقدددة  Sine–Gordonدراسدددة اسدددةقرارية الحلدددوة العامليدددة لمعادلدددة  تلقدددم  مددد  
فددح لددالةيا و ا ولددا فددح لالددة ثددوة اللددعة  ايةة،وال ا يددة فددح Fourierمددا الددلم   الإسددةقرارية حليددل 

العمدية مد  الحدل الةحليلدح فدح ادحا الحالدة  Galerkinلالة ثوة اللعة مةغيرة إذ  م اسةممام قريقة 
u1,5,3,.... وقددددددددددم  ادددددددددديا فددددددددددح ثلةددددددددددا الحددددددددددالةيا  ة الحلدددددددددديا العامليددددددددددديا  +++=  و

( ) 1X1,Xuu 11 −=   فددددح الحالددددة ال ا يددددة مقار ددددة  تملددددةقراة ب ددددورة ماددددروقة ثمددددا  مدددد
وقم  دم الح دوة علدا اللةدائج ،  Galerkinبالحل العمدي لطريقة الإسةقراريةاللةائج الةحليلية لمراسة 

 .   فلها
 .Galerkinقريقة ، Sine–Gordonمعادلة ، الإسةقرارية حليل الكلمات المفتاحية: 

   Introduction. المقدمة1
مدددا المفددداميم المهمدددة جدددماا فدددح الرياضددديات والعلدددوم الةطاي يدددة ومدددا  الإسدددةقراريةيعدددم مفهدددوم  

 Dynamics ofا م لددددة الاددددائعة علددددا اددددحا المفهددددوم اددددو ملدددد لة دراسددددة لرثددددة  مددددو اللدددد اة 
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Population Growth مدا معديا دددداد بمعدمة دةلاسد  مد  ( فإذا ثاة لجم المجةم  الل ا ح فح ا
لكدل الوقدت وفدح  آسديةعمد ا فراد فح ذلك المجةم ، إذ  ة لجدم اللد اة  ي يم دا  ة دددداد ب دورة 

عوامل  خرى سوف يحمد اللمو  فضع عاوالم اة  اللهاية فاة الةلافس علا الغحاء والموارد الطايعية
ادو ا دي يم للدا مدا دراسدة خدوا  الحدل  ةقراريةالإسفح لجم الل اة،إة ما المميدات المهمة لمفهوم 

دوة الحاجة إلا لل اللظام  و معرفة الحل إذ  ة الك ير ما الملدائل لديس لهدا لدل مضداول وثدحلك 
للحدل فدح  يدة  ((Long Time Behaviorدمرس الللوك قويدل ا مدم  الإسةقراريةفإة دراسة  حليل 

وفددح اددحا الحالددة مددا  ((Disturbances( اتإاعاجملظومدة يم ددا  ة  ةعددر  إلددا  دد  يرات خارجيددة 
المم دا  ة ي  عددود الملظومددة إلددا لالةهددا ايعةياديددة مي ددوة اللظددام ويددر ملددةقر، و  عددود إلددا لالةهددا 

 Frenkel andةالعالمددد ا Sine-Gordonمعادلدددة ،وضددد [10]ا ايعةياديدددة مي دددوة اللظدددام ملدددةقر 

Kontorova  ةح  لددددةممم للمحجددددة الةاددددققات فددددح فددددح فيديدددداء الحالددددة ال ددددلبة،وال (1939فددددح عددددام
[ قريقددددة ذات مددددرللةيا لمراسددددة 13(]1978فددددح عددددام  Mclaughlin and Scottالالورة.قددددمم 

،إذ قاما بحلدا  الةعدمدعت البطي دة فدح اللدرم والمواقد  Sine-Gordonاياعاجات الةرثياية للمعادلة
الملفدددددردة مدددددا خدددددعة لمرثبدددددات الموجدددددة الملفدددددردة وللدددددا  الإ دددددعام اللدددددا ج مدددددا  عجيدددددل الموجدددددات 

–Sine[ خوارامية ايلةفاف المةقط  لحل معادلة 17(]2000عام  Weiالماعة.اسةممم Greenدالة

Gordon   إذ وجم  ة ال يم اييةمائية علدمما  كدوة قريبدة مدا مديم معيلدة مدا المم دا  ة  لدا  بعد
إذ  وصدل إ المااكل العمدية م ل الفوضدا الدما يدة والم ا يدة المحة دة عدمديا لدا  ة ادحا المواراميدة اً

 Davidson andة والبلددداقة وايسدددةقرارية.قمم ثدددل مدددا يددد مة ا داء ميمدددا يمدددة المقدددة والكفاجيددد 

Mottram  [ موذجدداا لمراسددة  حددوة الملددار فددح جهدداا م ددوة مددا يلددورات اللددائل 5(]2002فددح عددام
فددددددددح  Mandula and Bugaychuk.ا ددددددددة  ثدددددددل مددددددددا الإسةقراريةالليمدددددددا ي ح  لدددددددائح 

–Wave Selfلوصددددددغ الديددددددو الددددددحا ح المددددددوجح   Sine–Gordon[معادلددددددة12](2003عددددددام 

Diffractionالموجدات الملفدردة.إذ ل دع علدا الحدل  ( و فاععت المادة الموجية العخطية وا ةادار
العاملدددح،إذ قامدددا يمراسدددة  ظريدددة لةوضدددير إم ا يدددة اللددديطرة علدددا عدددر  والموقددد  ا ق دددا للموجدددة 

فددددح  D’Anna , Angelis and Fioreة.  عطدددا ثدددل مددددا الملفدددردة فدددح الحالدددة العامليدددد 
 Sine–Gordonالادددراايا علدددا وجدددود للدددوة الموجدددة الملةقلدددة  الملفدددردة( لمعادلدددة  [4(]2005عدددام 

الماو ددددددددة علددددددددا خدددددددد  ملددددددددة يم  و دائددددددددرة وقددددددددم قدددددددداموا ثددددددددحلك ية ددددددددلي  اددددددددحا الحلددددددددوة إذ ييلددددددددوا 
ةم ةخطيدداا.فح اددحا البحدد  سدد  ي ولددم ماددةتللمعادلددة دةكددوة مددا لددم قلددر  (Perturbationالةاددوي  

مدا  الإسدةقراريةباسدةممام قريقدة  حليدل  Sine–Gordon دراسدة اسدةقرارية الحلدوة العامليدة لمعادلدة
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فح لالةياوا ولا فح لالة ثوة اللعة  ايةة،وال ا ية فح لالة ثوة اللعة مةغيرة م  Fourier  اللم 
 م مقار ةها م  الحل الةحليلح لللعة.العمدية فح احا الحالة وما   Galerkin اسةممام قريقة

 The Mathematical Model. النموذج الرياضي  2
 و   Klein – Gordon [9]إة ما معاديت الموجة العخطية ا ك ر  يوعاا و هرة اح معادلة

( ) )1(02

2

2

=+−



ufud

t

u
 

ذ  ة إذ ادددح والدددمة مدددا  ادددم الةوسددديعات العخطيدددة لمعادلدددة الموجدددة الةدددح   دددغ اياةدددداا ا
d اددح سددرعة الموجددة واة ث افددة قددوة المرو ددةElastic Force Density وصددغ يوسدداقة المالددة  )

( )uf  إذ علمما  كوة( ) uuf =   سدوف  ةحدوة إلدا معادلدة 1ف ة المعادلة )Gordon–Klein 
 ات المطيدددة المادددمدة قايعيددداا المطيدددة إذ ادددح اللمدددوذس ا ك دددر بلددداقة للمعددداديت الةدددح   دددغ الموجددد 

 Normally Dispersive Linear Waves واياةدددااات لددو ر يقدد  علددا قاعددمة مر ددة خطيددة )
 عمليات  خرى و فضع عا
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سددوف  ةحددوة إلددا معادلددة الموجددة الةقليميددة ،   Gordon –Kleinفدداة معادلددة  =0إذا ثا ددت 
)كوة وعلمما   ) usinuf  Gordon–Sine [9 . ]( سوف  ةحوة إلا معادلة 1فاة المعادلة   =
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 م  الارول اييةمائية والارول الحمودية
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فددح العاددريلات ثلمددوذس  Klein and Gordonة ا( العالمدد 1لمعادلددة  ا  ايددت ،وضدد  bليدد   ة
–Sine وة مدددددددا  قلددددددد  اسدددددددم إة العخطيدددددددة، Klein–Gordonلمعادلدددددددة الموجدددددددة الةدددددددح  لدددددددما 

Gordon  العالم 3علا المعادلة )Kruskal  إذ  ة،( )t,xu  م ل إاالة الحرات با جداا المحدور x 
دددد  ( جددددحيت ااةمددددام علمدددداء الرياضدددديات 3ورة الاددددب ة الالوريددددة.اة المعادلددددة   م ددددل د sineواة دالددددة الد

ددد   DNAوالفيديددداء بلدددا  ا ةاددداراا الواسددد  ثلمدددوذس للظدددواار الفيديائيدددة العخطيدددة ولرثدددة محفددددات الد
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( خعة فةرة اللةيليات فح ممى واس  ما الملائل الةح  ةضدما الب دريات 3[.و ةجت المعادلة  14]
ا ةادددار  فددح ( ادددح دراسددة  دد  يرات اللللدددلة الورا يددة3 ادددم  طايقددات المعادلددة   مددا إة[.15العخطيددة]

  DNA[3.]الد  الإ ارات العخطية فح اللماذس البليطة لللللة
 معادلة إة

 (MKdV–Sine Gordon    Modified Korteweg de Vries-Sine Gordon Equation  
1,0علمما  كوة Gordon–Sine ةحوة إلا معادلة  −== BA و) 

)4(sin
3

2 2 uBuuuAu xxxxxxxxt =







++  

ttxxxtإذ  ة  uuu   ؤدي إلاو الةح[ 8باسةممام قريقة  حويل المةغير المعةمم ] =−

)5(sin
3

2 2 uBuuuAuu xxxxxxxttxx =







++−  

 ,xt(إلدا الحالدة العبعميدة فدح2[.لةحويل المعادلدة 2(]2000فح عام  Chenها (درس4اة المعادلة  
 [و 16 لا  حةاس إلا الةحويعت الآ ية ]فإ

L

t
dT

L

x
X == ,  

 وباسةممام احا الةحويعت  ح ل علا و 

)6(sin2

2

2

2

2
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=



       

222إذ  ة      / dLN = 

( ) ( ) 11,,1,1 −==− XbTuTu  

 . Sine–Gordon(  م ل ال يغة العبعمية لمعادلة 6المعادلة  
 

   Sine–Gordonلمعادلة  Fourierلنمط من ا الإستقرارية. تحليل 3
 في حالة السعة الثابتة   الإستقراريةتحليل 3.1.  

 [ و 10إة الفكرة ا ساسية لهحا الطريقة اح افةرا  الحل علا الا ل الآ ح ] 
( ) ( ) ( ) )7(,, 21 TXuXuTXu +=  

 
)إذ يم ددددددل  )Xu1  الحددددددل العاملح الحددددددل الددددددحي ي يعةمددددددم علددددددا الدددددددماtفددددددح لدددددديا 6دلددددددة (للمعا،)
)يم ل )TXu  الإاعاس الحي يعا يي اللظام .  2,

( ) ( ) )8(,2

cTiXkAeTXu +=  
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1,,0,0 21 −=+= iiccckA  

وادددح ذات ميمدددة  ادددح سدددرعة الموجدددةc م دددل العدددمد المدددوجح، k م دددل سدددعة الموجدددة، Aإذ  ة
ددد  مم ايسدددةقرار،ففح ادددح الةدددح  حدددمد لالدددة ايسدددةقرار  و عددد  1cمعقدددمة،إة ال يمدددة الموجبدددة  و اللدددالبة لد

01لالدة c   دددداد الإاعداس  و الةادويPerturbation بمدرور الددما،واة الحدل ويدر ملدةقر فددح )
01اددددحا الحالددددة وعلددددمما  c  فدددداة الإاعدددداس دةع ددددا مدددد  مددددرور الدددددما واة الحددددل ملددددةقر فددددح اددددحا
01الحالددة. ما الحالددة =cالمةعادلددة  الإسددةقراريةلحلددح فهددح  عطددح مNeutral Stability Curve )

فددح  (7وادو الملحلددح الددحي يف دل يدديا الملطقددة الملدةقرة والملطقددة ويددر الملدةقرة،وبةعوي  المعادلددة 
  ح ل علاو  (6المعادلة 
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 وبف ل الحالةيا الدملية والعاملية  ح ل علا و 
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اددو لددل معقددم،ي وة علددا  دد ل عائلددة مددا الحلددوة الةددح  (11إة الحددل العاملددح للمعادلددة  
( وإة ادحا العائلدة مدا الحلدوة الةدح  كدوة بالاد ل Jacobi Elliptic Function كدوة علدا  د ل  
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ادددددددددددددددددح مةغيدددددددددددددددددر الموجدددددددددددددددددة الملةقلدددددددددددددددددة والدددددددددددددددددحي ي دددددددددددددددددوة علدددددددددددددددددا الاددددددددددددددددد ل إذ  ة 
xwtwvالآ دددحو  −==  م دددل ~uيم دددل  ايدددت الةكامدددل ا وة و Mسدددرعة الموجدددة و /,

د Elliptic Integralو ما اللدوما المحثور ا فا.إة الةكامل دالة مةدادمة ر يبة لد   Jacobi،واة الد

Elliptic Function)  .م دددددددددددددددددددددددددددددل مع دددددددددددددددددددددددددددددوس ادددددددددددددددددددددددددددددحا الةكامدددددددددددددددددددددددددددددل  
إذ مددا  Linearized Stability Analysis[)7]فإ لددا  لجدد  إلددا  ا و عقيددم ول ددعوبة اددحا الحددل 

  ح ل علا المعادلة الآ ية و (11) المعادلة

( ) ( ) 11,11

)13(0
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−==−
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ud

 

(الحالددددددددة العامليددددددددة،إة 11لددددددددة الدمليددددددددة فددددددددح لدددددددديا  م ددددددددل المعادلددددددددة  م ددددددددل الحا (12إة المعادلدددددددة 
 (اح معادلة  فاضلية اعةيادية خطية مةجا لة ،واة الحل العام لهحا المعادلة او و 13المعادلة 

( ) )14(sinhcosh1 NXCNXBXu +=

 

 (  ح ل علا و 14 وايت اخةيارية،وبةعوي  الارول الحمودية فح المعادلة   C,Bإذ  ة 

bNCNB

bNCNB

=+

=−

sinhcosh

sinhcosh
 

 فح الحل العام  ح ل علا و  C , Bوبالةعوي  عا 
( ) ( ) )15(coshcosh/1 NXNbXu =

 
( فددددح 8،وبةعددددوي  المعادلددددة   Sine–Gordon م ددددل الحددددل العاملددددح لمعادلددددة (15إة المعادلددددة 
 (  ح ل علا و12المعادلة 
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 الح يقح والميالح  ح ل علا ووبملاواة الجد دا 
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02 =c  

 إذا ثاة و -1
( )

)17(
cos

2

1

22

1
k

uNk
c

+−
=

 
2إذا ثاة

1

2

1 cos,0cos kuNu −  فر   ة ( ) ( )111 cos,0 ufuuf −=   فاة و 
( )( )

)18(
2

1

22

1
k

ufNk
c

−−
=

 

)إذ  ة  )1

22 ufNk   يةاة و وفح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةاة الآ  
a إذا ثاة )( )1

22 ufNk    01فاة c . واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة 
b إذا ثاة )( )1

22 ufNk 01فاة  = =c  المةعادلة .  الإسةقراريةوالةح  م ل ملحلح 
( ) )19(1

2 ufNk =

 

 ا علا الحالةيا الآ يةيا و والآة سوف دةم  طاي  اللةائج فح  عع
a 5,3,1,...( علدددمما  +++=u   ح دددل 17، وبدددالةعوي  عدددا ادددحا ال ددديم فدددح المعادلدددة  )

 علا و 
( )

2

22

1
k

Nk
c

−−
=  

22إذ  ة  Nk   
i 22( إذا ثاة Nk   01فاة c  . واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة 

ii 22( إذا ثاة Nk 01فاة  = =c  المةعادلة .  الإسةقراريةالةح  عطح ملحلح 
)20(Nk =

 

b علمما )( )Xuu 11  (  ح ل علا و 15ثما فح المعادلة   =
( )( )( )

)21(
cos
2

1

22

1
k

XuNk
c

+−
=
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)    إذ  ة   )( ) ( ) 2

1

2

1 cos,0cos kXuNXu − 
) فر   ة  )( ) ( )( ) ( )( )XufXuXuf 111 cos,0 −=  فاة و 

( )( )( )
)22(

2

1

22

1
k

XufNk
c

−−
=

  
)إذ  ة  )( )XufNk 1

22  وفح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةاة الآ يةاة و 
i إذا ثاة )( )( )XufNk 1

22   01فاة c  . واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة 
ii إذا ثاة )( )( )XufNk 1

22 01فاة  = =c  المةعادلة .  الإسةقراريةالةح  م ل ملحلح 
( )( ) )23(1

2 XufNk =

 

 إذا ثاة و -2
( )

)24(
cos

2

1

22

1
k

uNk
c

+−
−=  

2إذ إة

1

2

1 cos,0cos kuNu −  فر   ة ( ) ( )111 cos,0 ufuuf −=  فاة و 
( )( )

)25(
2

1

22

1
k

ufNk
c

−−
−=

)إذ إة  )1

22 ufNk   وفح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةاة الآ يةاة و 
a إذا ثاة )( )1

22 ufNk   01فاة c  . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 
b إذا ثاة )( )1

22 ufNk 01فاة  = =c  . والةح  م ل ملحلح ايسةقرارية المةعادلة 
( ) )26(1

2 ufNk =
 

 ا الآ يةيا و والآة سوف دةم  طاي  اللةائج فح  ععا علا الحالةي
a 5,3,1,...( علددمما  +++=u    ح ددل 24، وبددالةعوي  عددا اددحا ال دديم فددح المعادلددة  )

 علا و 
( )

2

22

1
k

Nk
c

−−
−=  

22إذ  ة  Nk  

i 22( إذا ثاة Nk   01فاة c . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 
ii 22( إذا ثاة Nk 01فاة  = =c  المةعادلة .  الإسةقراريةالةح  عطح ملحلح 

)27(Nk =
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b علمما )( )Xuu 11  (  ح ل علا و 15ثما فح المعادلة   =
( )( )( )

)28(
cos
2

1

22

1
k

XuNk
c

+−
−=

 
)إذ  ة  ) ( ) 2

1

2

1 cos,0cos kXuNXu −  فدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددر   ة 
( )( ) ( ) ( )( )XufXuXuf 111 cos,0 −=  فاة و 

( )( )( )
)29(

2

1

22

1
k

XufNk
c

−−
−=  

)إذ  ة  )( )XufNk 1

22  وفح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةاة الآ يةاة و 
i إذا ثاة )( )( )XufNk 1

22   01فاة c  . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 
iiإذا ثاة )( )( )XufNk 1

22 01فاة = =c المةعادلة والموضر فدح  الإسةقراريةالةح  م ل ملحلح
 .(1)الا ل 

( )( ) )30(1

2 XufNk =

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 في حالة السعة المتغيرة   الإستقراريةتحليل   3.2
 العمدية. Galerkin حليلياا  م باسةممام قريقة  الإسةقراريةةم فح احا الجدء دراسة  سوف 

 باستخدام الحل التحليلي   الإستقراريةتحليل 3.2.1  
 [ و 10(  ةحوة إلا ]8مةغيرة فاة المعادلة   Aاللعة  فح لالة ثوة 

   (1الشكل )
  1= u1u(X)(  للحل اللازمني 32المتعادلة المتمثلة بالمعادلة) الإستقراريةيوضح الشكل منحني 
1X1( عندما   15المتمثل بالمعادلة ) −  و= 22L,b=3.2416  ،=12N 
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( ) ( ) ( ) )31(,2

cTiXkeXATXu +=  
 (  ح ل علا و 12( فح المعادلة  31وبالةعوي  عا المعادلة  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) −

++−=

+

++++

cTiXk

cTiXkcTiXkcTiXkcTiXk

eXAuN

eXAeXAikeXAkeXAkc

1

2

222

cos

2
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )XAXAikXAuNkXAkicc ++−−=+ 2cos 1

2222

21  

 وبإاماة الجدء الميالح  ح ل علا و
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0cos

cos

22

11

22

1

2222

1

=−−−+

−−+=

XAkcuNkXA

XAuNkXAXAkc
 

 ا علا الا ل الآ ح و يم ا إعادة ثةابة المعادلة فح  عع
( ) ( ) )32(0=+ XDAXA

 

( ) ( ) 11,11 −==− XbAA   

22إذ 

11

22 cos kcuNkD  [ و 10( الحايت ال عث الآ ية ]32إة للمعادلة  =−−−
i 0( إذا ثاةD   او و32فاة الحل العام للمعادلة ) 

( ) XDCXDBXA −+−= sinhcosh  

( سدددال  يدددل ادددح D-ادددح  وايدددت اخةياريدددة،وي  علدددح الإ دددارة اللدددالبة الدددا إة المقدددمار   B  ،Cإذ  ة
 للمعءمة فق  وباسةممام الارول الحمودية  ح ل علا و 

bDCDB

bDCDB

=−+−

=−−−

sinhcosh

sinhcosh
 

 وبحل اللظام الجاري فح  ععا  ح ل علا و
( ) ( ) XDDbXA −−= coscosh/  

ii 0( إذا ثاة=D او و32لمعادلة  فاة الحل العام ل ) 
( ) CBXXA +=  

 وباسةممام الارول الحمودية  ح ل علا و 

bBC

bBC

=+

=−
 

 وبحل اللظام الجاري فح  ععا  ح ل علا و 
( ) bXA =  

 ( .3.1فح احا الحالة اح ثمية  ايةة وقم  م الةطرق إلا احا الحالة فح الفقرة   A ي  ة اللعة 
iii0ثاة  ( إذاD   او و32فاة الحل العام للمعادلة ) 
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( ) XDCXDBXA sincos +=  

 وباسةممام الارول الحمودية  ح ل علا و 

bDCDB

bDCDB

=+

=−

sincos

sincos
 

 وبطرح المعادلة ا ولا ما المعادلة ال ا ية فح اللظام الجاري فح  ععا  ح ل علا و 
0sin =DC  

 فح  ععا واحا دؤدي إلا  ة و  0C فر   ة  Dولةحمدم ميمة 

( ) )33(...,3,2,1,

0sin

2
+++==

==

nnD

nDD



  

الةدددح  م دددل D=0 ح دددل علدددا (33فدددح المعادلدددة  n=0ومدددا المعلدددع ا دددي علدددم الةعدددوي  عدددا
 ا  ح ل علا و فح إلمى المعادلةيا فح  عع D(والةح  م الةطرق إليها،وبالةعوي  عا iiالحالة 

bB =  

 فح الحل العام  ح ل علا و  D , Bوبالةعوي  عا 
( ) ( ) ( )XnCXnbXA  sincos +=  

 (  ح ل علا و 33ما المعادلة  
( )

( )( )


++−
=

=−−−=

2

1

222
2

1

222

11

22

cos

cos

k

uNnk
c

nkcuNkD





 

( )( )
)34(

cos
2

1

222

1
k

uNnk
c

++−
+=

  

 ( الحالةاة الآ يةاة و 34 وجم للمعادلة  
 ( إذا ثاة و1

( )( )
)35(

cos
2

1

222

1
k

uNnk
c

++−
=


 

)إذ  ة )( )22

1

2

1 cos,0cos nkuNu +− فر   ة ( ) ( )111 cos,0 ufuuf −= 
 فاة و

( ) ( )( )
)36(

2

1

222

1
k

ufNnk
c

−+−
=


 

)إذ  ة ) ( )1

222 ufNnk +  ة و اة الآ يةافح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةو 
a إذا ثاة )( ) ( )1

222 ufNnk +   01فاة c . واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة 
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b إذا ثدددددداة )( ) ( )1

222 ufNnk =+   01فدددددداة =c  الإسددددددةقرارية، وللح ددددددوة علددددددا ملحلددددددح 
 . n=1( علمما Eigen Valueالمةعادلة ،   خح اقل ميمة ذا ية  

( ) )37(869604401.91

2 −= ufNk

 

If  ( ) 869604401.91

2 ufN  

 يدددددددددر  افدددددددددي إذ  ة ال يمدددددددددة الحا يدددددددددة ادددددددددح  لدددددددددك ال يمدددددددددة الةدددددددددح  مةلدددددددددك الملددددددددد لة علدددددددددماا لدددددددددعا و
  Non Trivial Solution  ويلما الحل الحي يقايلها بالمالة الحا ية )Eigen Function . ) 

 واية سوف دةم  طاي  اللةائج فح  ععا علا الحالةيا الآ يةيا و 
a5,3,1,...( علمما  +++=u   و(  ح ل علا35، بالةعوي  عا احا ال يم فح المعادلة   

( )( )
2

222

1
k

Nnk
c

−+−
=

   

)إذ  ة  ) 222 Nnk +  
i إذا ثاة )( ) 222 Nnk +   01فاة c . واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة 

ii إذا ثدداة )( ) 222 Nnk =+   01فددداة =c  المةعادلدددة ،  الإسدددةقرارية، وللح دددوة علدددا ملحلدددح
 . n=1  خح اقل ميمة ذا ية علمما 

)38(869604401.92 −= Nk

 

If  869604401.92 N   
b علمما )( )Xuu 11  (  ح ل علا و 15ثما فح المعادلة    =

( ) ( )( )( )
)39(

cos
2

1

222

1
k

XuNnk
c

++−
=


 

)إذ  ة )( ) ( ) ( )( )22

1

2

1 cos,0cos nkXuNXu +− 
) فر   ة  )( ) ( )( ) ( )( )XufXuXuf 111 cos,0 −=   فاة و 

( ) ( )( )( )
)40(

2

1

222

1
k

XufNnk
c

−+−
=

  

)إذ  ة ) ( )( )XufNnk 1

222 +  وفح احا الحالة  وجم لمدلا الحالةاة الآ يةاة و 
a إذا ثاة )( ) ( )( )XufNnk 1

222 +    01فاة c واة الحل وير ملةقر فح احا الحالة.  
b إذا ثدداة )( ) ( )( )XufNnk 1

222 =+    01فدداة =c  الإسددةقرارية، وللح ددوة علددا ملحلددح 
 . n=1ة ذا ية علمما المةعادلة ،   خح اقل ميم
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( )( ) )41(869604401.91

2 −= XufNk  

If  ( )( ) 869604401.91

2 XufN  
 ( إذا ثاة و 2

( )( )
)42(

cos
2

1

222

1
k

uNnk
c

++−
−=


 

)إذ  ة )( )22

1

2

1 cos,0cos nkuNu +−  فددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددر   ة 
( ) ( )111 cos,0 ufuuf −=   فاة و 

( ) ( )( )
)43(

2

1

222

1
k

ufNnk
c

−+−
−=


 

)إذ  ة  ) ( )1

222 ufNnk + حالةاة الآ يةاة و وفح احا الحالة  وجم لمدلا ال 
a إذا ثاة )( ) ( )1

222 ufNnk +    01فاة c . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 
b إذا ثددددداة )( ) ( )1

222 ufNnk =+    01فددددداة =c  الإسدددددةقرارية، وللح دددددوة علدددددا ملحلدددددح 
 . n=1( علمما Eigen Valueالمةعادلة ،   خح اقل ميمة ذا ية  

( ) )44(869604401.91

2 −= ufNk  

If  ( ) 869604401.91

2 ufN  

 سوف دةم  طاي  اللةائج فح  ععا علا الحالةيا الآ يةيا و  والآة
a5,3,1,...( علمما  +++=u   وعلا (  ح ل42، بالةعوي  عا احا ال يم فح المعادلة   

( )( )
2

222

1
k

Nnk
c

−+−
−=


 

)إذ  ة ) 222 Nnk +  
i)  إذا ثاة( ) 222 Nnk +   01فاة c . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 

ii إذا ثدداة )( ) 222 Nnk =+   01فددداة =c  المةعادلدددة ،  الإسدددةقرارية، وللح دددوة علدددا ملحلدددح
 . n=1( علمما Eigen Value  خح اقل ميمة ذا ية  

)45(869604401.92 −= Nk
 

If  869604401.92 N  

b علمما )( )Xuu 11  (  ح ل علا و 15ثما فح المعادلة   =
( ) ( )( )( )

)46(
cos

2

1

222

1
k

XuNnk
c

++−
−=
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)إذ  ة )( ) ( )( ) ( )( )22

1

2

1 cos,0cos nkXuNXu +− 
) فر   ة  )( ) ( )( ) ( )( )XufXuXuf 111 cos,0 −=   فاة و 

( ) ( )( )( )
)47(

2

1

222

1
k

XufNnk
c

−+−
−=



 

)إذ  ة  ) ( )( )XufNnk 1

222 + مدلا الحالةاة الآ يةاة و وفح احا الحالة  وجم ل 
a إذا ثاة )( ) ( )( )XufNnk 1

222 +    01فاة c . واة الحل ملةقر فح احا الحالة 
b إذا ثدداة )( ) ( )( )XufNnk 1

222 =+    01فدداة =c  الإسددةقرارية، وللح ددوة علددا ملحلددح 
 .n=1 ( علمماEigen Valueالمةعادلة ،   خح اقل ميمة ذا ية  

( )( ) )48(869604401.91

2 −= XufNk  

If  ( )( ) 869604401.91

2 XufN  
 

 العددية   Galerkinباستخدام طريقة  الإستقراريةتحليل 3.2.2  
 The Weighted Residualإة اددحا الطريقددة اددح مددا قرائدد  المةب يددات المواو ددة   

Methods  ة ادحا الحدل ادو  قريد  للحددل (، عةمدم ادحا الطريقدة علدا فدر  لدل معديا للملد لة،وبما
(،فعلم  عويضي فح المعادلة المطلو  للها بعم ملاوا ها بال دفر دلدةج Exact Solutionالمضاول 

(  م دوجم الةكامدل Weighted Functionما يعرف بالمط ،وبعم ذلك يضر  المط  يمالة مواو ة  
وياا لل دددفر دلدددةج مدددا يلدددما المحدددمد بالادددرول الحموديدددة لهدددحا المقدددمار وعلدددم وضددد  ادددحا الةكامدددل ملدددا

 R  Residual[ )1  ]بالمةبقح 
 ( علا الا ل الآ ح و 32 فر   ة الحل للمعادلة  

( ) ( ) )49(sincos
1




=

+=
n

nnnn XCXBXA 

 

 (  ح ل علا و 49ب خح  لم لمود الحل المةم ل بالمعادلة  
( ) XCXBXA nnnn  sincos +=  

 وباسةممام الارول الحمودية  ح ل علا و 

)50(
sincos

sincos





=+

=−

bCB

bCB

nnnn

nnnn





  ح ل علاو  (50)اللظام الجاري  وبحل
)51(...,3,2,1, +++== nnn 
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)52(bBn =
 

 ( ،  ح ل علا و49( فح المعادلة  52( و 51وبالةعوي  عا المعادلةيا  

( ) ( ) ( )( ) )53(sincos
1




=

+=
n

n XnCXnbXA 

 

 (  ح ل علا و 32( فح المعادلة  53وبةعوي  المعادلة  
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )



=



=
=+−+

1 1
0sin

2
cos

2
sincos

n n
XnnCnXnbnXnnCXnbD   

( )  ( ) ( )( ) )54(sincos
1

2


=

=+−
p

n

n RXnCXnbnD 

 

  ح ل علا و  Galerkinاو المةبقح ،وباسةممام فرضية  Rة إذ  

( )  ( ) ( )( ) ( ) )55(0sincos

1

1 1

2
=








+− 

− =

dXXXnCXnbnD mn

p

n



 

)إذ  )Xm   اددح دالددة م ل يددة  مةعامددمة( ملاسددبةSuitable Orthogonal Trigonometric 

Function. ) 
( ) )56(...,3,2,1,,cos +++=== mmXX mmm 

 

 [ و 11إة  ي عل ر فح الم فوفة سي وة علا الا ل الآ ح ] 
( ) ( )  ( ) ( )( ) ( ) )57(cos

1

1
sincos

1 1

2
, XdXmXnnCXnb

p

n

p

m
nDmnX 

−
+

=

=

−=

 وبايسةفادة ما الةكامعت الةحليلية الآ ية و 

( ) ( )
−












=
=

1

1
0

1
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mn

mn

if

if
XdXmXn   

( ) ( )
−

=

1

1

,0cossin mnanyforXdXmXn  

 (  ح ل علا و 57ما المعادلة   1cلحلا  ميمة 
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( ) =−−−=
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( )( )
)58(

cos
2

1

222

1
k

uNnk
c

++−
+=



 

العمديدة ادح المعادلدة  Galerkinاسةممام قريقدة ( الةح  م الح وة عليها ب58 علع  ة المعادلة  
( سدوف  عطدح 58(  فلها الةح  م الح دوة عليهدا باسدةممام الحدل الةحليلدح ،  ي  ة المعادلدة  34 

( فددددددددددددح الحددددددددددددايت 34اللةددددددددددددائج  فلددددددددددددها الةددددددددددددح  ددددددددددددم الح ددددددددددددوة عليهددددددددددددا باسددددددددددددةممام المعادلددددددددددددة  
...,5,3,1  +++=u  ،( )Xuu 11  لدك اللةددائج ، وادحا دددمة  ت لحلددا ميمدا لددو اسدةممم =

 ةها.ودق Galerkin  ة قريقةيعلا ثفا
 

 .الاستنتاجات4
( فددح لددالةياوا ولا فددح لالددة ثددوة اللددعة 2 مددت دراسددة اسددةقرارية الحلددوة العامليددة للمعادلددة       

ج الآ يدة  ايةة وال ا ية فح لالة ثوة اللعة مةغيرة وقم  م الح وة فح لالدة اللدعة ال ايةدة علدا اللةدائ
 و 
 علمما و  -1

( )
2

1

22

1

cos

k

uNk
c

+−
=  

2إذ  ة

1

2

1 cos,0cos kuNu − وفح احا الحالة  وجم لمدلا اللةيجةاة الآ يةاة و 
a  5,3,1,...( الحل  +++=u  22وير ملةقر إذا ثاة Nk   . 
bالحل )( )Xuu 11 )وير ملةقر إذا ثاة ( 15، ثما فح المعادلة   = )( )XufNk 1

22  . 
 علمما  -2

( )
2

1

22

1

cos

k

uNk
c

+−
−=   

2إذ  ة

1

2

1 cos,0cos kuNu − وفح احا الحالة  وجم لمدلا اللةيجةاة الآ يةاة و 
a5,3,1,...( الحل  +++=u22ملةقر إذا ثاة Nk  المةعادلة فح  الإسةقراريةواة ملحلح

 احا الحالةو
Nk =   

b الحل )( )Xuu 11 )( ملدةقر إذا ثداة 15،كما المعادلدة    = )( )XufNk 1

22   وإة ملحلدح
 المةعادلة فح احا الحالة و  الإسةقرارية

( )( )XufNk 1

2=  
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لةح  م الح وة عليهدا عدا قريد  اللعة مةغيرة فقم  مت مقار ة اللةائج اثوة  ما فح لالة  
إذ  ادديا إة اللةددائج الةددح  ددم الح ددوة عليهددا مددا  Galerkinالحددل الةحليلددح باللةددائج العمديددة لطريقددة 

ة ادحا يد اح  فلها الةح  م الح دوة عليهدا مدا الحدل الةحليلدح وادحا ددمة علدا ثفا Galerkinقريقة 
 الطريقة ودقةها وقم  م الح وة علا اللةائج الآ ية و

 

 علمما   -1
( )( )

2

1

222

1

cos

k

uNnk
c

++−
=


 

) إذ  ة )( )22

1

2

1 cos,0cos nkuNu +−  وفددددح اددددحا الحالددددة  وجددددم لددددمدلا اللةيجةدددداة
   والآ يةاة

a  5,3,1,...( الحل  +++=u  وير ملةقر إذا ثاة( ) 222 Nnk +   . 
b الحددددددددددددددددددل )( )Xuu 11 ا ثدددددددددددددددددداة ( ويددددددددددددددددددر ملددددددددددددددددددةقر إذ15، ثمددددددددددددددددددا فددددددددددددددددددح المعادلددددددددددددددددددة    =

( ) ( )( )XufNnk 1

222 +  . 
 

 علمما   -2
( )( )

2

1

222

1

cos

k

uNnk
c

++−
−=

  

)إذ  ة )( )22

1

2

1 cos,0cos nkuNLu +− وفح احا الحالة  وجم لمدلا اللةيجةاة الآ يةاة
 و 
a) 5,3,1,...الحددددددددددل  +++=u  ملددددددددددةقر إذا ثدددددددددداة( ) 222 Nnk +   واة ملحلددددددددددح

 و المةعادلة فح احا الحالة  الإسةقرارية
869604401.922 −= Nk  ،If  869604401.92 N  

b)  الحددددددددددددددددددددددددل( )Xuu 11 ( ملددددددددددددددددددددددددةقر إذا ثددددددددددددددددددددددددداة 15، ثمددددددددددددددددددددددددا فدددددددددددددددددددددددددح المعادلددددددددددددددددددددددددة   =
( ) ( )( )XufNnk 1

222 +   المةعادلة فح احا الحالة و  الإسةقراريةواة ملحلح 
( )( ) 869604401.91

2 −= XufNk ، If  ( )( ) 869604401.91

2 XufN  
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