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ABSTRACT 

In this paper we have investigated viscous flow in symmetric thin 

liquid films which are inclined by an inclination angle   to the horizontal 

for an incompressible liquids in two dimensions with no inertia force. We 

use the (Navier-Stocks) equations and we obtain equations that govern such 

flow and we solved these equations by numerical methods to obtain the 

thickness of the film.  

Keywords: viscous flow, thin liquid films, incompressible liquids, inertia 

force, Navier-Stocks equations. 

 الجريان في الأغشية الرقيقة السائلة والمائلة بانعدام قوى القصور الذاتي
 خضر محمد صالح خضر           حكمت شريف مصطفى      جوزيف غانم عبد الأحد

      جامعة كركوك،  كلية العلوم           جامعة الموصل ، كلية التربية               
 16/11/2006اريخ قبول البحث: ت     03/09/2006تاريخ استلام البحث: 

 الملخص
الرقيقذة المتاذاةرا الماةلذة  الأغشذيةفي هذاا الحثذت  ذل الت ذرى الذس  ااجذة الارلذا  اللذ   فذي 

 بإهمذذا ظذام ياذذاةي الحعذا و لذ  غيذر القابلذذة لغاطذفا  فذي اللسذواةل  الأفقذذيحذاايي لإامذ   ب اولذة 
جذتوك(  و ذل الثصذو   لذس المعذا تي التذي  -)اذافير  اتذ خامت معا لالقصذوا الذاا ي ،    اجذتقوى 

 جم  الفشاء.  لإياا حلو  المعا تي بال رى العا ية   ياا  ثكل هاا الاوع من الارلا  و ل 

قوى ، لسواةل غير القابلة لغاطفا ، االأغشية الرقيقة الماةلة، الارلا  الل  الكلمات المفتاحية: 
 .جتوك( –اافير  تي القصوا الاا ي، معا

 :  Introductionالمقدمة  (1-1)
هي حالة خاصة في ميكااي  المواة  ، والتي  تكو   ا ا  (Thin films)الرقيقة  الأغشية

 أهميذةلهذا  الأغشذية، واثافذة هذا    (Surface tension)من الهذواء وجذاةل لذ   مذ  الشذا السذ ثي 
 ملياي ال غء . كبيرا في كثير من الت بيقاي الصااعية مثل  
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 الرقيقذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذة جذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذابقا  العا ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذا مذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذن الحذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذاحثين ، فقذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذا  اس  الأغشذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذية َ اَسَ 
(Abdul Ahad, 1994)   كمذذذذا  اس الرقيقذذذذة ،  الأغشذذذذيةالشذذذذرو  الا ااميكيذذذذة  لذذذذس جذذذذ و

(Morshed, 1996  كما أهتل كل من الرقيقة للسواةل .  الأغشية  الشرو  الثاية  لس ج و(B. 

R. Duffy and S. K. Wilson, 1997)   والتذي  لمواةذ لالرقيقذة الل جذة  الأغشذيةباااجذة جرلذا
 الأغشذيةالارلذا  فذي  (Javier, 2000)يكو  فيها الفشذاء جذ ثا  حذرا  بوجذو  الشذا السذ ثي و اس 

الرقيقذذذة والذذذا  يكذذذو  للشذذذا السذذذ ثي والاا بيذذذة  ذذذ يير فذذذي جرلذذذا  المواةذذذ  باجذذذتخاام اظرلذذذة الت ليذذذت 
(Lubrication Theorem)  .( كمذذذا  اس كذذذل مذذذنKhdur, 2003(و  Mustafa, 2003  

 .  الرقيقة والماةلة ب اولة  الأغشيةفي  الغزمايو  الارلا  ال ماي
 ااجذة الارلذا  اللذ   فذي الفشذاء المتاذاةر الماةذل لسذواةل   لذسبثثاا هذاا جذون ات ذرى في 

ى للصذرر وبااعذاام قذو  جها القذ   لذس السذ ل الثذر يكذو  مسذاولا   أ غير قابلة لغاطفا  با تحاا 
  (1-1)وكما موضل في الشكل القصوا الاا ي 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (1-1)الشكل 

 مقطع عرضي في غشاء رقيق متناظر مائل
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 :  (Governing equation)المعادلات التي تحكم الجريان  (1-2) 
),(لذذيكن  vuq   يمثذذل متاذذس السذذر ة للارلذذا  ، وا),(,),,( txuutyxvv ==  

xy مذذثغ  مركبتذذي السذذر ة فذذي ات اذذاهين  ),,( لذذس التر يذذ  و  , tyxpp . يمثذذل الطذذف  =
 :   يةالآمعا لة الس ل الثر للفشاء المتااةر لها الصيفة    

),( txhy =        …(1.2.1) 

),(   حيت  txh لفشاء . يمثل جم  ا 
جذون اثصذر اهتماماذذا بالثالذة التذذي يكذو  فيهذذا 
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 :   يةالآفتصحل بالصيفة 
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اذاةي التي  ثكل الارلذا  فذي الفشذاء المتاذاةر الماةذل وفذي الاظذام ي الأجاجيةالمعا تي    
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 :   يةالآومعا لة اتجتمراالة التي لها الصيفة 
0=
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 :   لس   خت ت (1.2.5)و  (1.2.4)باجتخاام اظرلة الت ليت ، فا  معا لتي ال خل 
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 ، اثصل  لس :  y  لس بالاسحة (1.2.6)بتكامل معا لة اتجتمراالة 
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 ، اثصل  لس :  (1.2.8)و عولطها في  x لس مر ين بالاسحة  (1.2.9)باشتقاى المعا لة و 
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 :  Boundary conditionsالشروط الحدودية  (1-3)
 الق  )المماجي   لس الس ل الثر للفشاء :   جها شر   1.
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 يمثل ج ل الفشاء الثر .  s:  أ حيت 
 :  Normal-Stress conditionالعمو   /  الإجها . شر  2

kw =         …(1.3.2) 

 يمثل الشا الس ثي .  :  أ حيت 
 ، اثصل  لس :  (1.3.2)في  (1.2.3)بتعولض 
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 :  أخرى العمو   بصيفة  الإجها كما يمكن    اء مركحة 
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 ، اثصل  لس :   (1.3.4)و  (1.3.3)ومن المعا لتين 
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 : الآ ية بالصيفة  (1.2.6) لس الس ل الثر ، يمكن كتابة المعا لة 

ss
x

u

y

v












−=











       …(1.3.6) 

  لس :  وبعا  ر ي  الثاو  ، اثصل (1.3.5)في  (1.3.6)وبتعولض 
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 . شر  المشتقة التي  تح  الاسيل  لس الس ل الثر : 3
Material derivative at free surface condition  

 : بالصيفة ،   (1.2.1)معا لة الس ل الثر للفشاء يمكن كتابة 
0),(),,( =−= txhytyxF      …(1.3.8) 

 وباجتخاام المؤير : 



 حكمت شريف مصطفى و خضر محمد صالح غانم عبد الأحد _جوزيف 
 

 

 154 

y
v

x
u

tDt

D




+




+




=  

 اثصل  لس : 

0=



+




+




=

y

F
v

x

F
u

t

F

Dt

DF
   on  hy =  

 أو 
0=




+




+





x

u
h

x

h
u

t

h       …(1.3.9) 

 اثصل  لس :  (1.2.7)وبمساوا ها م   x  لسبالاسحة  1)-3-(7باشتقاى المعا لة 
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  وا  اختياالة وا  :  tG)(و tF)(:    حيت 
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)(0،  ااما  الآ  tG  بالصيفة :  (1.3.11)من  الأيمنيمكن كتابة ال رن فااس 
)()()( txHtFxtG =+              …(1.3.12) 

 ، اثصل  لس :  (1.3.11)في  (1.3.12)بتعولض 
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 ، اثصل  لس :  (1.3.9)في  (1.3.13)بتعولض 
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 التي  ثكل الارلا  في الفشاء المتااةر الماةل .  الأجاجيةوها   مثل المعا لة 
 

 الصيغة اللابعدية لمعادلة الجريان للغشاء المتناظر:   (1-4)
 :  الأ يالصيفة الغبعاية ، اررض   لس (1.3.14) لة لتثولل المعا

1
1

p
tx =        …(1.4.1) 

)(),( 2
2  fttxh

p
=       …(1.4.2) 

3
3)(

p
ttH =        …(1.4.3) 

)(,),(: أ حيذذذذذذذذذذذذذت  txf  321321 وا  بعايذذذذذذذذذذذذذة و  = ,,,,, ppp 
 .[5]يوابت

 ، يكو  لا اا :   (1.4.3)و , (1.4.2)  (1.4.1)ي من المعا ت
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 ، اثصل  لس : (1.4.10)  لس (1.4.4)بمقاااة المعا تي 
11 −=p   , 32 −=p  , 13 −=p  

321بتعذذذولض قذذذيل  ,, ppp  عذذذولض ومذذذن يذذذل   (1.4.10)  لذذذس (1.4.4)فذذذي المعذذذا تي
 ، اثصل  لس :  (1.3.14)المعا تي الاا اة في 

0)sin()sin(
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 بالصيفة :  (1.4.11)يمكن كتابة المعا لة 

( ) ( ) ( ) 0)sin(
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 ، اثصل  لس :  (1.4.12)بتكامل المعا لة 

 =+−+  fffff 2)sin(
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 يابت التكامل . :   أحيت 
)، اطذذ   (1.4.11)وللثصذذو   لذذس الشذذرو  اتبتااةيذذة للمعا لذذة  )0=f  فذذي المعا لذذة

 ، فاثصل  لس :  (1.4.13)
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بعة  ل حذل المعا لذة كو ا  من الر حة الرا -وطرلقة )اااج  (MATLAB)باجتخاام براامج 
  ا يا   ااما :  (1.4.11)

1=   , 
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 . (2-1)وكما موضل في الشكل 
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  (2-1)الشكل 
) لمستوي ليمثل منحنيات الحلول  )f,  وللزوايا أعلاه  1.4.1)(1للمعادلة 
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 :  Conclusionالاستنتاجات  (1-5)
فذي   ااجة الارلا  الغزماي في غشذاء اقيذم متاذاةر ماةذل ب اولذة  تفي هاا الحثت  م

قذوى القصذوا الذاا ي وجهذا القذ   لذس جذ ل الفشذاء و بذين مذن حلذو    همذا اظام ياذاةي الحعذا بعذا 
أ  جم  الفشاء  تااق  باز يا  زاولة الميذل  (2-1)ما موضثة في الشكل وك (11-4-1)المعا تي 

 .  ولكن    ا  جم  الفشاء باز يا  المتفير 
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