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ABSTRACT 

The Burger equation had been solved numerically by using two 

finite differences methods. The first is explicit scheme method and the 

second is Crank–Nicholson method. A comparison had been made between 

the two and we find that the Crank–Nicholson method is the best and most 

accurate than the explicit scheme method, as it is shown in (Table 1). Also 

the numerical stability for both methods has been made, the explicit scheme 

method is conditionally stable and the condition is 



2

1
 , while Crank–

Nicholson method is unconditionally stable. 

Keywords: Numerical Analysis, Finite Differences, explicit scheme 

method, Crank–Nicholson method, Burger Equation. 

 باستخدام الفروقات المنتهية Burger التحليل العددي لمعادلة
 بدران جاسم سالم                سعد عبد الله مناع           

 كلية التربية الأساسية، جامعة الموصل     كلية علوم الحاسبات والرياضيات، جامعة الموصل       
 4/10/2006قبول البحث:  تاريخ      23/7/2006تاريخ استلام البحث: 

 الملخص
 هن   الأولىالمنتهينة، تالفنرو انا قائن طر  باستخدام نوعين منن Burger تم حل معادلةلقد   

 ألأدقالطريقنننة الثانينننة هننن   أن :تبنننين واننند Crank–Nicholsonوالثانينننة طريقنننة الصنننريحة طريقنننة ال
، (1) ا مبنين فن  الوندول كمن  والأفضل وذلك من خلال مقارننة نتنائك كنل طريقنة منل الحنل المضنبو 

واند تبنين أن  ،Burger معادلنةالعددية للطريقتين المستخدمتين ف  حل  الإستقراريةدراسة  فضلًا عن
 هنووالشنر   الطريقة الصريحة مستقرة بصورة مشنروطة 




2

1
 ، طريقنة  أمناNicholson-Crank 

 .دون شرو من مستقرة فه  

–Crankلتحليل العددي، طرائق الفرواات المنتهية، الطريقة الصنريحة، طريقنة االكلمات المفتاحية: 

Nicholson ،معادلة  Burger. 
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  Introduction      المقدمة 1.
المعادلات التفاضلية خير وسيلة لوصف معظم المسائل الهندسية والرياضية والعلمية  تبرتع
الحركنننة  الموائنننل،جرينننان  الحنننرارة،ال يتضنننل ذلنننك جلينننا فننن  وصنننف عملينننات انتقننن  إذ سنننوا ،علنننى حننند 
اسنتخدامها فن  مسنائل الهياكنل الإنشنائية والوصنف الرياضن   فضلًا عننالدوائر الإلكترونية  الموجية،

اللاخطية الت   (Diffusion  Equations)وكذلك وصف معادلات الانتشار،  ةالكيميائيللتفاعلات 
معادلنة الأمثلة علنى معنادلات الانتشنار اللاخطينة دورا مهما ف  الأنظمة الحركية المشتتة ومن  تؤدي

Burger. إن معننادلات الانتشننار هنن  مسننائل اننيم ا تدائيننة (Initial Value Problems)   والتنن
والحننل لهننذا النننو  مننن  (Time Dependent Equations)  تكنون فنن  حالننة معتمنندة علننى النن من

المسننائل تنننتك فنن  دراسننة  ه، هننذ ةتخضننل لشننرو  حدودينن  التنن  Rمفتوحننة المسننائل ينننون فنن  منطقننة 
موجات الضغط ف  السوائل وف  انتشار الوهد والإزاحنة وانتشنار الحنرارة وهيرهنا،  وبصنورة عامنة إن 

( لمسنائل الانتشنار هن  معقندة كثينرا Analytical Solutionإمنانية الحصنول علنى حلنول تحليلينة  
اضنننية المتبعنننة لحنننل المعنننادلات التفاضنننلية بنننالرهم منننن التطنننور المت ايننند فننن  المفنننا يم والأسنننالي  الري

 الأمثنننلالأسنننلو   و( هننن Numerical Solutionsالو ئينننة اللاخطينننة لنننذلك فنننان الحلنننول العددينننة  
 [.7]لدراسة خواص هذا النو  من المعادلات 

 المشننتركة. منانينك الموائنللمعنادلات  ضنروريةBurgerأن دراسنة الخنواص العامنة لمعادلنة 
 – Navier)سننتوك   –نننافر   جننا التقننار  كمننا هننو الحننال فنن  معننادلاتالتنن  تبننين التركينن  وو 

stokes   [5].  
تقرين  العناصنر الحدودينة العامنة   Kakuda &Tosaka [5]درس   (1990)فن  عنام  
نظننام مننن  إلننىباسننتخدام طريقننة جدينندة هنن  طريقننة العنصننر الحنندودي وانند توصننلا  Burgerلمعادلننة 

 ق تكرارية بسيطة.ائيا باستخدام طر المعادلات شبا خطية تم حلها ضمن
التنننا ر هيننر التقلينندي  هيننر الطياسنن ( وطريقننة  Estevez [4]درس  (1994)وفنن  عننام 

singular manifold  لمعادلننةBurger التخفيضننات المشننا هة  لإيوننادق مباشننرة ائنن اسننتخدم طر  إذ
 . Burgerللمعادلات التفاضلية الو ئية لمعادلة 

 وجود عدد رينولد كبير وتبين Burger معادلة   zhoung  [10]درس   (1997)وف  عام
 .ليحصل على داة عالية وبتقسيمات اا )R 510 (عند استخدام عدد رينولد كبير لا 
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منل الشنرو  الحدودينة هينر  Burgerمعادلنة  Balogh & Krstic [2]درس  (1998)وفن  عنام  
كمنا  1Hشنبا عامنة فن   آسنيةاسنتقرارية الخطينة وبنين ان المعادلنة تضنمن اسنتقرارية محاذينة عامنة و 

 [1]   درس(2000)وفن  عنام  . Burger الوحدانينة للحنل التقليندي لمعادلنة درس مبرهننة الوجنود و 

Atoull & King طريقة العناصر المنتهية لمعادلة ةاستقراريBurger  وتبين لهما ف  معامل ل وجة
ننننركن ننننون طريقننننة كالن ننننر جنننندا تكن ننننقرة صغين  & Leonenko ننننناا (2001)وفنننن  عننننام هيننننر مستن

Meluikovn [6]توان  معادلة الحرارة بوهد خط  وعلااة معادلةBurger  مل البياننات العشنوائية
الحلنول السناكنة لمعادلنة  Balogh & Gilliam & Shubov [3]درس  (2001)كنذلك فن  عنام 

Burger  عننندما  إذهمننا فنن  الحلننول السنناكنة ، دورا م يننؤديهيننر المتوانسننة ووجنند ان لا ننل التكامننل
حلنول سناكنة  ةفانا ف  الطيمة الموجبنة القليلنة يوجند للالن  اً ينون مقدار ال يادة لثا ل التكامل هو موجب

 .هير لا تة ولطيمة كبيرة بنفاية فانا يوجد حل وحيد ذو استقرارية محاذية 
م طننريقتين مننن طرائننق باسننتخدا Burgerتم دراسننة الحننل العننددي لمعادلننةتفنن  هننذا البحنن  سنن 

 Explicitالأولنى الطريقنة الصنريحة   ، (Finite Differences Methodsالفروانات المنتهينة  

Method،)  والثانينننة طريقنننةCrank-Nicholson  ومقارننننة الطنننريقتين وبينننان الطريقنننة المثلنننى لحنننل
 الطريقتين.، كذلك دراسة الاستقرارية العددية لكلتا Burger  معادلة

 

  Mathematical Model    وذج الرياضيالنم2. 
 [9]آلاتية:هير الخطية  Burgerأن من معادلات الانتشار المعروفة معادلة      
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فن   ادورا مهم تلع  مبددةتصف الموال لامتداد الموجة أو الذ ذبة ف  أنظمة  (1)المعادلة

  .الخطية الفي يا  هير 
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المعنننادلات التفاضنننلية الو ئينننة هننن  طريقنننة الفروانننات  اسنننتخدماً لحنننلان منننن اكثنننر الطرائنننق 
 يبات جيدة للحل.( الت  تعط  تقر Finite Differencesالمنتهية  

 Explicit Method      الطريقة الصريحة   3.
 فالمعادلننننننننة المسننننننننتخدمة للحننننننننل هنننننننن  خطننننننننة صننننننننريحة المرك يننننننننةاننننننننات باسننننننننتخدام الفرو  

 (Explicit scheme)   والتننن  عنننن طريقهنننا ينننتم ايوننناد ايمنننة الدالنننةu  عنننند نقنننا  المشنننبك 
 (m ,n+1)  1أي ايمنة الدالنة هينر المعروفنة+n

mU   وينتم تحديندها  دلالنة انيم الندوال المعرفنة عنند
nالنقا   

m
U

1+
n و  

m
U  و n

m
U

1−
 (1وكما ف  الشنل  nt عند ال من 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 (1)الشكل

.نقنننا  تقننناطل هنننذه  h,kجوانننن   حيننن  نقسنننم المسنننتوي إلنننى شنننبنة منننن المسنننتطيلات ذات 
والأسننلو  العننام لحننل المعادلننة التفاضننلية الو ئيننة   (Grid points)الخطننو  تعننرن   نقننا  الشننبنة

 هننذه الطريقننة هننو الحصننول علننى الحننل عننند نقننا  الشننبنة ، ونقننا  الشننبنة هننذه انند تكننون ناتوننة عننن 
 بحي : تقاطل الخطنو  المستطيلنة أو المربعة

1+n
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1−m
nU m

nU 1+m
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 (u)( أن الطننرن الأيسننر يتضننمن لننلار اننيم هيننر معلومننة للدلننة  14نلاحننم مننن المعادلننة   
ال منينة  الأيمنن كلهنا معلومنة عنند الخطنوة  ينما الطيم فن  الطنرن (n+1)د الخطوة ال منية الوديدة عن

 عادلة ه  علااة ضمنية .ملألذلك فان  (n)السابقة 
 

 مثال:
  [6]( بحي :1المتمثلة بالمعادلة   Burgerف  حل المثال التال  نأخذ معادلة  
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Exact 

1.0=  

05.0=k  

1.0=h  

Crank –Nicholson 

1.0=  

05.0=k  

1.0=h  

EXPLICIT 

1.0=  

05.0=k  

1.0=h  

0.0 0.0 0.0 
0.2586 0.2500 0.2825 
0.5000 0.5089 0.4666 
0.7064 0.7099 0.6154 
0.8599 0.8601 0.7145 
0.9423 0.9482 0.7500 
0.9374 0.9299 0.7121 
0.8334 0.8296 0.5981 
0.6289 0.6197 0.4151 
0.3393 0.3411 0.1810 

0.0 0.0 0.0 
 (1جدول )ال

 . مع الحل الحقيقي Crank-Nicholsonيوضح مقارنة الحل العددي للطريقة الصريحة وطريقة 
 

0001.0=  

05.0=k  

1.0=h  

001.0=  

05.0=k  

1.0=h  

01.0=  

05.0=k  

1.0=h  

0.0 0.0 0.0 
0.299852576 0.290456843 0.288668674 
0.569104553 0.529495395 0.488328655 
0.891248634 0.863615264 0.805057382 
0.971597605 0.962486158 0.906901320 
0.989952495 0.985246315 0.952493795 
0.969245863 0.958614723 0.901810621 
0.885246721 0.855439015 0.801588455 
0.558314972 0.515894283 0.481237150 
0.300415419 0.289568424 0.208521053 

0.0 0.0 0.0 
 (2جدول )ال

 ε ( 0.01 ,0.001 ,0.0001)يوضح الطريقة الصريحة بأخذ قيم مختلفة لـ 
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 Burgerة لمعادل الطريقة الصريحةفي  الأستقراريةتحليل 4. 
يننننتم فنننن  هننننذه الطريقننننة  إذ Fourierسننننتقرارية الطريقننننة الصننننريحة نسننننتخدم طريقننننة إلدراسننننة 

nاستبدال الحل 

mU  ن xje 
 (t) ψ  1 أن إذ−=j و    8[هو لا ل موج[ .  

nنعوض عن  

mU  ن xje 
 (t) ψ  نود  (6)ةف  المعادل 
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 : على  الو   الحطيق  هو الذي يؤدي الى الاستقرارية لذلك نهمل  الو   الخيال  فنحصل أنوبما 
 ( ) ))cos(1( ht  − 2− = ( )t ( )−+ kt    
  ( )kt + = ( )t 2−  ( )t  ( −1  (1 )

2
(sin2 2 h

− ) 
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  ( )kt + = ( )t 2− ( )t  ( )
2

(sin2 2 h
) 

  ( )kt + = ( )t  [ 41−  ( )
2

(sin 2 h
] 

)
2

(sin 2 h
 =  وبفرض     

  ( )kt + / ( )t = ( 41− )=ζ 

 الطيمة المطلقة للطرفين وبأخذ
  )15..(.......... (tk)/(t  = )+   

نتو تقدمحين  أنا  كلما  نل مسن نل منن سطن ن ٍ  الحن )  خناص لن )t  نل مسنتوإلنى ) أخنر ٍ  سطن )kt+  
) فنان ) )(tkt  )يون  أن تبندأ بالنقصنان أو الدالنة +− )t   يون  أن تكنون دالنة محنددة  أي

  .[8]كبيرة وذلك للحصول على الاستقرارية  tيو  أن لاتقتر  من اللانهاية عندما 
)لنقيد  (15) من المعادلة )t           نحتاج إلى                               

 1   )+ (tk)/(t    
1     

  41−   1 
  -1   ( 41− )  1           ………………………..(16) 

 منها الأيمنالطرن  نأخذ المذكورة أنفاً ف  المتباينة 
( 41− )  1 

 نحصل يمةابالتعويض عن 

( 41− ( )
2

(sin 2 h
)  1 

 . ذه تكون دائما صحيحةٍ  وه 0تكون 
 نحتاج إلى اخذ الطرن الأيسر صحيحة (16)ولهذا ولك  تكون المعادلة 

  ))
2

((sin41(1 2 h
−−  

))
2

((sin42 2 h
−−   
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  ))
2

(2(sin42
h

    

(ينون   لبعض ايم   
2

(2sin
h يساوي واحد فنحصل على:  

24   

 
2

1  

المرك ية لمعادلة  يركر تكون مستقرة عندما  طريقة الفروااتإذا 



2

1
0  

 

 :ٍ  Burgerلمعادلة  Crank-Nicholsonفي طريقة  الإستقراريةتحليل  (2-1-3)
nعن   نعوض

mU    بـxjet   :نحصل على(10)المعادلة في   )(
 

(
1

k
)( kt +

xje 
- ( )t

xje 
)=

22h


[( )( kt +

)( hxje +
-2ψ )( kt +

xje 
 

+ψ )( kt +
)( hxje −

)+( ( )t
)( hxje +

-2 ( )t
xje 

+ ( )t
)( hxje −

)] 

-
h2

1
 ( )t

xje 
( ( )t

)( hxje +
- ( )t

)( hxje −
) 

  kوبضر  طرف  المعادلة   
وبفرض 

2h

k
= 

( )( kt + - ( )t ) 
xje 

 =
2

 xje 
((ψ )( kt +

hje 
-2ψ )( kt + +ψ )( kt +  

hje −
)+

2

 ( )t
xje 

(
hje 

-2+
hje −

)-
h

k

2
( )t

xje 
 

( )t
xje 

(
hje 

-
hje −

) 

نضر  ف   ألان
xj

e


1 
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)( kt + ( )t− =
2


ψ )( kt + (

hje 
2− +

hje −
)+

2

 ( )t (
hje 

2− +

)
hj

e
−

         

)()()(
2

hjhjxj eeett
h

k  −−−  

 :منها نحصل على

 ))sin()(cos(2))sin()(cos()(
2

)()(t hjhhjhkttk 


 −+−++=−+

 ))sin()(cos(2))sin()(cos()(
2

 hjhhjht 


−+−++

 

 ))sin()(cos())sin()(cos( (t)(t)e
2h

k
- xj hjhhjh   −−+

 

 )( kt + ) ( )t− =
2


ψ )( kt + )]2)cos(2[( −h  

2


+ ( )t )]2)cos(2[( −h

h

k

2
−  ( )t xje  ( )t  )sin(2 hj   

 
 : الو   الحطيق  هو الذي يؤدي الى الاستقرارية لذلك نهمل  الو   الخيال  فنحصل على أنوبما 

 
)( kt + )(t− = − ))cos(1( h−   [ )( kt +  + )(t  

  )( kt + −=− )(t  [1-(1-2 )
2

(sin 2 h
)][ )( kt +  + )(t  

   )( kt + −=− )(t 2  ( )
2

(sin 2 h
)[ )( kt +  + )(t    

 

(نفرض
2

(sin2 2 h
 −= 

 )( kt + = )(t +  [ )( kt + + )(t ]  
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 :نحصل t)(بالقسمة على
 )( kt + / ( )t =1+[   ( )( kt + + ( )t )]/ ( ) 0)( tt    

 :منها نحصل على
 

)( kt + / ( )t =1+   ( ψ( kt + ) / ( )t )+  
 

)( kt +  / ( )t  (1- ) =1+  

 )( kt + / ( )t = 



=

−

+

1

1
 

  ( ) 1/)( + tkt   

 1  

  1و0لكل ايم 
 .أي لا ترتبط بشرو  مستقرة هير مشروطة لك  تكون  Crank-Nicholsonولهذه تكون طريقة  
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