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ABSTRACT 

 The Sine – Gordon equation has been solved numerically by using 

two finite differences methods: The first is the explicit scheme and the 

second is the Crank – Nicholson scheme. A comparison between the two 

schemes has been made and the results were found to be : the first scheme is 

simpler and has faster convergence while the second scheme is more 

accurate . Also , the stability analysis of the two methods by the use of 

Fourier (Von Neumann) method has been done and the results were found 

to be : The explicit scheme is conditionally stable if 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )22222
x4/x4t,4/t4r +−  and the Crank–Nicholson is 

unconditionally stable . 
Keywords: Stability Analysis, Finite Differences Methods, Explicit 

Scheme, Crank – Nicholson method, Fourier (Von Neumann) method, Sine-

Gordon Equation. 

   Sine-Gordonالحل العددي وتحليل الأستقرارية العددية لمعادلة
 نورجان حسن جمعة                 سعد عبد الله مناع

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
 22/01/2006 حث:تاريخ قبول الب   01/12/2005 تاريخ استلام البحث:

 الملخص
 الفدددرو  ددداتعدددم  اا تاسدددطرمام ندددريقطئق مدددق نرا ددد   Sine–Gordonلقدددم حدددع ددددل معا لدددة 

( Explicit Scheme(:الأولى هي الطريقة الصريحة)Finite Differences Methodsالمنطهية )
و م حبدئق إذ حع عمل مقارنة بئق نطا ج كلطا الطريقطئق،  Crank – Nicholson، والثانية هي نريقة 

أن الطريقددة الأولددى هددي الأسددهل والأسددر، حقارندداا ،اددي دددئق كانددا الطريقددة الثانيددة الأ     ولقددم حمددا 
 Sine – Gordonالعم  دددة للطدددريقطئق الميدددطرممطئق ادددي ددددل معا لدددة  الأسدددطقراريةكددد لر  راسدددة 

حددو حبددئق أن الطريقددة الأولددى ميددطقر  علددى ن إذ،  Fourier (Von Neumann)تاسددطرمام نريقددة 
إذا كددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددان  (Conditionally Stable) مشددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددرو 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )22222
x4/x4t,4/t4r +−  ادددي ددددئق كاندددا الطريقدددة الثانيدددة ،

 (   Unconditionally Stableنحو غئر مشرو  ) ميطقر  على
 Crankنريقة ،  الطريقة الصريحة،  ات المنطهيةالفرو نرا   ، الأسطقراريةححلئل  الكلمات المفتاحية: 

– Nicholson ، نريقةFourier (Von Neumann)،  معا لةSine–Gordon  
 Introductionالمقدمة  1.
إن المعددا  ت الطفاضددلية وئددر وسددئلة لوصددس مع ددع الميددا ل الهنمسددية والرياضددية والعلميددة   

،الحركددددة الما عذلددددر جليدددداا اددددي وصددددس عمليددددات انطقددددا  الحرار ،جريددددان يطضدددد  علددددى دددددم سددددوا    إذ 
اسددددطرماماحها اددددي ميددددا ل الهياكددددل ارنشددددا ية ، والوصددددس  اضددددنا عددددقالموجية،الددددموا ر ارلنطرونيددددة 

( Finite Difference Methodالمنطهيدة ) الفدرو  دات  إذ أن نريقة النيماويةالرياضي للطفاعنت 
هي الأكثر اسطرماماا وشئوعاا ونشكل حفصئلي لحدل صديم مرطلفدة لهد م المعدا  ت وذلدر تدالل و  إلدى 

إلدى معا لدة جبريدة  ابلدة للططبئد  علدى جد   محدم  مدق الم دا  المطضدمق ححويل كل معا لة حفاضلية 
[ والحل العم ي للمعا لة الطفاضلية ال   ية هو إ  ا  ددل المعدا  ت 1]الطفاضلية ونلهدل المعا لة 

الطفاضددلية ال   يددة تددالطعويل عددق المعا لددة الطفاضددلية تمعا لددة حقريبيددة يددع دلهددا،إذ أن نريقددة حقريدد  
المنطهيدددة حعدددول عدددق المشدددطقات ال   يدددة تالفرو دددات المنطهيدددة وعليددده  قدددر  ددددل المعا لدددة  الفدددرو  دددات

المنطهيدددة ونصدددور  عامدددة اددد ن العميدددم مدددق الميدددا ل غئدددر  تالفدددرو  ددداالطفاضدددلية ال   يدددة تحدددل معا لدددة 
[  أن معا لدددة 2الرطيدددة لييدددا لهدددا دلدددو  ححلئليدددة معروادددة لددد لر   ددد  أن ححدددل تدددالطرا   العم  دددة ]

Sine-Gordon ن االعالمدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددد   هاوضددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددع 
Frenkel and Kontorova ( ( اددي ائ يددا  الحالددة الصددلبة )1939اددي عددامSolid State 

Physics الطددي حيددطرمم لنم جددة الطشددققات اددي البلددور ،و رل كددل مددق العددالمئق ، )Perring and 

Skyrme ( النطددددا ج العم  دددة الطددددي حبددددئق ا سددددطعا   الن1962ادددي عددددام ) م املدددة لاشددددكا  واليددددر، تعدددد
( البنيددة 1990عددام ) Ercolani , Forest and Mclaughlin ونددور كددل مددق [16]الطصددا م 

القابلددددة للطنامددددل ححددددا شددددرو   Sine–Gordon( لمعا لددددة Geometric Structureالهنمسددددية )
 و رل كدل مدق [8] تعل ا وطبارات العم  ة الطي حؤكم النطدا ج الن ريدة تإجرا و اموا  دمو  ة  ورية

Ablowitz ,Herbst and Schober ( اليدلو  العدم ي للطقطيدع القابدل للطنامدل حمامداا 1996عدام )
مددق  الأسددطقراريةكدد لر نبيعددة عددمم  أوضددحوا،و ددم Sine–Gordonالطقطيددع المضدداعس لمعا لددة  يذ

عددام  Quintero and Sanchez و رل [3] وددن  البحددت الطحلئلددي المددمعوم تالط ددار  العم  ددة
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المحطثدة مدق  dc ((Soliton dc Motionركة الموجة المنفدر   مدق الندو، ( ححلئلياا وعم  اا د1998)
 Ares , Cuesta و رل كدل مدق Sine–Gordon [14]اي معا لة  ac بل  اع والص مق النو، 

, Sanchez and Toral ( نمدددوذ  2003ادددي عدددام )Sine–Gordon  ححلئليددداا وكددد لر عدددم  اا
ذي  Sine–Gordonلنمددوذ   Monte Carloمحاكددا   اضددنا عددق Langevinتاسددطرمام محاكددا  

ادي عدام  Shohet , Barimish , Ebraheem and Scottو رل كدل مدق   [5] البعدم الواددم
الدددددد ي  صددددددس الأنمددددددا  الهئمرو يناميكيددددددة  Sine–Gordon( النمددددددوذ  النوطددددددي لمعا لددددددة 2004)

سدطهع علدى ححلئدل ولدع  عطمدموا ادي  را المغنانييية المطموضدعة ادي ح دار  شدم  الحقدل المغنانييدي،
Fourier [18]   و رل كدددل مدددقAlfimov,Pierantozzi and Vazquez (2005ادددي عدددام )

– Sineتاعطبارهددا حمثددل دالددة انددمرا  بددئق معا لددة ةالنيددري Sine–Gordonالحددل العددم ي لمعا لددة 

Gordon  ومعا لةSine–Gordon وض  [4] غئر المحلية  Khomeriki and Leon  ادي عدام
موجة غئر وطية ل اهر  اليلو  ينا ي  بوصفها معا لة Sine–Gordonم معا لة ( تاسطرما2005)

شدددرداا رصدددئناا لهددد م ال ددداهر  ححلئليددداا وعدددم  اا لمراسدددة  ى( وأعطددد Bistable Behavior) الأسدددطقرارية
 تاسدطرمامSine-Gordonطع  راسدة الحدل العدم ي لمعا لدة ط واي ه ا البحت س[11] الن ام النزمني
 العم  ة لنلطا الطريقطئق  الأسطقراريةا   الفرو ات المنطهية و راسة نريقطئق مق نر 

 

 The Mathematical Modelالنموذج الرياضي  2.
 إن مق معا  ت الموجات النوطية الأكثر شئوعاا وشهر  هي معا لة

Klein – Gordon    
( ) )1(02

2

2

=+−



ufud

t

u
 

 d موجة الطي حصدس ا هط ازحدئدت أنالالنوطية لمعا لة  الطوسعاتإذ هي وادم  مق أهع 
)( حوصس بوسانة المالدة Elastic Force Density و  المرونة) ثااةحكالموجة هي سرعة  )uf  إذ

)عنمما حنون  ) uuf = ( سوف حطحو  إلى معا لة 1ا ن المعا لة )Gordon–Klein  الرطية إذ
 Normallyت الطدي حصدس الموجدات الرطيدة المبدم   نبي يداا)هدي النمدوذ  الأكثدر تيدانة للمعدا  

Dispersive Linear Waves عمليدات  اضدنا عدق( وا هط ازات لوحر  قع على  اعم  مرنة وطيدة
 أورى :
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ندمما سدوف حطحدو  إلدى معا لدة الموجدة الطقلئم ة،وع Gordon–Kleinاان معا لدة  =0إذا كانا 
)حنون  ) usinuf  Gordon–Sine [12  ]( سوف حطحو  إلى معا لة 1اان المعا لة ) =

)2(sin
2

2
2

2

2

u
x
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 مع الشرو  ا بطما ية والشرو  الحمو  ة

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,,

,10000,22,2/1

00,,cos0,

btLutLu

LxLL

xuxxu

o

to

==−

−==

=+=





  

اددي  Klein and Gordon العالمددان بددل ( مددق 1يابددا وضددع المعا لددة )b  أندئددت 
النوطية،وان أو  مدق أنلد  اسدع  Klein–Gordonلمعا لة الموجة الطي حيمى  اا العشرينات نموذج

Gordon–Sine ( العددالع 3علددى المعا لددة )Kruskal  إذ أن،( )t,xu  حمثددل إزادددة الدد رات تاح ددام
ج با اهطمام علما  الرياضيات  وه م المعا لة ة البلورية،حمثل  ور  الشبك sinوان  الة الد  xالمحور 

ددد   DNAوالفئ يدددا  تيدددب  انطشدددارها الواسدددع كنمدددوذ  لل دددواهر الفئ يا يدددة النوطيدددة ودركدددة محفددد ات الد
[ ونط ددا وددن  اطددر  اليددطئنيات اددي مددمى واسددع مددق الميددا ل الطددي حطضددمق البصددريات النوطيددة 14]
انطشددار اريددارات  اددي( هددي  راسددة حدد يئرات اليليددلة الوراييددة 3ة )[  وان مددق أهددع حطبيقددات المعا لدد 16]

[ حوجم العميم مق المعا  ت النوطية مق الندو، 7] DNAالد  النوطية اي النماذ  البييطة ليليلة
Sine–Gordon مثدل معا لدةSine–Gordon   المشوشددةEquation)  Perturbed Sine – 

Gordon( كالآحي :3) ( الطي حنطج تإضااة دم للمعا لة 

( ) )4(sinsin
2

2

2

2

otu
x

u

t

u
 ++−=




−



  

 , Quinteroالعلما   هاهو الطور لقو  الطر   الماولي الطي  رسoهي الطر  ،وهي اليعة،وإذ  

Sanchez and Martins ( 2000ادي عدام[ )وكد لر تالنيدبة إلدى معا لدة 15  ]Sine–Gordon 
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 Alfimov, Pierantozzi and  ممهاالطي   (Fractional Sine–Gordon Equation)النيرية 

Vazquez ( 2005اي عام[ )وهي كالآحي: 4 ] 
)5(0sin =+− uuu D

R

tt



إذ 
D

R   هددددددو المشددددددطقة النيددددددرية لفضدددددداRiesz  21وحنددددددون 2،اذ عنددددددمما=  حطحددددددو
غئدددددر  Gordon–Sine حطحدددددو  إلدددددى =1 وعندددددمماGordon–Sine( إلدددددى معا لدددددة5ا لدددددة )المع

  :( وان معا لةNonlocal Sine– Gordon Equationالمحلية )
MKdV–Sine Gordon Modified Korteweg de Vries-(Sin Gordon Equation) 

1B,0Aعنمما حنون ) Gordon–Sineحطحو  إلى معا لة  == :) 
)6(sinuuxt = 

ttxxxtإذ أن   uuu  [ الطي حؤ ي إلى: 10تاسطرمام نريقة ححويل المطغئر المعطمم ] =−

)7(sin
3

2 2 uBuuuAuu xxxxxxxttxx =







++−  

 [  6( ]2002اي عام )  Chenها (  رس6وان المعا لة )
 
  Sine – Gordon( لمعادلةExplicit Scheme.اشتقاق صيغة الطريقة الصريحة )3

)نقيع الميططئل ) ct0,LxLt,xR −== إلى( )( )1m1n مق −−
kthxنوا  أضنعهاأالميططئنت  ==   [:13( ]1كما اي الشكل ) ,
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0ttنبددددددمأ تالحيدددددداتات مددددددق الصددددددس الأو   1 إذ ححيدددددد  هدددددد م ال دددددديع مددددددق الشددددددر   ==
 [: 3ا بطما ي]

( ) ( ) 1,...,3,2,cos, 1 −=+= nixtxu ii    

 ذ أن  إ
 22,2/1,10000 == L  

)الميطرممة لطقري  الفرو  اتإن  )txutt )و  , )txuxx  هي:  ,
 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) )8(

,,2,
, 2

2
kO

k

ktxutxuktxu
txutt +

−+−+
=  

  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) )9(

,,2,
, 2

2
hO

h

thxutxuthxu
txuxx +

−+−+
=  

 إذ أن نقا  المشبر هي:

kttktthxxhxx jjjjiiii −=+=−=+= −+−+ 1111 ,,,  

)تإهما   )2kO  و( )2hO :نحصل على 
( )

( ) ( ) ( )
)10(

,,2,
,

2k

ktxutxuktxu
txutt

−+−+
=  

( )
( ) ( ) ( )

)11(
,,2,

,
2h

thxutxuthxu
txu xx

−+−+
=  

2ttولحيا  ال يع اي الصس الثاني  [: 13مق الرحبة الثانية ] Taylor مطيليلةنيطعمل =

( ) ( ) ( )
( ) ( ) )12(

!2

0,
0,0,, 3

2

kO
kxu

kxuxukxu tt

t +++=  

ixxمة ن و  ) وللمن = ) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) )13(

2

0,
0,0,, 3

2

kO
kxu

kxuxukxu itt

itii +++=  

 إذ أن 
( )

( ) ( ) ( )
( )( ) )14(0,sin

0,0,20,
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xuxuxu
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( ) )15(00, =it xu

 

 ( نحصل على: 13( اي المعا لة )15( و)14ونطعويل )
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 ونإهما  الحمو  الطي ححطوي على الرح  العليا نحصل على:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) )16(0,sin
2

0,0,20,
2

0,,
2

11

2

iiiiii xu
k

xuxuxu
r

xukxu −+−+= −+
 

إذ 
h

k
r )بدددم ا مدددق  iu,1ونطعدددويل  = )0,ixu  ( 16ونطبيددديل المعا لدددة)  نحصدددل علدددى صددديغة

 حقريبات الفرو ات للصس الثاني: 

( ) ( ) ( ) )17(sin
22

1 1,

2

1,11,1

2

1,

2

2, iiiii u
k

uu
r

uru −++−= −+            

1,...,3,2 −= ni  

)نقوم فيما   حي بطوضي  ديا  الطقريبات لد )txu  :الأورى عنم نقا  المشبر للصفوف ,
( )  mjnitxu ji ,...,4,31,...,3,2:, =−=  

jiuونطعددويل  )بددم ا مددق  , )
ji txu ( وحعددويل المعددا  ت الناح ددة اددي 11( و)10اددي المعددا لطئق ) ,

 ( نحصل على:3المعا لة )

( ) )18(sin
22

,2

,1,,1

2

1,,1,

ji

jijijijijiji
u

h

uuu

k

uuu
−=

+−
−

+− −+−+  

 ( نحصل على:18مق المعا لة )
( ) ( ) ( ) )19(sin22 ,

2

,1,1

2

,

2

1,1, jijijijijiji ukuururuu −++−+−= −+−+  

( حمثدددل حقريددد  الفرو دددات المنطهيدددة تاسدددطرمام الطريقدددة الصدددريحة لمعا لدددة 19إن المعا لدددة )
Gordon –Sine1( لحيدددددا  الصدددددس 19المعا لدددددة )  وحيدددددطرمم+j  بوسدددددانة ال ددددديع المعلومدددددة

jj ,1،إذ ننددددن إن هددد م الطريقدددة ححيددد  تشدددكل صدددري  ال ددديع الم هولدددة−1, +jiu  بم لدددة ال ددديع
jijijijiالمعلومة  uuuu ,1,,11, ,,,  ( 1كما موض  اي الشكل ) −+−
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  Fourier( Von Neumannلطريقة الصريحة باستخدام طريقة)ل الأستقرارية.تحليل 4
     نفددرل ان الحددل تطريقدددة الفرو ددات المنطهيدددة  مكددق أن  فصددل إلدددى الصدديغة الآحيدددة :  

   
( ) xnimxnimtnhimk

tx

xit

tx

eeeeeu

itkxhmktnhxeeu

 ===

−======









,

, 1,0,0,,,,,  

 المبدددمأ العدددام لهددد م الطريقدددة هدددو اسدددطبما  الحدددل تطريقدددة الفرو دددات المنطهيدددة عندددم الددد مق  إن
(t تالمقددمار )xnim

e
 [17و،] ( لططبئدد  نريقددةon NeumannV( علددى المعا لددة )نل دد 3 ) 

 [ ،إذ نحصل على: 9( ]Linearized Stability Analysis)إلى 
)20(

2

2

2

2

u
x

u

t

u
−




=



  

 وناسطعما  الطريقة الصريحة نحصل على : 
( ) ( )

( ) )21(
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2

1,1,
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mnmnmnmnmn
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uururuu
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xnimونطعويل 

mn eu = , ( نحصل عل21اي المعا لة ):ى 
( ) ( ) ( )( )
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xnimتالقيمة على 
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  نحصل على 
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( )( ) ( )++−−+−= −− xixi eertr  2221 22

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
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=
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 إذ أن  
( )

( )2/sin2
2

1 22

2

xr
t

−


−=   

1

012

2

2

−=

=+−






 

  1وري أن حنون مق الضر  1هو عامل الطضرع ولني حنون أن إذ
( )

( ) )22(12/sin2
2

1 22

2

−


− xr
t



 ( نحصل على: 22مق المطباينة )
( )

( ) 12/sin2
2

11 22

2

−


−− xr
t

  

 ت و  الطرف الأ مق مق المطباينة اي أعنم نحصل على  
( )

( ) )23(12/sin2
2

1 22

2

−


− xr
t



 ( نحصل على:23مق المطباينة )
( )
( )2/sin4 2

2

2

x

t
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)تمدددا أن ) ( )222
x/tr = 2أي أنr  مكدددق أن حندددون كميدددة سدددالبة،أي أن المطبايندددة   

02( حؤ ي إلى أن 23) r ( نحطا  إلى: 22وه م صحيحة  وماا  ولني حطحق  المطباينة ) 
( )

( )−


−− 2/sin2
2

11 22

2

xr
t

  

( )
( )

( )
( )2/sin

4
1

2/sin2
2

2

22

2

22

2

xr
t

xr
t




−

+








 

)ونما أن  )2/sin 2 x هو وادم ل يمة ما لد: اان المقمار اي أعنم  رط   إلى 
( )

)24(
4

4
2

2 t
r

−


 

)ونما أن  ) ( )222 / xtr = ( نحصل على: 24مق المطباينة ) 

( )
( )
( )

)25(
4

4
2

2
2

x

x
t

+


 

( حمثنن القئو  المفروضة على الطريقة الصريحة لني حنون  25( و )24إن المطباينطئق )
    Sine – Gordonميطقر  فيما له عن ة تمعا لة  

 
   Sine–Gordonلمعادلة  Crank–Nicholsonاشتقاق صيغة طريقة  5.

تالمعددددم  الحيددددابي لطقريبددددات  xxuاددددي هدددد م الطريقددددة يددددطع إبددددما  المشددددطقة ال   يددددة الثانيددددة 
 (:2الشكل )[ ، كما اي 17] j−1و   j+1الفرو ات المرك ية عنم ال مق 
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 ( نحصل على: 3( اي المعا لة )27( و)26بطعويل المعا لطئق )
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 (  مكق الحصو  على: 28مق المعا لة )
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لمعا لددة  Crank–Nicholson( هدي حقريد  الفرو ددات المنطهيدة تطريقدة29إذ أن المعا لدة )
Sine– Gordon   ديدا  ال ديع الثنيدة الم هولدة ادي الطدرف الأ يدر إلدى وادي هد م الطريقدة نحطدا

1,11,1,1( وهددي 29مددق المعا لددة ) ,, +−+++ jijiji uuu إذ أن جميددع الحددمو  اددي الطددرف الأ مددق مددق،
( حدددؤ ي إلدددى حندددويق ن دددام جبدددري وطدددي ينيدددي الأ طدددار 29( معلومدددة  إن المعا لدددة )29المعا لدددة )

(Tridiagonal Linear Algebraic System:) 
)30(BAX =  

هددددو مط دددده عمددددو ي  حددددوي  دددديع  Xهددددي مصددددفواة المعددددامنت ينييددددة الأ طددددار،و Aإذ أن 
هو مط ه عمو ي  حوي ال يع المعلومة اي الطرف الأ مق والشدكل  Bل اي الطرف الأ ير،وئالم اه
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 Boundaryرو  الحمو  ددة )وإن الشدد  ،Crank–Nicholson(  عطددي حوضدديحاا تيدديطاا لطريقددة 2)

Conditions  حيطرمم اي المعا لطئق الأولى والأوئر  اقل ) 
buubuu jnjnjj ==== +−+− 1,1,1,11,1 ,  

علددى معا لددة  Crank–Nicholsonويفضددل الطعبئددر عددق الن ددام ال بددري الندداحج مددق حطبئدد  نريقددة 
Sine– Gordon :تالشكل الآحي 

 
 
 
 

 

 

=





























































































+−

−+−

−+−

−+−

−+

+−

+−

+

+

+

1,1

1,2

1,

1,3

1,2

22

222

222

222

22

.

.

.

.

.

.

22

22

.

.

.

22

.

.

.

22

22

jn

jn

jp

j

j

u

u

u

u

u

rr

rrr

rrr

rrr

rr

 

 



 الحل العددي وتحليل الأستقرارية...
 

 

 51 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 












































++−+−

+−++−

+−++−

+−++−

+−+−+

−−−−−

−−−−−−−−

−−−−+

−−−

−−

brururuku

uruuruku

uruuruku

uruuruku

ururukubr

jnjnjnjn

jnjnjnjnjn

jpjpjpjpjp

jjjjj

jjjj

2

,1

2

1,2

2

,1

2

,1

1,2

2

1,31,1

2

,2

2

,2

1,

2

1,11,1

2

,

2

,

1,3

2

1,21,4

2

,3

2

,3

1,2

2

1,3

2

,2

2

,2

2

222sin24

22sin24

.

.

.

22sin24

.

.

.

22sin24

22sin242

 

 
BAXاددان الن ددام  Nicholson–Crankعنددم اسددطرمام الحاسددبة لحددل نريقددة    مكددق  =

( ،لقدم حدع Iterative Methodsالطنراريدة) تالطرا   أو( Direct Methodsدله تالطرا   المباشر  )
( لحددل Gaussian Elimination Method) Gaussاسددطرمام الطريقددة المباشددر  نريقددة ددد ف 

 ( اي ه م المراسة 30 بري المطمثل تالمعا لة )الن ام ال
 
 باسللللللللللللللللتخدام طريقللللللللللللللللة Crank–Nicholsonلطريقللللللللللللللللة  الأسللللللللللللللللتقرارية. تحليللللللللللللللللل 6
(von Neumann )Fourier  

 ( نحصل على: 20للمعا لة ) Crank–Nicholsonتاسطرمام نريقة 
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xnimeتالقيمة على    نحصل على 
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 بطبييل المعا لة اي أعنم نحصل على: 
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( )
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2/1
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ميدددددطقر  علدددددى نحدددددو غئدددددر مشدددددرو    Nicholson–Crankادددددان نريقدددددة  1تمدددددا أن 
(Unconditionally Stable ) 
 

 مناقشة نتائج الجداول  7.
عندم  ( يطض  انه عنم زيا   أو نقصان  يع الثابا 1و  )مق ون  مند ة نطا ج ال م 

الموجدو    b(  عمدل علدى زيدا   أو نقصدان ادي  ديع الثابدا  Initial Conditionالشدر  ا بطدما ي )
 ( والدددددددد ي بددددددددمورم يددددددددؤ ي إلددددددددى زيددددددددا   Boundary Conditionعنددددددددم الشددددددددرو  الحمو  ددددددددة )
0xة للطريقطئق وك لر ننددن أن الحدل مطنداحر ددو  أو حقلئل اي  يع النطا ج العم   هد ا  عندي   =

)أن   ) ( )t,xut,xu أي أن مدددق الممكدددق ددددل الميددد لة لل ددد   الموجددد  اقدددل علدددى اعطبدددار أن  −=
( Dataالحدددل لل ددد   اليدددال  سددديكون مطاتقددداا ممدددا يدددؤ ي إلدددى حقلئدددل الو دددا وال هدددم وكميدددة البياندددات )

    المطلو  و نها
 Conclusion.الاستنتاجات  8

حوصدلنا إلددى أن  Crank–Nicholsonمدق ودن  المقارندة بدئق الطريقدة الصدريحة ونريقدة 
الطي حنون اكثر   ة مق  Crank–Nicholsonاسطرماماا مق نريقة  وأسهلالطريقة الصريحة أسر، 

( ادددان الحدددل Even Functionالطريقدددة الصدددريحة   ونمدددا أن الشدددر  ا بطدددما ي هدددو  الدددة زوجيدددة )
0x( سدديكون مطندداحراا دددو  النقطددة )3العددم ي للمعا لددة ) ( أي أن 1( كمددا موضدد  اددي ال ددمو  )=

الحدددل للفطدددر   L,0   سددديكون هدددو نفيددده للفطدددر 0,L− ( للفطدددر  3أي مدددق الممكدددق ددددل المعا لدددة )
 L,0 ر إن اقددل علددى اعطبددا( ) ( )t,xut,xu ممددا يددؤ ي إلددى حقلئددل الحيدداتات إلددى النصددس  −=

لنلطدددا الطدددريقطئق الميدددطرممطئق ادددي ددددل  الأسدددطقراريةوحدددوائر النثئدددر مدددق الو دددا وال هدددم ، وحدددع ححلئدددل 
و ددم حبددئق أن نريقددة   Fourier (Von Neumann)وناسددطرمام نريقددة  Sine–Gordonمعا لددة 

Crank–Nicholson ميطقر  علدى ن(  حدو غئدر مشدروUnconditionally Stable ل ميدع  ديع )
2

r ( ادددددددددي ددددددددددئق كاندددددددددا الطريقدددددددددة الصددددددددددريحةExplicit Scheme ميدددددددددطقر  إذا كددددددددددان )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )22222

x4/x4t,4/t4r +− نحو مشرو ، أي إنها ميطقر  على 
(Conditionally Stable  ) 
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Crank – Nicholson 

o = 400 ,  t = 1.3332 

b = 403.1416 

Explicit  

o = 400 ,  t = 1.3332 

b = 403.1416 

Crank – Nicholson  

o = 0.05  , t = 1.3332 

b = 3.1916 

Explicit 

o = 0.05 ,  t = 1.3332 

b = 3.1916  

x 

403.1416 403.1416 3.1916 3.1916 -8.885765876 

302.7687 302.7831 3.2010 3.2012 -8.441477582 

220.5622 213.4620 3.1975 3.1988 -7.9971892889 

150.5467 143.6955 3.1838 3.1848 -7.552900995 

78.9083 76.0612 3.1640 3.1645 -7.108612701 

3.6281 3.1416 3.1415 3.1416 -6.664324407 

-70.5974 -69.7780 3.1189 3.1187 -6.220036113 

-137.1482 -135.4384 3.0984 3.0981 -5.775747819 

-189.9613 -187.4522 3.0821 3.0817 -5.331459526 

-223.7452 -220.7139 3.0717 3.0712 -4.887171232 

-235.2000 -232.1566 3.0681 3.0676 -4.442882938 

-223.7465 -220.7139 3.0717 3.0712 -3.998594644 

-189.9675 -187.4522 3.0821 3.0817 -3.55430635 

-137.1755 -135.4384 3.0984 3.0981 -3.110018056 

-70.7157 -69.7780 3.1189 3.1187 -2.665729763 

3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 -2.221441469 

76.9989 76.0612 3.1643 3.1645 -1.777153175 

143.4587 141.7216 3.1848 3.1851 -1.332864881 

196.2507 193.7354 3.2010 3.2015 -0.888576587 

230.0298 226.9971 3.2115 3.2120 -0.444288293 

241.4835 238.4398 3.2151 3.2156 0 

230.0298 226.9971 3.2115 3.2120 0.444288293 

196.2507 193.7354 3.2010 3.2015 0.888576587 

143.4587 141.7216 3.1848 3.1851 1.332864881 

76.9989 76.0612 3.1643 3.1645 1.777153175 

3.1416 3.1416 3.1416 3.1416 2.221441469 

-70.7157 -69.7780 3.1189 3.1187 2.665729763 

-137.1755 -135.4384 3.0984 3.0981 3.110018056 

-189.9675 -187.4522 3.0821 3.0817 3.55430635 

-223.7465 -220.7139 3.0717 3.0712 3.998594644 

-235.2000 -232.1566 3.0681 3.0676 4.442882938 

-223.7452 -220.7139 3.0717 3.0712 4.887171232 

-189.9613 -187.4522 3.0821 3.0817 5.331459526 

-137.1482 -135.4384 3.0984 3.0981 5.775747819 

-70.5974 -69.7780 3.1189 3.1187 6.220036113 

3.6281 3.1416 3.1415 3.1416 6.664324407 

78.9083 76.0612 3.1640 3.1645 7.108612701 

150.5467 143.6955 3.1838 3.1848 7.552900995 

220.5622 213.4620 3.1975 3.1988 7.997189288 

302.7687 302.7831 3.2010 3.2012 8.441477582 

403.1416 403.1416 3.1916 3.1916 8.885765876 

  Crank – Nicholson( وطريقة Explicit Schemeيوضح الجدول مقارنة بين الطريقة الصريحة ) ( 1الجدول )
LxLand3332.1t,1416.403b,1916.3b,400,05.0عندما   oo −===== 

0xكذلك يوضح الجدول التناظر حول ) =) 
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