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ABSTRACT 

A new method for solving Large-Scale problems in the unconstrained 

optimization has been proposed in this research depending on the BFGS 

method. 

The limited memory is used in the BFGS method by multiplying the 

BFGS matrix by a vector to obtain vectors instead of matrices and only two 

vectors can be stored, by modifying the algorithm given by Nocedal J (1999). 

The purpose of this algorithm is to enable us to solving the Large-Scale 

Problems, as it is obvious to everyone that the computer can store millions of 

vectors, whereas its ability in storing matrices is limited. 

The present method in this research is applied on seven nonlinear 

functions in order to evaluate the method efficiency in the numbers of iterations 

(NOI), number of functions (NOF) and function value and comparing it with 

the standard BFGS method after updating. 

This method has been applied on functions with variables till 1000000 

and more than that. 

From comparing the results, we fined that this algorithm  

was the best. 

Keywords: Unconstrained Optimization, Large Scale, Enriched Algorithms. 

 في الأمثلية غير المقيدة ذات القياس العالي   الخوارزميات القابلة للتوسع
 عمر بهاء الدين محمد     عباس يونس البياتي 

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
 09/05/2005تاريخ قبول البحث:           02/02/2005تاريخ استلام البحث:  

 الملخص 
غيللر المقيللدة    الأمثليللةفي حللل المئللاال اات ال يللال العللالي فللي   يتناول هذا البحث طريقة جديدة

 .BFGS بالاعتماد على طريقة  
بمتجلل     BFGSتم اسللتادام الللذاكرة المحللدودة، حيللث بمنللا ب للر  م لل وفة   BFGSفي طريقة 

ليكللوح حاصللل ال للر  بجللكل متجمللات يللدلا ملل  صح فكللوح بجللكل م لل وفات، ويللتم  لل ح متجمللي  فقلل ،  
 .Nocedal J. (1999) ر الاوارزمية المعطلاة مل  ببلل  والك م   لال تطوي
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صح ملل  الواضللم    إاإح الغافة م  هذا هللو صح ف للبم بنمكاحنللا حللل المئللاال اات الأبعللاد ال بيللرة،  
للجميع صح الحاسبة بنمكاحمللا  لل ح الملايللي  ملل  المتجمللات فللي حللي  صح إمكاحيتمللا علللى  لل ح الم لل وفات  

 .ة وح محدودت
 طيللة معروفللة فللي هللذا المجللال    المقدمللة فللي هللذا البحللث علللى سللبع دوال لاتللم تطبيللط الطريقللة  

   (NOF) ، عللدد مللرات حئللابات الدالللة   (NOI) لغللرت تقيلليم ة للارة الطريقللة ملل  حاحيللة عللدد الت للرارات  
تللم تطبيللط    بعللد التحللديث.  BFGS ومقارحتمللا بالطريقللة التقليدفللة إلللى     Function Value وقيمللة الدالللة  

ملل  مقارحللة النتللاا  تبللي  صح الاوارزميللة    .وصكثللرمتغيللر    1000000ال اات متغيرات لغافللة  الطريقة على دو 
 الجديدة على العموم ةاحت الأف ل.

 .الاوارزميات القايلة للتوسع،  ال يال العالي ،  الأمثلية غير المقيدة  الكلمات المفتاحية:
 

 :(Gradient Methods)طرائق التدرج  1.
. فعاد التوسليع هنلا بنهملال الحلدود التلي  Taylorنية على توسيع طرااط التدرج للامثلية مب

 ، هذا فعني تت م  المجتقات م  الرتبة الثالثة وما فوق 
xGxxgxfxxf TT

k +++ 2/1)()(
    (1) 

للة اليمنللى همللا ت لللحيم قياسللي ل يمللة الدالللة عنللد النقطللة حيللث تنلللت   xالحللداح الأ يللراح علللى الجمل
xxل يم الدالة عند النقطة تقريبات  +. 

 

(i)  طرائق التدرج المترافق(Conjugate Gradient (CG) Methods) : 
 

 -م  الأبعاد فمك  ةتايتما على النحو الآتي: nالدالة التربيعية في
cxbGxxxf TT ++= 2/1)(      (2) 

ndddملل  المتجمللات العمودفللة nمجموعللة ملل   ,...,, فمكلل  تعري مللا علللى صحمللا مترافقللة  21

j=0، وهذا فعني  Gتبادليا يدلالة 

T

i Gdd  ل لji  

 .  Fletcher-Reeves (1964)الاوارزمية الأولى المعروفة م  هذا النوع تعود إلى 
11هلللي  1xالتلللي تبلللدص مللل  حقطلللة البدافلللة  FRاتجلللال البحلللث الأول لطريقلللة   gd )تلللدعى اتجلللال  =−

  الاححدار الئريع(.
thkفللي مرحلللة صلللل  )1( −+1ليكللوح ترةيبللا  طيللا لللل  kd+1حاتللار  + kg وkddd ,...,, مرافقللات.   21

 وهكذا فاح:
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)3(,...3,2,1
1

11 =+−= 
=

++ kdgd
k

r

krkk   

 حيث صح    kصص ار ماعدا  rتبي  هذل المعادلة صح ةل قيم 

kkkk dgd +−= ++ 11  ;  
2

2

1

k

k
k

g

g +=

 

 .(FR-CG)وتئمى بطريقة 

 

(ii)   المتغير  طرائق المتري(Variable Metric (VM) Methods): 
 xf)(الموسلعة لللل   Taylor النملواج التربيعلي فمكلل  الح لول عليل  ملل  متئلئللة بطلع

 ، التي فمك  ةتايتما:kxحول 
)4(

2

1
)( Gvvvgfvxf TT

kkk ++=+  

kkk حيث  xxv −= +1 kkk واح   vxx +=+1. 

)(واضم صح  kkk dv = .م ممة لمذا الغرت 
( إللى الحلد الأدحلى والطريقلة فلي الوابلع 4فقلل الطلر  الأفمل  مل  المعادللة ) kvالت حيم 

 عند صفة حقطة. متوافرةلت وح  fتحتاج إلى مجتقات الدرجة الأولى والثاحية م  
 لتعطي v( يدلالة 4تط )حج

)5(0 1

kkkkk gGvgvG
v

f −−==+=



 

 . Hessian هي م  وفة  kGحيث 
 

 :Newton Algorithms)-(Quasiالخوارزميات الشبيهة بخوارزمية نيوتن  2-1
 هللللذا النللللوع ملللل  الاوارزميللللات فجللللب   وارزميللللة حيللللوت  مللللع  لللل  البحللللث، ماعللللدا م لللل وفة 

Hessian kG   التي تقر  يوساطة الم ل وفة المتنلاةرة الموجبلة التعريلkH  والتلي ت لحم مل ،
 ت رار إلى ت رار.

thkوهكذا للت رار   الترةيب الأساسي الآتي: −
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(a) ح ع .kkk gHd −=. 
(b)طول  . حجعل    بحث علىkd   للح ول علىkkkk dxx +=+1  
(c) تحديث .kH  يوساطة الم  وفة الم ححة للح ول على 

     kkk HH +=+1  
 ، وهو:QNهي الم  وفة الم ححة الموجبة التعري  وصحما تحقط شرط   kحيث  

)6(1 kkkk vyH =+  

 قيال. kحيث 

، لقد درل الاوارزمية   (Huang, 1970)التقريب الأكثر عموما هو الذي حجر يوساطة
 مع    البحث الم بوط والتي تئتادم صيغة التحديث العامة م  الجكل. 

)7()(1 k

T

kkk

T

kkkk

T

kkkk

T

kkkk

Huang

k vyHHyvHyyHvvwHH ++++=+          

kkحيللث  w, وk  هللي قياسللات وا تيللارات ماتل للة للمعللالمkk w, وk  سللتنت  صحواعللا ماتل للة
 . QN-algorithmsم  الاوارزميات الجبيمة ينيوت  

لحاللللة ، لnصح الح لللول عللللى اتجاهلللات بحلللث مترافلللط فلللي  طلللوة التقلللار  Huangاثبلللت 
kkالتربيعية،  yH تت لوح  (7) . باستعمال هذا الجرط فلي ال ليغة kvيل  ةفجب صح ت وح م روب +1

 -ال يغة المحدثة الآتية:
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 حيث
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−=  

kk   هما قياسات. ,
 ، تمتلك:Hessian  Gلحالة التربيعية مع م  وفةاعددا ثايتا، فاح  kإاا ةاحت 

1−= GH n 
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 ,Broyden, Fletcherب لورة مئلتقلة  ماصليغة التحلديث الأكثلر اهتماملا التلي اكتجل  إح

Goldfarb and Shanno   هي صليغة   (1970) في عامBFGS تلم الح لول عليملا مل   والتلي
 ، حح ل علىk=1و  k=1( يوضع 8)

       

)9(1
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kk
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kkk
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k ww
yv

vv

yHy

HyyH
HH ++−=+  

 . (b 8)هو متج  معر  في kwحيث 
 ةالآتي:  (9)صو فمك  ةتابة 
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صح يوساطة    البحث الم بوط والدالة التربيعية   (1972)في العام   Dixonوبد اةمر 
نلت  ح لع علدد الت لرارات، وزحجازهلا متغيلر عنلد ال يلام بال  ي  Huangكلل صع لار عااللة ، المعطلاة 

 البحث غير الم بوط.
دبلللة مللل  هلللذا الاححنلللار  صكثلللراحللل  فمكللل  الح لللول عللللى تقيللليم  Biggs (1973)اكتجللل  

؛ المئللماة ب لليم الدالللة kvعلللى طللول  متللوافرةات التللي ت للوح باسللتادام صربللع بطللع مئللتقلة ملل  المعلوملل 
تللم  kvعلللى طللول  fوالمجللتقات الاتجاةيللة عنللد حقطتللي  متعللاببتي . النمللواج الت عيبللي الآتللي ملل  

 وهو:  Biggsترةيب  يوساطة
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 الجكل الآتي: kHيث ال يغة ولتحد
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لم إد الل ،   VMاسلتادام ال يلال اللذاتي لطراالط  صحلد فلي منت ل  الئلبعينات،  عنلدما تل
 Oren (1974)الئابقة. على وج  الا وص، ابتلر    VMتقدما ملحوةا في ال عالية على طرااط 

 يل:   kHصهمية لل يال الذاتي بحيث تم تحديث الم  وفة  صكثر  VMتحديث 
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 Al-Bayati (1991)م  ال يال الذاتي تم إحجازل لاحقا م  ببل    VMوتحديث آ ر لل 
 الجكل الآتي: kHولأجل  ةاحت ل يغة التحديث  
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     (13 b) 

 

 الطرائق الشبيهة بنيوتن للمسائل الصغيرة وذات الحجم الأوسط: 2.

(Quasi-Newton Methods for Small and Medium-Sized Problems): 
 

يرة واات الحجللم الأوسلل  ةللالتي للمئللاال ال للغ  QN فللي هللذا المبحللث سللنناب  طرااللط 
 وسنأ ذ بعي  الاعتبار توسيعما إلى ال ياسات ال بيرة. Nocedal (1999)وضحما 

 

 :BFGS( طريقة 1-2) 
 ,Broyden ، سلميت باسلم مكتجل يماBFGS الأكثلر شليوعا هلي طريقلة  QN وارزميلة 

Fletcher, Goldfarb, and Shannoثللم ح للل   . فللي هللذل ال قلللرة، سنجللتط هللذل الاوارزميلللة
   اا ما النظرية والإحجازات العملية.

 :kxحبدص الاشتقاق يتجكيل النمواج التربيعي الآتي م  دالة المد  عند الت رار المئتمر 
dBddgfdm k

TT

kkk 2/1)( ++=    (14) 
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والتلي سلو  تعلدل صو تحلد  عنلد ةلل  nnم  وفة متناةرة وموجبة التعريل   kBهنا 
، بالتتلللابع. kgو kfتتماثللل مللع  d=0ت للرار. لاحلل  صح ال يمللة والمجللتقة ملل  هللذا النمللواج عنللد 

 :ةالأتيتايت  بجكل صريم إلى الحد الأدحى م  حمواج التحد  التربيعي، فمك  ة kdتقليل 
kkk gBd 1−−=       (15) 

 ويئتعمل ةاتجال بحث، والت رار الجديد هو

kkkk dxx +=+1  ,     (16) 

تحلديثما فلي طريقلة ابئل    Davidonم  جديد في ةلل ت لرار، ابتلر  kBيدلا م  حئا  
 kx+1معظلم الاطلوة الئلابقة. لن لرت صحنلا صوجلدحا ت لرارا جديلدا  م  اجل حئا  الاححنار المقال في

 وحتمنى إحجار حمواج تربيعي جديد، م  الجكل:
dBddgfdm k

TT

kkk 1111 2/1)( ++++ ++=  

، مبنيلللة عللللى المعرفلللة التلللي اكتئلللبناها مللل  kB+1المتطلبللات التلللي فجلللب صح ح رضلللما عللللى 
 الاطوة الئابقة وهي:

kkkkkkkk gdBgdm =−=− +++ 111 )(   

 بنعادة الترتيب حح ل على،

kkkkk ggdB −= ++ 11      (17) 

 لتبئي  الرموز فمك  الاست ادة م  المتجمات الآتية:

kkk xxv −= +1 ,   kkk ggy −= +1    (18) 

 ت بم  (17)لذلك

kkk yvB =+1       (19) 

 ال يغة بمعادلة القاطع. وهنا حجير إلى هذل

 kB+1، تتطللللب معادللللة القلللاطع الم للل وفة kyوتغييلللر التلللدرجات kvعنلللد إعطلللار البلللديل 
 المتناةرة والموجبة التعري .
 :الأتيتحققاح شرط الاححنار  kyو kvهذا سيكوح ممكنا فق  إاا 

0k

T

k yv       (20) 

لل    (19)ويمكلل  رتيتلل  بئللمولة بنعللادة ضللر   Tيل

kv عنللدما ت للوح .f  ،محدبللة بحللدة
. وملل  حاحيللة ثاحيللة، لا يتحقللط هللذا الجللرط داامللا kx+1و  kxسللتتحقط لأي حقطتللي   (20)المتباينللة 
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بجلكل صلريم، ب لرت توسليع   (20)للدالة غير المحدبة، وفي هذل الحالة ححتاج إلى اعتماد المعادللة
  Wolfeم موح التحقيط إاا فرضنا شروط   (20). الجرط على إجرار    البحث الذي فاتار 

و  (18) ة علللللى  لللل  البحللللث. ولتأكيللللد هللللذا المطلللللب، حلاحلللل  ملللل  القويلللل   Wolfeصو شللللروط
k( صح   Wolfe)شرط

T

kk

T

k vgcvg 21 +:ولمذا الئبب ، 
k

T

kkk

T

k dgcvy )1( 2 −      (21) 

12بمللا صح  c وkd  رط هللو اتجللال الاححللدار، فللالطر  فللي جمللة اليمللي  فكللوح موجبللا، ويتحقللط شلل
 . (20)الاححنار 

. فلي الوابللع، kB+1دااملا    (19)عنلدما يتحقلط شلرط الاححنلار، فكلوح حلل معادللة القللاطع 
)1(/2ت ئم مجالا لعدد غير منت  مل  الحللول، لاح هنلا   +nn  مل  درجلات الحريلة فلي م ل وفة

 .فق  nمتناةرة، ومعادلة القاطع تمثل شروط 
وبللل   (additional condition)ب لللورة وحيلللدة، ح لللرت شلللرط الإضلللافة  kB+1لتحديلللد 

مللل  يلللي  ةلللل م للل وفات التنلللاةر، التلللي ت لللوح إللللى حلللد ملللا، ابلللر  إللللى  kB+1تتحقلللط داللللة القلللاطع 
 ححل المئالة،.  kBالم  وفة الحالية المئتمرة

kB BB −min       (22 a) 

 وفقا لل
TBB = , kk yBv =      (22 b) 

م للل وفة متنلللاةرة وموجبلللة التعريللل . العديلللد مللل  محلللددات  kBو  (20)تحقلللط  kyو  kvحيلللث 
الماتل لة. المحلدد   QN، وةلل محلدد فعطلي التقلدم لطريقلة (a 22)لم ل وفة فمكل  اسلتادامما فلي ا

، والتللي تعطللي تقللدما ل ياسللات  (22)الللذي فئللمم بحللل اسللمل ملل  مئللالة التقليللل إلللى الحللد الأدحللى 
 الموزوح   Frobeniusطريقة الامثلية الثايتة، هي شكل محدد 

FW
AWWA 2/12/1     (23) 

ث حي
F

معر  يل  .

=


=

=
n

i

n

j

cij
F

C

1 1

22. 

W فمكللللل  ا تيلللللارل ةلللللأي م للللل وفة تحقلللللط العلابلللللةkk vWy . ويئلللللتطيع القلللللارأ صح ف لللللرت صح =
1−

= kGW  حيثkG  هو معدلHessian  المعر  يل 
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+= 

1

0

2 )(  ddxfG kkkk     (24) 

 واح 
kkkkkk vGdGy ==       (25) 

هلو   (23)، المحلددW، صح الا تيلار مل  م ل وفة اللوزح  Taylor’sحئلتنت  مل  مبرهنلة 
 للاعتماد على وحدات المئالة.   (22)الحل في حرغب  ما لأحنا لافيبعدي، وهي  اصية مرغو  

 هو  (22)الموزوحة وهذا المحدد، فكوح الحل الوحيد لل يمذل الم  وفة 
(DFP)  T

kkk

T

kkkk

T

kkkk yyyvIBvyIB  +−−=+ )()(1  (26) 

 حيث

k

T

k

k
vy

1
=        (27) 

للللللة  للللللمى صيغل للللللي ال لللللليغة  DFPهللللللذل ال لللللليغة تئل  صصلللللللا  التللللللي صبترحمللللللاالمحدثللللللة، وهل
Davidon, (1959) ماوبئلط هاوح لذ ما، ومل  ثلم درسل Fletcher, Powell (1963) . 
 : (22)يوساطة النظير الآتي لل kHفمك  تطوير شرط 

kH HH −min       (28 a) 

 وفقا لل
THH = , kk vHy =       (28 b) 

kkهي الآح صفة م  وفة تحقط  Wحيث صح الم  وفة yWv . )للتأكيد، ح لرت ثاحيلة  =
 (.(24)معرفة في  Hessian  kGمعطاة يوساطة معدل  Wصح 

 معطاة يل  (28)لل  kH+1الحل الوحيد 
(BFGS) T

kkk

T

kkkk

T

kkkk vvvyIHyvIH  +−−=+ )()(1  (29) 

 حيث 

k

T

k

k
vy

1
=        (30) 

 للقياسات الكبيرة والذاكرة المحدودة:  QNطرائق  2-2
:Newton Methods and Limited Memory-Scale Quasi-Large 

 في هذل ال قرة سنناب   وارزمية الاتجال المترافط الااصة التي هي مناسبة لمئاال ال يال ال بير.
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 ي طريقلللللللة ، وهللللللل صصللللللللمابنعلللللللادة اسلللللللتدعااما مللللللل    L-BFGSحبلللللللدص وصللللللل نا لطريقلللللللة
BFGS ةل  طوة م  طريقة .BFGS  :لما الجكل الآتي 

,...3,2,1             ,1 =−=+ kgHxx kkkkk      (31)  

 تحد  في ةل ت رار يوساطة ال يغة kHهي طول الاطوة، و kحيث 

T

kkkkk

T

kk vvVHVH +=+1      (32) 

 ، حيث( (29))احظر 

k

T

k

k
vy

1
= , T

kkkk vyIV −=     (33) 

 و
kkk xxv −= +1 ,  kkk ggy −= +1    (34) 

وباستادام ال وج kHفمك  الح ول عليما يتحديث kH+1حقول صح الم  وفة  kk yv ,. 
 

، فكللوح الت للرار المئللتمر هللو kيل اكثللر. فعنللد الت للرارح لل  عمليللة التحللديث يت  لل  والآح
kx   ومجموعلللللة صزواج المتجللللل  تت لللللم ii yv ,...,1ل لللللل  , −−= kmki  حاتلللللار صولا بعللللل .

0الأولية  Hessianتقريبات 

kH تجب  ت لرار )لاBFGS   الاعتيادفلة، ثلم حئلمم لملذا التقريلب الأوللي
-L صح تقريلب  (32)صح يتنوع م  ت لرار إللى ت لرار(. وبعلدها حجلد بالتطبيقلات المت لررة مل  ال ليغة 

BFGS kH :فحقط ال يغة الآتية 
 
 
 

.

...

)...()...(

)...()...(

)...()...(

111

1211211

1111

1

0

1

T

kkk

kmk

T

mkmk

T

mk

T

kmk

kmk

T

mkmk

T

mk

T

kmk

kmkk

T

mk

T

kk

vv

VVvvVV

VVvvVV

VVHVVH

−−−

−+−+−+−+−−+−

−+−−−+−−−

−−−−

+

+

+

+

=







  (35) 

kkلحئلا  حاصلل ضلر  م  هلذا التعبيلر، حئلتطيع اشلتقاق الإجلرار المت لرر gH  ب لورة
 فعالة.
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 ن(تامتكرر ن ادارت  BFGS -L)  2- 1الخوارزمية 
Algorithm (L-BFGS two-loop recursion): 

. 1لخطوة ا
kgq = 

mkkki. لكل2الخطوة  −−−= ,...,2,1  

,qvT

iii  =                  
,ii yqq −=                 

               end (for) 

0qHr, .3الخطوة  k=. 

,1,...,1 . لكل4الخطوة  −+−−= kmkmki 

, ryT

ii =                 
)(* iiivrr  −+=                

              end (for) 

rgHحتيجة توب  عندما ت وح  .5الخطوة  kk = 

 
0طريقة ا تيار

kH التي صثبتت صحما فعالة في التمري  إا ت عIH kk =0حيث ، 

11

11

−−

−−=
k

T

k

k

T

k
k

yy

yv
        (36) 

k هلو عاملل ال يلال وهللو محاوللة لتقيليم حجلم م لل وفةHessian  للى طللول الح ي يلة ع
 معظم اتجال البحث الئايط.

مقبولا في معظم الت رارات. وم  ال روري صح   k=1وةنتيجة لمذا فكوح طول الاطوة 
 BFGS القويلللة، لللذلك تحللديث  Wolfeصو شللروط  Wolfeفكلللوح  لل  البحللث مبنيللا علللى شللروط

 مئتقرة.
 فأتي:ينما بجكل صساسي ةما فيمك  تعي  BFGS صما الذاكرة المحدودة لاوارزمية

 

 : BFGS)-(L  2-2الخوارزمية  
 

 ،0m، وعددا صحيحا 0xا تر حقطة ايتدااية  .1الخطوة 

 ؛ ح ررk=0 .2الخطوة 
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0ا تر . 3الخطوة 

kH ؛ 36) ()على سبيل المثال، باستادام 
احئب  .4الخطوة 

kkk gHd  ؛ 2)-(1م  الاوارزمية   =−
kkkkاحئب  .5الخطوة  dxx +=+1حيث ،k تاتار لتحقط شرطWolfe  ؛ 
mkإاا ةاحت  .6الخطوة   

صهمل زوج المتج                mkmk yv −−  الا ح؛م   ,
kkkاحئب ثم ا  ح  .7الخطوة  xxv −= +1  ،kkk ggy −= +1 
=+1 .8الخطوة  kk؛ 
  (3)ارجع إلى الاطوة . 9الخطوة 

 لغافة التقار .    
 

إاا  SBFGمئلاوية لاوارزميلة  2)- (2الأوللى، ت لوح الاوارزميلة  m−1 لال الت رارات 
تاتللللللار  BFGS-Lهللللللي ح ئللللللما فللللللي ةلتللللللا الطللللللريقتي ، وزاا ةاحللللللت  0Hكاحللللللت الم لللللل وفة الأوليللللللة

0

0 HH k ل يملة  mالاعتيادفة يوضع B FGSفي ةل ت رار. في الح يقة، حئتطيع إفجاد طريقة  =
)اكبلر مل  علدد الت لرارات المطلوبلة لإفجلاد الحلل(. عللى صفلة   (2-2)كبيرة إلى حد ملا فلي الاوارزميلة

nm/2) ب لورة  اصلة،  nم   mحال، عندما تقتر    ةل لة فلي  صكثلر(، فملذا التقريلب فكلوح
 .BFGSم طلحات وبت و  ح ال ومبيوتر م  تقريب  وارزمية 

الئللابقة  mلاسللتراتيجية للاحت للاع بمعظلم صزواج ت للحيم افكلوح عمللل  ii yv جيللدا فللي  ,
. عندها فمك  ا ذ صف لالجاحب العملي، ولم تثبت صفة استراتيجية ص رى بعد صح ت وح مئتمرة بجكل 
ى اسلتمرار مجموعلة صزواج مقاييع ص رى بعي  الاعتبار، فعلى سبيل المثال، م يال واحد فئلاعد علل 

تلودي  مل  ثلملما الجرط الأف لل، و   ivالت حيحات بحيث صح الم  وفة المجكلة يوساطة عناصر 
 ت وح بريبة ووابعة على الا  ح ئ .  ivإلى تجنب مجموعة صزواج المتجمات بحيث صح بع  م  

ةثي للة ول لل  لدالللة المللد  ترةيللب بايللل للاشللتقاق ج ايللا،  Hessianعنللدما ت للوح م لل وفة 
في التطبيط يوضو ، في   L-BFGS الطرااط التي تئتادم هذا الترةيب ب ورة طبيعية تتغلب على

لوح  ل  حاحيلللة ثاحيلللة، ت ل فعاليللة  صكثللر L-BFGSمجلالات حئللابات الداللة. فللي مجللال وبلت الحئللا ، مل
 ل ل ة الواطئة لت رارها. إلى ابالنئبة 
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هلو صحملا تتقلار  يلب ر، والتلي غالبلا ملا تقلود إللى علدد  L-BFGSال ع  الرايع لطريقلة 
كبير حئبيا م  حئابات الدالة، وت وح غير فعالة على المئلاال غيلر المجلروطة ينئلبة عاليلة، حيلث 

 وص ا واسعا م  ال يم الذاتية. Hessianتت م  م  وفة 
 

 :(Unrolling the update)تبسيط التحديث   3-2
فللي هللذا البنللد ححللاول تحللديث الللذاكرة المحللدودة بطرااللط ابئلل . فللي الوابللع، حظمللر هنللا، صح 

ةل ة م  التقريب المبني عللى  صكثرفعد  BFGSالإحجاز الأكثر وضوحا لتحديث الذاكرة المحدودة للل 
 التمثيلات المدمجة.

 المباشرة هي: BFGSصيغة 

(BFGS)  
k

T

k

T

kk

kk

T

k

k

T

kkk
kk

vy

yy

vBv

BvvB
BB +−=+1   (37) 

 ةتايتما ةآلاتي: ويمك 
 

T

kk

T

kkkk bbaaBB +−=+1 ,      (38) 

 تعر  يل kbو kaحيث صح المتجمات

2/1)( T

kk

T

k

kk
k

vBv

vB
a = , 

2/1)( k

T

k

k
k

vy

y
b =    (39) 

 
حئلتطيع الاسلتمرار بح ل  صزواج المتجل   ii yv لحئلا  حاصلل  (38 )، ول ل  اسلتادام ,

للل -ضلللر  م للل وفة التلللي تئلللتادم هلللذا التقريلللب سلللتنبثط  BFGSمتجللل . وطريقلللة اللللذاكرة المحلللدودة للل
0يوساطة تعري  الم  وفة الرايئة 

kB عند ةل ت رار وم  ثم التحديث طبقا لل يغة 

 .
1

0 
−

−=

−+=
k

mki

T

ii

T

iikk aabbBB .     (40) 

صزواج المتجلللللللل   ii ba , ،1,..., −−= kmki  تئللللللللتعاد لاحقللللللللا ملللللللل  صزواج المتجلللللللل  الما وحللللللللة
 ii yv , ،1,..., −−= kmki  الأتييوساطة الإجرار  : 
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 :BFGS  (Unrolling the BFGS formula)تبسيط صيغة   2- 4

for 1,..., −−= kmki  
2/1)/( i

T

iii vyyb  ; 

 
−

−=
−+

10 )()(
i

mkj ji

T

jji

T

jiki avabvbvBa ; 

;)/( 2/1

i

T

iii avaa    

end (for) 

 

فجب إعادة حئايما عند ةل ت رار، لأحما تعتمد على زوج المتجل   iaحلاح  صح المتجمات 
 mkmk yv −− ، فمكلللل  ح لللل  ص للللرى ملللل  حاحيللللة . kفللللي حمافللللة الت للللرار (removed)، الللللذي يلللل ال ,

iوضللللربما الللللدا لي  ibالمتجمللللات 

T

j vb  1ملللل  الت للللرار الئللللايط، لللللذلك فقلللل  ال لللليم الجديللللدة−kb  و
1−k

T

j vb.تحتاج إلى صح تحئب عند الت رار المئتمر ، 
 

 مع الصيغة المكررة . خوارزمية قياس ذاتي جديدة3
New Self-Scaling Algorithm with a recursive formulae 

 

 تحديث المصفوفات الشبيهة بنيوتن بخزن محدود: 

Updating Quasi-Newton Matrices with limited storage: 
 

الجبيمة ينيوت  لتقليلل  BFGSةيفية استعمال م  وفات  Nocedal (1980)درل العالم 
الحد الأدحى للمئاال التي فكوح فيما الا ح حرجا . فقد صعطى صيغة التحديث التلي توللد الا ح إلى 

هلللي صي ربلللم مجمللل  يوسلللاطة  mالأ يلللرة، حيلللث  mم للل وفات باسلللتادام معلوملللات مللل  ت لللرارات 
رملي المعلوملة القدفملة واسلتبدالما  المئتادم. الم  وفة الجبيمة ينيوت  تحد  في ةلل ت لرار يوسلاطة

 .فيمللللللا بالمعلومللللللة الجديللللللدة. واةمللللللر صح الم لللللل وفات المتولللللللدة لمللللللا بعلللللل  الا للللللاا  المرغللللللو 
 الاوارزميات الناتجة يتم ا تبارها عددفا ومقارحتما يبع  الطرااط المعروفة.

 تدرج . حعر    gالدالة التي يتم تقليلما إلى الحد الأدحى،  fلت   
kkk xxv −= +1 kkk         و     ggy −= +1    
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 معطاة يل    BFGSصيغة تحديث 

 T

kkkk

T

kk

k

T

kk

T

k

kk

T

k

k

T

k

T

kk

kk vyHHyv
vyvy

yHy

vy

vv
HH +−








++=+

1
11  (41) 

 ويمك  ةتايتما يلالجكل الآتي  

),,(1 kkkkk HyvUHH +=+      (42) 

0kموجبة التعري  و  kHم  الئمولة إثبات صح  إاا ةاحت 

T

k vy 1، فلاح+kH  موجبلة
0kالتعريلل . مللل  الآح ف لللاعدا سللن رت صح 

T

k vy  ل للللk  فلللي طرااللط التلللدرج المتلللراب  فمكللل .
ي إحجازاتنا الاعتيادفة للطرااط الجبيمة إحجاز الك دااما، يتجنب    البحث الم بوط بجكل ةا . ف

2/2/2ينيللللللللوت  التللللللللي تتطلللللللللب ب للللللللورة عامللللللللة  nn موابللللللللع  لللللللل ح. وفللللللللي إحجازاتنللللللللا سللللللللنبقي  +
 Hسلنرى صح ةلل ت لحيم جديلد مل    (41)عللى حلدة. مل    (42)))المعرفلة فلي  Uالت لحيحات

 .yو  v المئميي جمي ، يتطلب   ح المت
 يتم إحجار 0Hوبنعطار م  وفة موجبة التعري  و بطرية 

    

),,( 00001 HyvUHH +=
 

),,(),,( 11100002 HyvUHyvUHH ++=
 

       . 

       . 

       . 

     etc., 

 
حيث  kv    تتولد يوساطة بع  ت رارات التقليل إلى الحد الأدحى. لتm  الربم الأب ى

ل  0Hالتي فمك    حما. بما صح  Uم  م  وفات الت حيم  بطرية، فمذا فعني صح الحد الأب لى لل
12كللل  اسلللتعمالما لتعريللل  الم للل وفة الجلللبيمة ينيلللوت  هلللي التلللي فم n-متجملللات +m فلللي الوبلللت .

 ح وح بد وصلنا إلى الحد الأدحى م  الا ح المحدود،        mHالذي تتولد في  

).,,(...),,( 1110000 −−−+++= mmmm HyvUHyvUHH
 

 

),,(فمكننللا رمللي الم للطلم  000 HyvU حللد فئللتادم واسللتبدال  يواmv  وmy ح لللرت( .
(. لاحللللللللللللللللللللللللللللل  صح الت لللللللللللللللللللللللللللللحيحات myو mv) لإفجلللللللللللللللللللللللللللللاديلللللللللللللللللللللللللللللتم اسلللللللللللللللللللللللللللللتادام   mHصح
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),,(),...,,,( 111111 −−− mmm HyvUHyvU  تعتمد على),,( 000 HyvUلنا هذا . ولمذا، إاا صهم
. حئلتطيع تجنلب هلذل المجلكلة بال ح فيل  الم لطلم، فجلب علينلا تغييلر الجميلع؛ وهلذا غيلر مرغلو  

v ،HyT  وyvT  عنلد ةلل ت لرار. ثلم رملي),,( 000 HyvU تتلأثر والت لحيحات الأ لرى لا  .
دحلا هلذل التقريبلات إللى صلعوبات ص لرى:  ئلارة التعريل  الموجلب للم ل وفات و  على صفة حال، تقو 

 صو الح ول على الطرااط المت ررة يدوح حمافة تربيعية.
والآح سنرى صح اسلتادام وصل  ماتلل  لتحلديث الاسلتراتيجية لنبلذ التحلديث فمكل  إفجادهلا 

 بئمولة.
 

 :BFGS Update Formula)  (A Special BFGSصيغة التحديث الخاصة للـ  3- 1
  فمك  ةتايتما صف ا ب يغة ال ر    BFGS  (41)صيغة

T

kkkkk

T

k

T

kkk

T

kkkk

T

kkkk vvVHVvvvyIHyvIH  ++−−=+ )()(1       (43) 

 حيث
k

T

k vy

1
= 

mkب ورة عامة، لدينا لل  +1  التحديث العام لللBFGS   

kk

TT

k

T

kk VVVHVVVH 100011 ...... −−+ =
  

k

TTT

k VVvvVV ...... 10001 +
 

                   .                                                                 (44) 

                   . 

kk

T

kkk

T

k

T

k VVvvVV 12221 −−−−−+ 
 

k

T

kkk

T

k VvvV 111 −−−+ 
 

T

kkk vv+
. 

mkللحالة  +1 لدينا التحديث الااص 
kkmk

T

mk

T

k

T

kk VVVHVVVH 110111 ...... −+−+−−+ =
 

                      kmk

T
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 الااصة.   BFGSستئمى م  وفات  (45)و  (44) وفات المعرفة يل الم 

 
الاوارزميلللة التلللي وصللل ت الآح تئلللتادم صللليغة ال لللر . سلللنعبر عنملللا باسلللتادام صللليغة 

للل  mعلللدد الت لللحيحات الما وحلللة. تحلللديث  mالجملللع. ملللرة ص لللرى، للللت    الأول سللليكوح تحلللديث صلل
BFGS .الاعتيادفة 

),,(1 iiiii HyvUHH +=+ , 1,...,1,0 −= mi . 

 ويمك  حئايما ةالآتي: mH+1لدينا  (45)م  
01لت   

ˆ HH mjل ل   = ,...,2,1=        
)ˆ,,(ˆˆ

1 jjjjj HyvUHH +=+ . 

11
ˆ

++ = mm HH  

mkب ورة عامة، لأي       لتmkv −+=  معطاة يل     kH+1، فاح 1
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+=+=

=
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      (46) 

 
باسلللتادام وصللل  صللليغة الجملللع مللل  ال لللروري إعلللادة حئلللا  ةلللل الت لللحيحات عنلللد ةلللل 

  طوة.
 
 

  :QNالخوارزمية الجديدة التي تحقق شرط   3- 2

 

The new algorithm which satisfies Quasi-Newton condition: 
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        kkkk vyH =+1 (QN شرط ). 

 
. لقللد ابترحنللا يتحقللط ل للل قلليم  QN. شللرط  0هللو قيللال  لقللد تبللي  عمليللا صح 

 ، على سبيل المثال، إاا ةاحتالعديد م  ال يم لل 
2=  (47)      )الاوارزمية الجديدة(   

 

 لاح  صح

  ياسية.ال  BFGS، فنحما تئمى=1إاا ةاحت 

إاا ةاحت 
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= فنحما تئمى ،Bayati (1991)-Al . 

إاا ةاحت 
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 فنحما تئمى ،Biggs (1973)  . 

 .(present study)فمي تمثل الدراسة الجديدة   =2صما إاا ةاحت  
 

 

 

 

 :rivation of new algorithm)(The deاشتقاق الخوارزمية الجديدة  3- 3
 حح ل على =2عندما 
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  :Outlines of the new algorithm الخطوط العريضة للخوارزمية الجديدة 4-3

 ،0mيم ، عدد صح0x: حبدص يل (1)الخطوة 
 ، ح رر؛k=0ح ع  :(2)الخطوة 
0ححئب  :(3)الخطوة 

kH  (36)باستادام المعادلة  . 
kkححئب  :(4)الخطوة  gd  .2)-(2م  الاوارزمية  =−
kkkkح ع  :(5)الخطوة  dxx +=+1 حيث ،k  تاتار لتحقط شروطWolfe. 
kk: نضع (6)الخطوة  gHr −=، 
*)2( :(7)الخطوة   −+= vrr، 
mkإاا ةاحت  :(8)الخطوة   ، 

صهمل زوج المتج         mkmk yv −−  م  الا ح، ,
kkkححئب وحا ح  :(9)الخطوة  xxv −= +1 ،kkk ggy −= +1، 
=+1ح ع  :(10)الخطوة  kk، 
  تبر التقار .: ا(11)الخطوة 

(48) 
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 .(2)وارجع إلى الاطوة               
 

 النتائج العملية والاستنتاجات -4
 حالات ماتل ة. (6) دوال غير  طية وةل دالة لما   (7) في هذا البحث تم استادام 

 و  m = 3عندما:   Cantrelتم استادام دالة   (1-4) ي الجدول ف 
  n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 

بالنئلبة   % (86.4) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 
 .  NOF إلىبالنئبة  % (90.2) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى

 و  m = 3عندما:  Miele تم استادام دالة   (2-4) في الجدول 
n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 

بالنئلبة   % (75.4) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها  
 . NOF إلىبالنئبة  % (88.2) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى

 و  m = 3عندما:  Wood تم استادام دالة   (3-4) في الجدول 
n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 
بالنئلبة   % (75.5) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 

 . NOF إلىبالنئبة  % (85.8) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى
 و  m = 3عندما:  Powell تم استادام دالة   (4-4) في الجدول 

n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 
بالنئلبة   % (92.3) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 

 . NOF إلىبالنئبة  % (92.7) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى
 و  m = 3عندما:  Sum تم استادام دالة   (5-4) في الجدول 

n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 
بالنئلبة   % (61.7) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 

 . NOF إلىبالنئبة  % (67.4) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى
 و  m = 3عندما:  Osp تم استادام دالة   (6-4) في الجدول 

n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 
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بالنئلبة   % (95.0) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 
 . NOF إلىبالنئبة  % (93.9) مع حئبة تحئي  بدرها   NOI  إلى

 و  m = 3عندما:  Cubic تم استادام دالة   (7-4) في الجدول 
n = 4, n =100, n=1000, n= 10000, n= 100000, n= 1000000  . 
بالنئلبة   % (83.1) وم  النتاا  الإجمالية لملذل الداللة تبلي  صح هنلا  حئلبة تحئلي  بلدرها 

 . NOF إلىمع عدم وجود حئبة تحئي  بالنئبة   NOI  إلى
لجميع اللدوال التلي  (NOI)  إلىنتاا  الإجمالية لمذل الدوال، تبي  صح هنا  تحئي  وم  ال

 تم تن يذها.
دوال ت لوح اات حتلاا   (7) دوال مل  مجملوع  (6) فقلد تبلي  صح  (NOF)  إلىصما بالنئبة 

 ودالة ينتاا  مكافئة تقريبا. صف ل
 الأدحى للدالة. لوصول إلى الحدإلى احلاح  تحئينا واضحا بالنئبة  إحناكما 

 
 Cantrelوالطريقة الجديدة لدالة   BFGSمقارنة بين طريقة  (1-4) الجدول 

 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

38 46 13-3.926*10  37 45 14-2.867*10 

n=100 

m=3 

40 46 12-5.684*10  35 38 31-9.315*10 

n=1000 

m=3 

38 42 10-2.621*10  34 41 12-9.869*10 

n=10000 

m=3 

38 45 9-1.688*10  44 56 11-6.324*10 

n=100000 

m=3 

45 49 10-8.932*10  30 39 9-1.871*10 

n=1000000 

m=3 

44 58 8-7.956*10  30 39 9-9.440*10 

Total 243 286  Total 210 258  
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Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100%                      86.4 % 

 No. F 100%                       90.2 % 

 
 Mieleوالطريقة الجديدة لدالة   BFGSمقارنة بين طريقة   (2-4) الجدول 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

378 436 16-170*102.  181 246 18-1.155*10 

n=100 

m=3 

58 70 17-6.359*10  124 176 16-4.729*10 

n=1000 

m=3 

129 160 12-1.325*10  99 131 15-3.587*10 

n=10000 

m=3 

184 203 11-1.263*10  90 119 11-2.178*10 

n=100000 

m=3 

106 124 12-6.979*10  164 224 15-2.054*10 

n=1000000 

m=3 

107 128 10-1.136*10  67 93 9-3.522*10 

Total 962 1121  Total 725 989  

 
 

Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100% 75.4 % 

No. F 100% 88.2 % 
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 Woodوالطريقة الجديدة لدالة   BFGSمقارنة بين طريقة   (3-4) الجدول 
 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

110 142 24-7.646*10  109 156 24-9.873*10 

n=100 

m=3 

130 165 20-6.693*10  63 93 21-8.811*10 

n=1000 

m=3 

139 174 21-8.050*10  107 159 21-4.133*10 

n=10000 

m=3 

124 154 20-7.322*10  127 172 21-5.693*10 

n=100000 

m=3 

155 196 18-5.085*10  85 128 25-5.657*10 

n=1000000 

m=3 

127 160 18-6.279*10  102 142 17-4.793*10 

Total 785 991  Total 593 850  

 
Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100% 75.5 % 

No. F 100% 85.8 % 

 
 Powellلة والطريقة الجديدة لدا  BFGSمقارنة بين طريقة   (4-4) الجدول 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

118 140 19-1.204*10  118 148 20-2.739*10 

n=100 

m=3 

154 180 15-1.499*10  155 211 20-1.596*10 

n=1000 

m=3 

167 199 14-2.599*10  328 398 18-3.043*10 

n=10000 

m=3 

398 483 17-2.912*10  223 300 19-1.534*10 

n=100000 

m=3 

292 461 21-1.011*10  251 321 17-1.081*10 

n=1000000 

m=3 

285 342 19-3.558*10  230 295 19-1.561*10 

Total 1414 1805  Total 1305 1673  
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Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100%                       92.3 % 

 No. F 100%                       92.7 % 

 
 Sum والطريقة الجديدة لدالة   BFGS مقارنة بين طريقة  (5-4)الجدول 

 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

M=3 

29 30 14-6.818*10  19 20 14-1.837*10 

n=100 

m=3 

40 43 10-124*101.  25 28 10-1.147*10 

n=1000 

m=3 

46 52 8-1.255*10  29 35 9-9.694*10 

n=10000 

m=3 

51 59 6-4.791*10  32 40 6-3.462*10 

n=100000 

M=3 

57 68 4-5.089*10  35 46 3-1.224*10 

n=1000000 

m=3 

54 61 4-4.331*10  31 42 4-3.527*10 

Total 277 313  Total 171 211  

 

Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100% 61.7 % 

No. F 100% 67.4 % 

 
 

  Osp والطريقة الجديدة لدالة   BFGS مقارنة بين طريقة 6-4) الجدول )

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

33 34 15-3.173*10  23 24 15-2.403*10 

n=100 

m=3 

74 77 15-2.340*10  66 68 16-5.697*10 

n=1000 

m=3 

209 219 15-1.037*10  220 229 16-7.418*10 
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n=10000 

m=3 

740 788 16-9.729*10  740 762 16-6.020*10 

n=100000 

m=3 

3421 3603 16-9.038*10  3196 3325 16-2.032*10 

n=1000000 

m=3 

3247 3423 16-8.256*10  3091 3237 16-3.673*10 

Total 7724 8144  Total 7336 7645  

 
 

Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100% 95.0 % 

No. F 100% 93.9 % 

 
 Cubic والطريقة الجديدة لدالة   BFGS مقارنة بين طريقة (7-4) الجدول 

 

BFGS  =1 (New) (47) 

Function No. I No. F Fun. Value  No. I No. F Fun. Value 

n=4 

m=3 

36 45 25-8.657*10  28 47 32-2.465*10 

n=100 

m=3 

39 53 25-8.678*10  34 57 28-1.011*10 

n=1000 

m=3 

43 56 23-6.513*10  34 56 23-1.163*10 

n=10000 

m=3 

38 53 22-6.296*10  33 59 24-1.686*10 

n=100000 

m=3 

39 50 22-6.145*10  34 58 23-08.007*1 

n=1000000 

m=3 

42 62 20-8.066*10  34 58 23-2.221*10 

Total 237 319  Total 197 335  

 

Tools BFGS  = 1 (New) (47) 

No. I 100% 83.1 % 

No. F 100% 105.0 % 
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 الاستنتاجات: 4- 1
مئلاال اات الأبعلاد . إح الطريقلة المقدملة )المقترحلة( فلي هلذا البحلث تمتلاز بنمكاحيتملا عللى حلل ال 1

ال بيلللرة باسلللتادام الحاسلللبات الجا لللية اات الئلللعة الاعتيادفلللة. حيلللث تلللم حلللل مئلللاال لماتلللل  
 متغير . 1000000 الدوال وبعدد متغيرات ف ل إلى حد

حيللث   NOI ملل  الت للرارات  تمتللاز هللذل الطريقللة بنمكاحيللة التوصللل إلللى حللل المئللالة بأبللل عللدد. 2
 لجميع الدوال التي تم تن يذها.  % 61.7 و   % 95.0 تراوحت حئبة التحئي  ما يي  

صبل حيلث تراوحلت حئلبة التحئلي    NOF وةذلك تم الح ول على النتاا  بعدد حئابات الدالة 
 طيللة تللم  سللت دوال ملل  اصللل سللبع دوال لاإلللى بالنئللبة   % 67.4 و   % 93.9 مللايي  
 تن يذها.

. حيلث ةاحللت هنللا  فروبللات Function valueة صعطلت هللذل الطريقللة حتلاا  صف للل ل يمللة الدالل . 3 
 الاعتيادفة بعد التحديث.  BFGSواضحة يي  حتاا  هذل الطريقة وطريقة
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