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ABSTRACT 
 

          The aim of this paper is to provide a representation of a standard continuous 

function and a standard differentiable function by mean of a microscope. 

          More precisely, under certain conditions, the following results have been 

obtained. 
 

Let  be a standard continuous function define on  , and  the shadow of it's 

graph. If there exists a standard point  and an interval  about  such that :           

. 

(i) Furthermore If there exist  ,  limited in  such that  ,  are 

infinitely large with opposite sign, then  contains the vertical line  of the 

equation . 

(ii) If there exist a standard number ,  and if  is limited such that 

 (resp.  ). Also if there exist  ,  limited in  such 

that  is infinitely large (resp. ) and  ,then  

contains the half line  defined by : 

 
        Let  be a standard function defined at a neighborhood at a standard point  , 

then  is differentiable at  if and only if under every microscope of power  ,centered 

at  ,the representation of   is not a vertical line at  . 

Keywords: function, standard, continuous, differentiable, microscope. 

 

 مجهرواسطة ب المستمرةالدوال القياسية تمثيل 
 

 صالحهند يقضان                                  طاهر حسن إسماعيل
 ب والرياضياتو كلية علوم الحاس

 جامعة الموصل 
 

 2010/ 29/6 تاريخ قبول البحث:                                    22/4/2010تاريخ استلام البحث:

 صلخالم
 

الهدف من هذا البحث هو إعطاء تمثيل للدوال القياسية المستمرة والدوال القياسية القابلة للاشتقاق            
 باستخدام مجهر.

 ، وفق شروط معينة ، تم الحصول على النتائج الآتية :بكلام أدق
، نفرض انه توجد نقطة قياسية    ح لبيانهاالشب ، و  دالة قياسية مستمرة ومعرفة على  لتكن 

 . يؤدي إلى   محدودة ، لكل   بحيث أن : حول  وفترة   
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(i)  بحيث ان كل من  في   ،  بالإضافة إلى ذلك إذا وجدت نقطتان محدودتان    
 للمعادلة :   يحوي المستقيم العمودي  متناهية الكبر بإشارات متعاكسة ، فان  

(ii)  على الترتيب(،  ) محدودة بحيث أن  و  و إذا وجد عدد قياسي
على    متناهية الكبر )  بحيث ان في  ،  كذلك إذا وجدت نقطتان محدودتان 

:         المعرف كالأتي يحوي على نصف المستقيم  ، فان  الترتيب(، وكان 
 

إذا  وفقط  إذا  قابلة للاشتقاق عند  فان  قياسية معرفة على جوار النقطة القياسية  دالة لتكن        
مستقيم غير عمودي عند   ن تمثيل الدالة يكو  متمركز عند النقطة  مجهر بقوة تحت كل  كان

. 

 ، مستمرة، قابلة للاشتقاق، مجهر.ةقياسيدالة،  الكلمات المفتاحية:
 

 المقدمة 1. 
 

 : الآتيةالتعاريف والرموز  خلال هذا البحثسوف نستخدم 
  لكل   كان   إذا  lfinitesimain متناهي الصغر يقال بان  ف ، إذا كان  
 فيما عدا،  لكل   كان  إذا Infinitely large متناهي الكبر يقال بان ف ، إذا كان 

 .  limited محدود   أن ذلك يقال 
 انظر) محدود ولكن غير متناهي الصغر،  إذا كان  appreciable قدرم   ن يقال باف ،إذا كان 

 .( [12],[6],[3],[2]و
( إذا   كيرمز لذل)و   nearinfinitely القرب متناهيتا ، يقال بان ف،  عنصران في  و  إذا كان 

 ر.متناهية الصغ وفقط إذا كان  
مز لها ير و    هالةتسمى  القرب من  ةوالتي تكون متناهي فان مجموعة النقاط في   عنصرا فيإذا كان 
 .  بالرمز

 .   في نقاطالهالات هي اتحاد ، يرمز لها  ،   هالةفان  مجموعة جزئية من   إذا كانت 
)أي  نفسها الهالةت لهما كاني القرب إذا متناهيت   و  فان  ن من  يئيتن جز يمجموعت  و   إذا كانت

 )  . 
، وان هذه النقطة   متناهية القرب من نقطة قياسية وحيدة في  تكون  فإنها  دة فيو نقطة محد إذا كانت 

 .أو   ايرمز لهو ،    ( لـstandard partالجزء القياسي ) أو  (shadow) الوحيدة تسمى شبح
بأنها  "(ZFC) مع بديهية الاختيار يرمز لها فرانكل-زيرميلو"نظرية المجموعات ل مجموعة معرفة في لأية يقال

 .[12] دالة قياسيةويقال للدالة التي يكون بيانها مجموعة قياسية بأنها ، مجموعة قياسية 
يعرف بأنه  و  أو  يرمز له  الجزء القياسي من فان الشبح أو  ئية من مجموعة جز  كانت إذا 

  .نقاط المحدودة في  ال لكل الشبح  بأخذتم الحصول عليها و  المجموعة القياسية الوحيدة في  
 (.],[7],[1]10[انظر ) . مجموعة خالية   شبحهانقاط محدودة فيكون  إذا لم تكن للمجموعة  

لكل نقطتين  إذا كان  عند النقطة القياسية continuous ، مستمرة يقال بان الدالة ف قياسيةدالة   لتكن 
 .[8]   إلىيؤدي     ؛  و قياسيتين 
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 هي مجموعة النقاط التي بعدها عن  ، ويرمز لها  للنقطة  كلاكسي-فان    إذا كان

   أن : أي ،    من رتبة الأكثرهو على 

 
 ( .[11],[9],[5],[4] انظر)

إذا كان ،                        وقيمتها تساوي ، قابلة للاشتقاق عند النقطة  الدالة القياسية  أنيقال 

 [7]، ،    لكل

 
فان الصيغة  ، فقط مستقلة المتغيرات اللكل صيغة قياسية تحتوي على  : [7]بديهية الانتقال
 التالية تتحقق :
 

                    وكذلك                         
 

و   بحيث أن معرفة على الفترة و لة مستمرة ا د إذا كانت  [8] :  مبرهنة القيمة المتوسطة 
 .بحيث  فانه يوجد   ،  وكانت،  

 

 :  ة.النتائج الرئيس2
 

 التعاريف الآتية :أعطينا 
 

 فان المجهر    نقطة في المستوي  كانت و ر متناهي الصغ حقيقيا   عددا   كان  إذا  (:2.1)تعريف 
  الأتي :ك يعرف ة  متمركز عند النقطوال   بقوة

 
 .هي الإحداثيات تحت المجهر حيث أن 

 

 على انه   عند نقطة متمركز  مجهر بقوةتحت   مستمرة دالة تمثيل بيان  يعرف (:2.2)تعريف 
 معرفة كالأتي: بيان دالة مستمرة 

 
 

تحت مجهر متمركز عند نقطة من   ، فان تمثيل الدالة  هابيان دالة قياسية مستمرة و  لتكن ( :2.3)تعريف 
 تحت هذا المجهر. ويرمز له   ، البيان بيانها يسمى شبح 

 

 شتقاق بواسطة مجهرالالقابلة ا القياسية المبرهنة التالية تبين لنا تمثيل الدوال
 

 مجهرتحت كل  فان تمثيل الدالة   النقطة القياسية قابلة للاشتقاق عند قياسية دالة  تكن ل (: 2.4مبرهنة )
 المشتقة  تكان إذا  ( هو مستقيم معادلته:مركزه  متناهية الصغر بقوة 
 عدا ذلك.فيما  والمستقيم  ، ةدو محد
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المجاهر  تحت جميع  فان تمثيل الدالة  قابلة للاشتقاق،  ، وان الدالة قياسيا   و  إذا كان كل من  البرهان:
 .  عند   هو المماس لبيان الدالة  يكون المستقيم  المتمركزة عند 

قياسي هو مستقيم المعادلة    ، حيث ،  المتمركزة عند المجاهرلنفرض انه تحت جميع 
 عدد قياسي. حيث  ، 

 :  تحقق العلاقة الدالة   مجهر،لل نستنتج انه في الإحداثيات 
                                                                        فان  ، دو محد لكل   
 فان    الصغر متناهي غيرو  دو محد   لنفرض انه لكل 

 : الآتية يحققان الخاصية  و  إذا   
 فان  ،  و   ولكل  ،متناهي الصغر لكل  

 

     ،    و   لكل يعني هذا
    وهذا يؤدي إلى يقتضي أن   و 

  وبأخذ الشبح للطرفين نحصل على 
  أن   نجد  متناهية الكبر الآن إذا كانت 

 يقتضي إن   

 الكبر. ةمتناهي عندما    فنحصل على
 ( لدينا المبرهنة الآتية : 2.4) وكتعميم للمبرهنة

 

إذا وفقط   قابلة للاشتقاق عند   فان   قياسية معرفة على جوار النقطة القياسية  دالة لتكن    ( :2.5مبرهنة ) 
مستقيم غير عمودي عند   يكون تمثيل الدالة   متمركز عند النقطة   إذا تحت كل مجهر بقوة 

. 
 

هو  ،والقابلة للاشتقاق عند النقطة القياسية   فان تمثيل الدالة القياسية   ، (2.4)حسب المبرهنة  رهان :الب
او عند نقطة متناهية القرب    مجهر متمركز عند النقطةتحت كل ،  المستقيم  

 . هامن
مركزه  مجهرتحت كل   نرى المستقيم أننالنفرض و دالة قياسية  بالعكس نفرض أن 

 .من هذا المركز او نقطة متناهية القرب 
او نقطة متناهية   تمركز عندم مجهرتحت كل  إذا كان ميل هذا المستقيم هو العدد القياسي 

 القرب منها لدينا:
      ،  حيث           ،  دو محد لكل  

   ، ،  محدود لكل    إذا كان
 الأتي: تحقق و   من   لاوعليه فان ك

 ،،  ، لكل  ، لكل  ، لكل  
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 فان  ،  ،  ، لكل   لكل   يعني انه وهذا

 

 . قابلة للاشتقاق عند   فان   ، [7] في حسب التعريف
 

  معرفة كالأتي :  القياسية إذا كانت الدالة  ( :2.6مثال )

       

 هي :القابلة للاشتقاق تحت مجهر مركزه النقطة   فان التمثيلات المختلفة للدالة  
(i) ( 1شكل )ال كما فيالصغر. ةمتناهي      عندما مستقيم أفقي 
(ii) ( 2شكل )ال كما في غير متناهية الصغر. ودةمحد     عندما منحني جيبي 
(iii)  (3شكل )كما في ال الكبر. ةمتناهي     عندما  مستقيم غير عمودي 

 :  على الأشكال الآتية ناحصل( Matlabباستخدام برنامج )
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 ( 2(                                     شكل )1شكل )                       
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 (3شكل )

 لدينا: (2.2)، وباستخدام تعريفحيث متمركز عند النقطة   ة تحت مجهر بقو  البرهان :

 

 

 المحدودة لدينا : لقيم 

 



 هند يقضان صالح وطاهر حسن إسماعيل 
 

 

 120 

 ندرس الحالات الآتية :
(i) الصغر. ةمتناهي     عندما 

 فقيالأهو المستقيم  المجهر هذا تحت دة وان التمثيل للدالة  و حدالم متناهية الصغر لقيم     أننجد 
    

(ii) متناهية الصغر . محدودة غير      عندما 
 متناهية الصغر وان       في هذه الحالة تكون 

 
 

 

 .   متناهي الصغر بالنسبة الى  حيث 

 
 لدينا :المحدودة  عليه لقيم  

 

 نحصل على :  نضع 

 

 

 تحت هذا المجهر يكون منحني جيبي للمعادلة :  التمثيل للدالة  

 

(iii)  متناهية الكبر     عندما 
 دا  و محد إذا كان  

 

   . متناهية الصغر بالنسبة الى  ناهية الصغر و متتكون  حيث 
 دة لدينا :و المحد عليه لقيم  

 

  

  

 هو مستقيم غير العمودي المجهرتحت  التمثيل للدالة  
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 .  و  ( يأخذ كل القيم الواقعة بين  عند   حيث ميله )الجزء القياسي لمشتقة  
 

 المستمرة غير قابلة الاشتقاق بواسطة مجهر القياسية المبرهنة التالية تبين لنا تمثيل الدوال
 
 

، نفرض انه توجد نقطة    الشبح لبيانها ، و  دالة قياسية مستمرة ومعرفة على  لتكن  ( :2.7مبرهنة )
 .  ، يؤدي إلى   محدودة ، لكل   بحيث أن : حول   وفترة   قياسية 

(i)  بحيث ان كل من  في   ،  بالإضافة إلى ذلك إذا وجدت نقطتان محدودتان    
 للمعادلة :   يحوي المستقيم العمودي  متناهية الكبر بإشارات متعاكسة ، فان  

(ii)  على الترتيب(،  ) بحيث أن  محدودة و  و إذا وجد عدد قياسي
   متناهية الكبر )   ، بحيث أن في  ،  كذلك إذا وجدت نقطتان محدودتان 

        كالأتي :  المعرف م يحوي على نصف المستقي ، فان  على الترتيب(، وكان 
 

 

نقطتان محدودتان  و  دالة مستمرة و   أن، بما  نقطة قياسية للمستقيم   لتكن (i)البرهان :
 المتوسطةباستخدام نظرية القيمة و ،  متعاكسة بإشاراتمتناهية الكبر  و  بحيث ،   إلى انتنتمي

 .   أن( بحيث )أو   وجد ت
   أي     فان ، ان  و  من   دةو محد نقطة بما أن 

 .هي نقطة قياسية من   إذا   
 .  دة من  و شبح النقاط المحد تمثل لان   هي نقطة قياسية من  كل نقطة قياسية من   وعليه فان

  إذا   هي نقطة من  فان كل نقطة من  ()باستخدام بديهية الانتقالومجموعتان قياسيتان  و  أنبما 
 . يمثل المعادلة   ، وان   

(ii ) قطتان محدودتان ن و  دالة مستمرة و  ، بما أن  نقطة قياسية من المستقيم  لتكن
وجد ت وباستخدام نظرية القيمة المتوسطة،  متناهية الكبر و   بحيث،  إلى  انتنتمي

 .  ( بحيث أن )أو   

      فان                عندما
 .  أن هذا يعني   فان          كان      وإذا 

 .   أننبرهن  أنوبطريقة مماثلة يمكن 
   أي  فان  ، ان  و  من   دةو محد نقطة بما أن 

 .هي نقطة قياسية من   إذا   
 .  هي نقطة قياسية من    كل نقطة قياسية من وعليه فان

 هي  وحسب بديهية الانتقال نحصل على أن كل نقطة من  مجموعتان قياسيتان  و    أنبما 
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 .نقطة من 
 :   يمثل المعادلة  . وان   إذا    

 
 

تحت مجهر بقوة  للدالة  فان التمثيل  دالة قياسية معرفة كالأتي : إذا كانت ( :2.8مثال )
 : انالمستقيمان العمودي ، هماحيث  متناهية الصغر متمركز عند النقطة   

(i )     ،                 (4شكل ) كما في ال          محدود  إذا كان 

(ii    )             ( 5شكل )كما في ال    متناهي الكبر إذا كان 
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 ( 5(                                           شكل )4شكل )

( 2.2وباستخدام تعريف) ، عندما  حيث  مركزه النقطة  مجهر بقوة تحت  البرهان :
 نحصل على :              

        
  هناك حالتان:

(i)   متناهي الصغر،     أن  د يقتضي و محد د و  و عدد محد عندما 
 المجهر هذا تحت   بيان الدالة ل  شبحال،  ، فان     إذا كان

 هو المستقيم العمودي: التمثيل متناهي الصغر  عندما  

 
 :المستقيم العمودي  هو ليمثالتفليس متناهي الصغر  عندما 

 
 (ii)   فان   متناهي الكبر عندما 

 

    فمن الضروري أن يكون دا و محد و  متناهي الكبر إذا كان  

 متناهية الصغر  محدود غير متناهي الصغر فمن الضروري أن تكون  إذا كان  
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 متناهي الصغر وان   فيكون  الكبر متناهي إذا كان  و 

 

 وعليه فان :    إلىبالنسبة  متناهية الصغر حيث أن 

 

 

 متناهي الصغر. متناهي الصغر ولذلك فان   دة فيكون المقدار  و محد إذا كانت النقطة
متناهية الصغر وعند النقاط غير المتناهية الصغر  دة فتكون و محد  ذا كانت في جميع الحالات إ 

ا تحت هذ التمثيل للدالة  يكون وذات إشارة متعاكسة  المتناهية الكبرتأخذ القيم  مختلفة. اتذات إشار  و  
  : المستقيم العموديهو المجهر 
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