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ABSTRACT 

This paper deals with the existence and uniqueness of the solution for a 

boundary value problem of fractional order integro-differential equation, when 

10   using Banach fixed point theorem and Shafer’s fixed point theorem. This 

investigation based on the well known Riemann-Liouville fractional differential 

operator. 

Keywords: integro-differential equation, boundary  conditions, fractional order, 
Riemann-Liouville fractional differential operator. 

 التفاضلية ذات الرتب الكسرية  -ة المعادلات التكامليةبعض النتائج في نظري
 مع شروط حدودية 

 عزام صلاح الدين يونس
 جامعة الموصل ، التربيةكلية 

 29/06/2010 تاريخ قبول البحث:                              12/01/2010تاريخ استلام البحث: 
 الملخص
عنااوما  تفاضاالية تار جت ااة ة اار ة  –ةلااة تمامليااة تناولنااا  ااه ااارا الوجادااة وجااوة و ولواميااة ال اال لمعا

10   مااش وااروو لووة ااة و تلااا  ادااتتواب مخرانتااه لناااة ووااا ةر للنتمااة ال التااةا واعتمااوما  ااه تعر اا  الرت ااة
 لةو ةل للمشتتة الم ر ةا -الم ر ة على المؤثر المعروف  مؤثر ج مان

 الةو ةل  -مؤثر ج مان،  ة ر ة  جتب  ،وروو لووة ة ، تفاضلية  –معاةلة تماملية مفتاحية: الكلمات ال

 مقدمة تاريخية :أولاا 
 Hospital  L.,Leibnitzلتو اجت ط ل اب التفاضل و التمامل الم ري  العويو من العلماء لعل أوهرام 

 G.W.,  Riemann  B.وLiouville J. [3] لأدادية للمشاتتة الم ار ة، ومان  عاو ااؤ ء الرين أعموا التعاج   ا
تعر ااااا   Bassam. M.A. [2]اداااااتمرر الأ  اااااال  اااااه اااااارا الم.ااااااع وبات.اااااااار متتلفاااااةا  ت وداااااش ال الااااا  

Holmgren-M.Riesz  وطخااال النتااااا ح التااااه لىاااال علةهااااا علاااى  عاااال مار ااااار الوجااااوة للمعاااااة ر التفاضاااالية
وجااوة وولواميااة ال اال للمعاةلااة Arora H.L.  [1]وAL-Abdeen A.Z وةجس ةاال ماان ال ااال ةن  ا عتياة ااةا

 : الآتيةالتفاضلية تار الرتب الم ر ة 
10          ,)(      ),()( 00

1 == −  xtxxtftx 
وجوة وولوامية ال ل لمعااة ر تفاضالية تار [5] و  [4]ةرلا ةجس م تتومةن  ه تلا طر تة لناة للنتمة ال التةا

 جتب ة ر ة مش وروو لووة ةا 
تماملية تار جت ة ة ر ة مش واروو لووة اة  -وة وولوامية ال ل لمعاةلة تفاضلية ه ارا ال    تناولنا وج

 لةو ل و من الشكل التاله : -و  ادتتواب المؤثر التفاضله لر مان

 0,TtsysItytftyD
t

R = ,)))(,(),(,()(
0

      …(1) 
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 مش الشرو ال ووةي
cTybya =+ −− )()0( 11          …(2)

  
 ااااة وم ااااتمرم علااااى الم.اااااعةالااااة معر  fلةاااا    RRT ,0  وcba ، ةاااارلا 0+baثوالااااأ و أن  ,,

DRالةو ل -او المؤثر التفاضله لر مان 

 : تعاريف ومبرهنات ثانياا 

  دنتوب  ه ارا الخنو  عل التعاج   الته دن تتومها  ه ارا ال   ا
ليكن  TC  ضاء لناة للوواع ال قيقية الم تمرم على الفترم  0, T,0  :مش المعياج 

   ,0:)(  sup Tttyy =


 

 تعريف:

معر ة ةا ما تتر  ا على الفترم fلتمن الوالة  ba,  0لةخيا ولتمن وقاللة للقياس ل ب مفهوب 
 الشكل   fللوالة   فيعرف التمامل من الرت ة 

dssfsbfI

b

a

b

a
)()(

1 1


−−
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  شرو أن  كون التمامل موجوةاا

 تعريف:

معر ة ةا ما تتر  ا على الفترم fلتمن الوالة  ba,  0وقاللة للقياس ل ب مفهوب لةخيا ولتمن  تعرف 
 الشكل    fللوالة   لةو ل من الرت ة   -مشتتة ج مان

 dssfst
dt
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R  = ,)()( syItyD
t

a
a

R  =− 

 [3]: 1 مبرهنة

ةالة قاللة للقياس على الفترم fلتمن  ba,   0,0وأن     إن  
 

      
 

 [3]: 2 مبرهنة

atو −1و 0 تا ةامأ    إن  
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−−وإتا ةامأ  Z   لأن    إن المرف الأ من   اوي صفرا 
)()1( −+=+−  

 مأخوذة:

10 تا ةامأ     و(  RTy للمعاةلة التفاضلية   تمون للا y ان الوالة  ةالة  م تمرما :0,→
 من الرت ة الم ر ة: 

  0,TtsysItytftyD
t

R = ,)))(,(),(,()(
0

      …(1)   
 ةواع م تمرم على منملتها وت تل الشرو ال ووةي  f,لة  

cTybya =+ −− )()0( 11          …(2) 
  ة الم ر ة للا للمعاةلة التماملية تار الرت yةان    تاو  تط    تا
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 :البرهان

  إن  (1) ا  أخر التمامل لمر ه المعاةلة (2) و  تل الشرو ال ووةي (1) للا للمعاةلة التفاضلية  yليكن 
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R
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 لتها  الشكل، ةما  مكن ةتااختياجي او ثالأ  0yلة  أن 

dsyIsysfyty
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 ومنها م.و أن
0

)1( )0( yy =−  
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sT

)))(,(),(,()(
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0
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− 

)1()0(وبتعو ل قيم  −y   1()(و( Ty − إن  (2)  ه الشرو ال ووةي  
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 0yومنها م  ب قيمة 
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  إن (2) والمخرانة (1) ول ب المخرانة −1مشتل لووة المعاةلة وم.علها من الرت ة  
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 م تنتح  0y وبتعو ل قيمة
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 ا(3) ديكون للا للمعاةلة التماملية (2)   تل الشرو ال ووةي (1) مما  عنه أن ةل لل للمعاةلة التفاضلية
  لهاا مشتل طر ه المعاةلة وم.علها من الرت ة  للا yوليكن  (3) ولإث ار العكس مخوأ  المعاةلة التماملية
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 م تنتح (2)و (1) ول ب المخرانتةن
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 ا (1) ت تل المعاةلة التفاضلية yأي أن الوالة  

 (3) لمر ه المعاةلة التماملية −1،  أخر التمامل من الرت ة (2)  تل الشرو ال ووةيت y ته أن م خأ أن 
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 م تنتح (2)و (1) ول ب المخرانتةن
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 (2) و  تل الشرو ال ووةي (1) دوف  كون للا للمعاةلة التفاضلية (3) لرا  إن ةل لل للمعاةلة التماملية

 : وجود ووحدانية الحلثالثاا 

 ادتتواب مخرانة لناة للنتمة ال التة ل ب  (1)-(2) الخنو دنخران وجوة وولوامية ال ل للم الة ه ارا 
 على  ضاء لناة ا ممماويةمفهوب التمخيتار  TC  ا0,

 مبرهنة: 

 تا ةامأ   RRRTf →,0: و  RRT → م تمرم :0, 321وإتا ةامأ  اةوا    ,, KKK 
ثوالأ موج ة   ة  أمه لمل Tt ,0 وRwwyy 2121   إن ,,,

 2122112211 ),,(),,( wwKyyKwytfwytf −+−−     …(5) 
21321 ),(),( yyKytyt −−        …(6)   

 

 وإتا ةامأ    
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لى الفضاءاو مؤثر اممماوه ع Tم تنتح أن المؤثر (7)ومن الشرو  TC و ل ب مخرانة لناة للنتمة   0,
 أي أمه  z متلا متمة ثالتة ولةوم ولتمن  Tال التة  ان المؤثر

 ( ) )()( tzTtz =
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( ) )(~)(~ tzTtz = 
zz، ولمن النتمة ال التة للمؤثر ولةوم لرلا  Tتم ل متمة ثالتة للمؤثر ~zمما  عنه أن    وأن  ~=
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 ا (2) والشرو (1) وبرلا ممون قو أثختنا ولوامية ال ل للمعاةلة 

 : وجود الحلثالثا 

ت أ وروو أخف من الشروو ال ا تة  ادتتواب   (1)-(2)  ه ارا الخنو دنخران وجوة ال ل للم الة
مخرانة وا ةر للنتمة ال التة على  ضاء لناة  TC  ا0,

 مبرهنة: 

  تا ةامأ 
الوالة   -1  RRRTf →,0:م تمرما 
  أن  ة   0Mيوجو ثالأ  -2

Mzytf ),,(          …(8) 
لمل   Tt ,0  وRzy ,ا 

)لا للا والوا على الأقل على الفترم تمت (2) مش الشرو ال ووةي (1)  ان المعاةلة T,0ا 

 :البرهان

)على الفترم  (2)-(1) لإث ار وجوة ال ل للم ألة  T,0  :دن تفةو من النتمة ال التة للمؤثر 
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)لخراان أن المؤثر دوف م تتوب مخرانة وا ةر للنتمة ال التة )yT   متلا متمة ثالتة ودن.زئ ارا الخراان  لى 
 عوم مرالل: 

iا ( )yT تمخةل م تمرا 

iiصوج الم.اميش المتةوم ت أ التمخةل  ا( )yT  تمون م.اميش متةوم  ه  ),,0( RTCا 

iiiالتمخةل  صوج الم.اميش المتةوم ت أ ا( )yT  تمون م.اميش مت او ة ا دتمراج ة  ه  ),,0( RTCا 

ivا ( ورو التةوة الأوليةA priority boundsا) 
 

iث ار ال.زء الأوع من الخراان: ا  
)لإث ار أن التمخةل  )yT  م تمر لتمن}{ ny  بة  ه متتا عة متتاج  ),0,( RTC ولتمنyyn  ا→

 لمل   Tt ,0  كون  
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iiث ار ال.زء ال امه: ا  
)لإث ااار أن صاااوج الم.ااااميش المتةاااوم ت اااأ التمخةااال  )yT  تمااون م.ااااميش متةاااوم  كفاااه أن مخاااران أن لمااال

0  عااااوة ثالااااأ موجااااب م اااال يوجااااو  ةاااا  أن لماااال    }:),,0({  =


yRTCyBy  تمااااون
( ) 
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 (8) ول ب الشرو
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21وعنوما  tt  إن المرف الأ من من المت اينة أعلاا  تترب من الىفر من غةر أن  عتمو على اختياج الوالة   →
y   مما  عنه أن الم.موعةB امت او ة ا دتمراج ة 

 أن Arzela-Ascoliم ااااتنتح ل ااااب مخراناااااة  اiiiو ii.و اiلنا علةهااااا ماااان الآن ماااان النتااااا ح التااااه لىاااا 
    ),,0(),,0(: RTCRTCT  (اcompletely continuousتمخةل ةامل ا دتمراج ة ) →

 

ivث ار ال.زء الرا ش: ا  
 لإث ار ورو التةوة الأولية  .ب أن م خأ أن الم.موعة 

  ( ) 10,:),,0({ ==  someforyTyRTCy 
 متةوما
10يوجو  yلمل       ة  ( )yTy = 

لآن لمل  ا Tt ,0   م ىل على 
( ) )()( tyTty = 

 م تنتح ii.ومن لراان 
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 متةوما و ارا يخةن لنا أن الم.موعة 
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)على الفترم   (1) للا للمعاةلة ty)(والة  وتمون ال T,0 ا(2) مش الشرو 
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