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ABSTRACT 

For a connected vertex disjoint graphs G1 and G2 , we define 1G  2G  as the 

graph obtained from the union of G1 and G2 with four edges joining  the vertices of an 

edge of G1 to the vertices of an edge of G2 .In this paper we obtain Wiener polynomials 

of the width distance-2 for sK  tK  ,   sK  tC  and    sC  tC .The Wiener index of 

each such composite graph is also obtained.   

Keywords:  Wiener Polynomials, width distance, compound graphs 
 متعددات حدود وينر للمسافة العرضية 

 لبيانات مركبة بالصيغة

 علي عزيز علي              أسماء صلاح عزيز
 كلية علوم الحاسبات والرياضيات 

 جامعة الموصل 
 11/2008/ 23 تاريخ قبول البحث:                          28/10/۲۰۰۸ تاريخ استلام البحث:

 الملخص
2G1Gبيانين متصلين ومنفصلين عن بعضهما فان  2Gو 1Gإذا كان 

 
  هو بيان مكون من اتحاد  

1G
 

ضمن هذا البحث إيجاد متعددة ت G.2مع رأسي حافة في  G 1مع أربع حافات تصل رأسي حافة في  2Gو 
احدهما دارة   أودارتين  أوتامين   2Gو 1Gعندما يكون البيانان 2G1Gللبيان  2-سافة العرضيةحدود وينر للم

 لهذه البيانات .  2-والأخر بيان تام . كما تضمن إيجاد دليل وينر نسبة للمسافة العرضية

 ، دليل وينر.، المسافة العرضية الكلمات المفتاحية: متعددة حدود وينر

 المقدمة  .1

وللتعرف  [3,4]لى بعض مفاهيم نظرية البيان  التي وردت في هذا البحث نشير الى المصدرين للتعرف ع  
وأخيرا للاطلاع على موضوع المسافة   [5,6]على مفهوم متعددة حدود وينر ودليل وينر نشير إلى المصدرين
 .  [7 ,1,2]العرضية ومتعددة حدود وينر لهذه المسافة نشير إلى المصادر  

 بالصيغة : G=(V,E)لبيان  wd  نسبة الى دالة المسافة العرضية w–ة حدود وينر تعرف متعدد



=
Vv,u

)v,u(d
w

wx)x;G(W        …..(1.1) 

 ، فإن  kبينها تساوي  w- يمثل عدد الأزواج غير المرتبة للرؤوس التي المسافة العرضية  wC(G,k)وإذا كان 
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=
w

2k

k
ww x)k,G(C)x;G(W

      
…..(1.2) 

2w.لاحظ انه عندما يكون  w-نسبة للمسافة العرضية  Gهو قطر  wحيث أن   فان المسافة العرضية-w 
 .  2لا تقل عن 

من الصيغة    wW (G), والذي نرمز له  w-واضح انه يمكن أن نحصل على دليل وينر نسبة للمسافة العرضية 
 :[2]الآتية 





=
==

w

2k

w1xww )k,G(Ck)x;G(W
dx

d
)G(W     …..(1.3)  

لييييكن تعريففف :
1

G و
2

G بييييانين متصيييلين ومنفصيييلين عييين بعضيييهما بالنسيييبة لليييرؤوس. ولييييكن)G(Evu
111

 
G(Evu(و

222
  البيفففال المركففف فيييان

2
G

1
G مييين إتحييياد  المكيييون البييييان هيييو

1
G و

2
G  ميييع الحافيييات

21212121 uv,vv,uu,vu . 

للبيييان  [4]ميين الواضييح أن عامييل الاتصييا  
2

G
1

G  وإذا كييان عامييل الاتصييا  لكييل ميين2لا يزيييد علييى .
1

G 
و

2
G  فان عامل الاتصا  لي 2لا يقل عن

2
G

1
G  2هو. 

 لكييييييييييل ميييييييييين البيانييييييييييات المركبيييييييييية 2-سييييييييييوف نجييييييييييد متعييييييييييددة حييييييييييدود وينيييييييييير بالمسييييييييييافة العرضييييييييييية 
t

KsK  ,
t

KrC,tCsC  لكل من هذه البيانات المركبة . 2-ونحسب دليل وينر للمسافة العرضية 

المرك  البيال 2.
t

K
s

K: 

)8tsts(/2وان حجمه  s+tهي  tKsKواضح أن رتبة  22  .2وان عامل الاتصا  هو +−−+
 .  2-نجد متعددة حدود وينر للمسافة العرضية

2s,tليكن  :2.1عبارة   للبيان 2-فان متعددة حدود وينر للمسافة العرضيةtKsK :هي 

2W ( sK  tK ;x)
32 x)2t)(2s(x)]4t)(1t()4s)(1s[(

2

1
−−++−++−=  

K(Evu(ليكن البرهال: s11  و)K(Evu t22  وأن 
E( sK  tK ) }vu,vu,vv,uu{)K(E)K(E 12212121ts =   

 ، فان: v,uV(sKtK)ليكن
)K(Vv,u,2)v,u(d s2 =

     
…..(2.1) 

 كذلك 
)K(Vv,u,2)v,u(d t2 =      …..(2.2) 

)tsts(/2هو (2.2)و (2.1)عدد أزواج الرؤوس للعلاقتين  22 −−+. 

v,u{)K(Vu{إذا كيييان 11s − و}v,u{)K(Vv 22t −   فانيييه توجيييد حاويييية صيييغر)v,u(C كونييية مييين م
)v,v,v,u(الدربين  )v,u,u,u(و 21  ، وعليه يكون 21

3)v,u(d2 =
        

…..(2.3) 
)2s)(2t(وعدد أزواج الرؤوس لهذه الحالة هو  −−. 

 كما نلاحظ أن
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)K(Vv,2)v,v(d)v,u(d t1212 ==     …..(2.4) 

 وبالمثل فان

}v,u{)K(Vv,2)v,v(d)v,u(d 11s2222 −==    …..(2.5) 

2s(2(يساوي  (2.5)والتي تحقق  2tهو  (2.4)وأن عدد أزواج الرؤوس التي تحقق العلاقة  −. 

 وأعداد أزواج الرؤوس التي تحققها نحصل على (2.1)-(2.5)ومن العلاقات 
2

C ( sK  tK ,2) 2/)]4t)(1t()4s)(1s[( +−++−=   
2C ( sK  tK ,3) )2t)(2s( −−=    

 #   وبهذا يتم البرهان.

 2.1النتيجة الآتية مباشرة من العبارة 

 هو: tKsKللبيان المركب  2-دليل وينر للمسافة العرضية :2.2نتيجة 
2W ( sK  tK ) )2t)(2s(3)4t)(1t()4s)(1s( −−++−++−= .    # 

 : tKrCالبيال المرك  3.

3tحييث أن tبيانا تاميا برتبية  tKليكن  نولييك)K(Evv t21 كميا نفيرأ أن ،rC  هيي دارة برتبيةr  
4rحيث أن   وأن)C(Euu r21 عليه يكون البيان .tKrC برتبيةtr )1t(tr(/42(وحجيم   + +−+ 

 .tKrCكل التالي يوضح البيان المركب والش
 
 
 
 
 
 
 

 tKrCالبيان   3.1الشكل

 هي: tKrCللبيان  2-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية :3.1عبارة 

r2 C(W 

















++−

−+++++

+++−

−−−++++

=





+=

−

+

+=

−++

3t,4r,x)rt2(x,زوجيrعندما

)xx)(4r(x)2/r(x]1)3t)(2/t[(

)3t,r,x)rt2(x)4r,فرديrعندما

xx)2t(x)2r(x]1)3t)(2/t[(

)x;K

r

22/rk

k1r

r12/r2/r2

r

2/)3r(k

kr

1r2/)3r(2/)1r(2

t  

 نجد أن: 3.1. من الشكل Gبالحرف  tKrC لأجل التبسيط سوف نرمز للبيان البرهال:

)K(Vv,u,2)v,u(d t2 =  

1t(t(/2عدد أزواج الرؤوس لهذه  الحالة هو   ذا. إ−

4u 

tK rC 

1u 

2u 

3u 5u 

ru 
1ru − 2ru − 

1v 

2v 

tv 
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2/x)1t(tx)x(g 2

)K(Vv,u

)v,u(d
1

t

2 −== 


 

C(Vv,u(كما نجد أن لكل رأسين مختلفين  r  باستثناء الزوج}u,u{  ، فان:21
)Gv,u(d2 )Cv,u(d r2=  

 فضلا عن أن
2)u,u(d 212 =  

 ويمكن أن نعبر عن ذلك بمتعددة الحدود الجزئية الآتية:
21r

r2

)C(Vv,u

)v,u(d
2 xx)x;C(Wx)x(g

r

2 +−== −



  

 أن 3.1كما نلاحظ من الشكل 
)K(Vv,2)v,u(d)v,u(d t2212 ==  

   . عليه  2tعدد أزواج الرؤوس التي تحقق ذلك هو 
2)v,u(d

)K(Vv

)v,u(d
3 xt2)xx()x(g 22

t

12 =+= 


  

u,u{)C(VA{نفييرأ أن  21r  1v، نسييبة لأي ميين الرأسييين Auلكييل رأس 2-. تكييون المسييافة العرضييية=−
 كالأتي:  2vو

)Cu,v(d)Gu,v(d 1r2222 +=  

)Cu,v(d)Gu,v(d 1r1212 +=  

 وهي: x(g4(من هاتين العلاقتين نحصل على الدالة 
r

1r1
)u,v(d

Au

)u,v(d
4 x4)x;C,v(W2)xx()x(g 2212 −=+= +



  

v,v{)K(VB{والآن نفرأ أن  21t  نلاحظ أن  Bv، وليكن =−
Au,)Cv,u(d)Gv,u(d 3r22 = +  

  Bvعندئذ نحصل على العلاقة الآتية لرأس معين
1r2r

3r2

Au

)v,u(d
x2x2)x;C,v(Wx 2 ++

+



−−=  

2t(B(ولما كان   فنحصل على: vلذا نأخذ المجموع لكل  =−
)xx)(2t(2)]x;C,v(W)[2t(x)x(g 2r1r

3r2

Au,Bv

)v,u(d
5

2 ++
+



+−−−==    

 ومما تقدم نستنتج أن

)]xx)(2t(2x41[xx]1)3t)(2/t[()x(g)x;G(W 321r2
5

1i

i2 +−++−++== −

=

   

                           )x;C,v(W)2t()x;C,v(W2)x;C(W 3r21r12r2 ++ −+++  

  [1]وبما أن
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+

=





−

+=

−

+=

x,زوجيrعندما
2

r
xr

xr,فرديrعندما

)x;C(W

2/r
1r

12/ri

i

1r

2/)1r(i

i

r2    

 وأن 
)x;C(W

k

2
)x;C,v(W k2k2 =  

1r(k(أو)3r(حيث  ++=. 
 # وبعد التعويض وإجراء بعض التبسيط نحصل على متعددة الحدود كما هي معطاة في نص المبرهنة.

 هو: tKrCبيان لل 2-دليل وينر للمسافة العرضية :3.2نتيجة 

r2 C(W 













+−+−−++

+−+−−++

=

3t,4r,7)1,زوجيrعندما
2

r3
(

2

rt
)3

2

r
r

8

3
(r)1t(t

3t,r,7)1,فرديrعندما
2

r3
(

2

rt
)

4

23
rr

4

3
(

2

r
)

4

3
t(t

)K

2

2

t  

                                                                                                      # 

 tC sCالبيال المرك   4.

 دارتين منفصلتين وان   tCو sCلتكن 
 }u , ... ,u ,u ,{u  )V(C s321s =  

 

 

 

vu,vu,vu,v{u{مع الحافات   sCو tCيتكون من اتحاد tCsCالبيان المركب  ts1st111 

 1 .4كما موضح في الشكل   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  tCsCبيان   1 .4الشكل 

t s  6 ليكن  للبيان   2-، لإيجاد متعددة حدود ونير للمسافة العرضيةtCsC الحالات الآتية: نعالج 

 عددين زوجين  tو  s)أولا( ليكن 

 بالنسبة لأزواج الرؤوس لدينا الحالات الآتية:

1v

 

2v

 

3v

 

tv

 
 

jv

 

1jv −

 

2tv −

 

1jv +

 1tv −

 

sC
 

1
u

 

2
u

 

3
u

 

su

 
 

1su −

 

iu

 

1iu −

 

2su −

 

1iu +

 

tC
 

t 1 2 3 tV(C )  {v ,  v , v , ... , v  } =
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u,{u{باستثناء الزوج  sCأي رأسين في  vو u( إذا كان 1) s1  فان ، 

| v(u,d2 sC  )C t | v(u,d 2= )Cs  

 وان  
| u,(ud s12 sC  2)Ct =   ,   | u,(ud s12 )Cs = 1s −  

 وعليه  
1S2

s2

)(C V  vu,

v)(u,d
1 xxx);(C W x  (x)F

s

2 −



−+==   

 ( بالمثل نحصل على  2)
1t2

t2

)(C V  vu,

v)(u,d
2 xxx);(C W x  (x)F

t

2 −



−+==   

 أن    4.1حظ من الشكل ( نلا3)
2  )v,(ud )v,(ud  )v,(ud  )v,(ud 112ts2t121s2 ====  

 وهذا يؤدي إلى  
2

3 4x(x)F =  
V(Cu(( نلاحييييظ انييييه لكييييل 4) si   حييييييثs/2    i   2   ولكييييل)V(Cv tj   حيييييث  t/2  j   2   فيييييان .

v,C(u(الحاوية ji ون من الدربين الآتيين ذات اصغر طو  تتك 

j2t1tt12i1ii1  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P −−−−  

j321s2i1ii2  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P ++  

 إذا  
i- j s  )(P     , j-i t )(P 21 +=+=   

 وهذا يؤدي إلى أن  
i}-js j,-i{tmax   )v,(ud ji2 ++=  

s/2    i   2حيث    و  t/2  j   2       
jitijsإذا كان  −+−+  ، فان  i

2

α
j2 +  ،يث أن   حstα −= 

 التي تجعل المسافة العرضية  jهذه العلاقة تعطي قيم 
j-i t )(P   )v,(ud 1ji2 +==   

t/2 j 1 iα/2  أي   jولبقية القيم لي  ++ هي   2-فان المسافة العرضية 
s/2 i   ,  ijs   )v,(ud ji2 −+=  

 ومنها نحصل على العلاقة الاتية: 
( )

( )


++=

+
+

=

+

=

+=
t/2

1iα/2j

i-js
iα/2

2j

j-it
t/2

2j

)v,(ud
x x x ji2  

1s/2i2حيييث  iuعلاقيية صييحيحة لكييل رأس هييذه ال −  أمييا ليييs/2  i فييان المجمييوع الثيياني  =
( )


++=

+
t/2

1iα/2j

i-jsx 

 يكون صفرا .
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 المذكورة نحصل على:  iوبأخذ المجموع لهذه العلاقة لقيم 
 

( )

 x  xx  x
t/2

2j

j(s/2)t
1-s/2

2i

t/2

1iα/2j

ijs
iα/2

2j

jit
s/2

2i

t/2

2j

)v,(ud ji2  
=

−+

= ++=

−+
+

=

−+

= =

+













+=

 

…..(4. 1) 

iu، s/2i2ددة الحييدود للييرؤوس وبهييذا وجييدت متعيي  مييع الييرؤوس ،jv ، t/2j2   وهييي متعييددة الحييدود
iu، s/2 i2ذاتها للرؤوس   مع الرؤوس ،jv، 1tj 1t/2 −+. ( بالعدد 4.1أي نضرب العلاقة )2. 

 tCنسيبة إليى كيل رؤوس اليدارة الثانيية  sCكما أنه وبعد أن وجدنا متعددة الحدود للرؤوس فيي نصيا اليدارة الأوليى
1tعدا   v, v ثياني مين اليدارة الأوليى وبمجرد النظر إلى البيان يتأكد لنا أن الرؤوس فيي النصيا الsC  أي اليرؤوس

iu ، 1si 1s/2 −+  لها العلاقة نفسيها نسيبة إليى رؤوس اليدارةtC  1كلهيا عيداt  v, v  وبهيذا سيوف تضيرب
 على  مرة أخر . وعندها نحصل 2( بالعدد 1 .4العلاقة )

( )

( )
 
=

−+

= ++=

−+
+

=

−+



+













+==

t/2

2j

j(s/2)t
1-s/2

2i

t/2

1iα/2j

ijs
iα/2

2j

jit

U vU,u

v)(u,d
4 x4  xx 4  x  (x)F 2  

u,{u)V(CU{حيث  s1s v,{v)V(CU{و    =− t1t −= 

jv، 1tj 2نسييبة إلييى   suو 1uلكييل مييين الرأسييين  2-( الان نجييد المسييافات العرضييية5) −  ونلاحييظ مييين
 أن 4.1 الشكل 

| v,(ud j12 sC  )C t | v,(ud j12= )C 1t +  

 وكذلك 
| v,(ud js2 sC  )C t | v,(ud js2= )C 1t+

 
 دودوهذه تؤدي إلى متعددة الح

t
1t125 4x -  x); C , (u W2  (x)F +=  

iu ، 1-si 2نسبة إلى الرؤوس tvو 1vلكل من الرأسين 2-( بالمثل المسافات العرضية6)    نجد أن 
| u,(vd i12 sC  )C t | u,(vd i12= )C 1s+  

| u,(vd it2 sC  )C t | u,(vd it2= )C 1s+  
 وهذه تؤدي إلى متعددة الحدود  

s
1s126 4x- x); C , (v W2  (x)F +=  

 ( أن  1) –( 6واضح من الحالات )

2W s(C  
=

=
6

1k

kt (x)F  x);C  

x);(CWوبييييالتعويض عييييين t2،x);(CW s2،x);C ,(vW 1s12 +،x);C ,(uW 1t12 بسيييييط نحصيييييل عليييييى وبالت +
 المبرهنة الآتية:

t s  6 عددين زوجين وكان  tو sإذا كان : 1 .4مبرهنة    : فان 
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2W s(C  1-t1-st/2s/22
t  x-  x-  t/2x  xs/2  x6  x);C ++= 

+=+=

++++
1-t

1t/2k

k
1-s

1s/2k

k x4)(t x4)(s  

                          
( )

( )

( )
 
−

= ++=

−+
+

=

+
+

+=













+++

1s/2

2i

t/2

1iα/2j

ijs
iα/2

2j

j-it
2-s/2t

/2tsk

k x x4 x4 .   # 

زوجييييا  تصيييح أيضيييا فيييي  tو s( عنيييدما يكيييون كيييل مييين 6( ، )5( ، )3( ، )2( ، )1الحيييالات الجزئيييية ) ملاحظفففة :
فييردين أو أحييدهما  tو s( فهييي تختلييا عنهييا عنييدما يكييون 4. أمييا الحاليية الجزئييية ) tو sلأخيير  لكييل ميين الحييالات ا

 )ثالثا( و )رابعا (. و فردي والاخر زوجي، وهذه سوف تعالج فيما يأتي )ثانيا(
 

t s  7 عددين فرديين وأل  tو s)ثانيا( ليكن  : 

( منهييا وفيهييا 4زوجيييان هييو فييي الفقييرة ) tو sعيين الحاليية )أولا ( عنييدما يكييون كمييا ذكرنييا فييان اخييتلاف هييذه الحاليية  

V(Cu(نلاحيييييييييييييييييييظ أن لكييييييييييييييييييييل  si   ،
2

1s
i2

−
  ولكيييييييييييييييييييل ،)V(Cv tj   ،

2

1t
j2

−
 فييييييييييييييييييييان ،

v,C(u(الحاوية ji  ذات اصغر طو  تتكون من الدربين 

j2t1tt12i1ii1  v,... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P −−−−  

j321s2i1ii2  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P ++  

 إذا  
i-j s  )(P     , j-i t )(P 21 +=+=   

 وبذلك فان 

i}-js j,-i{tmax   )v,(ud ji2 ++=   , ( )/21si2 −   ,  ( )/21tj2 −  

jitijsإذا كييييان  −+−+  فييييان ،i
2

α
j2 +  حيييييث أن ،stα التييييي  jلاقيييية تعطييييي قيييييم وهييييذه الع =−

 تجعل المسافة العرضية.
)(Pjit)v,(ud 1ji2 =−+=   

)أي القيم  jولبقية قيم  ) ( )  /21-t  j  1iα/2 ++ فان 

1)/2-(s  i  , ijs)v,(ud ji2 −+=  
 وبذلك نحصل على

      
( ) ( )

( )

( )


++=

−+
+

=

+
−

=

+=
/21-t

1iα/2j

ijs
iα/2

2j

j-it
2/1t

2j

)v,(ud
x  x x ji2      …..(4. 2) 

)، حيث أن  iuوالتي تتحقق لكل رأس  )/23si2 − 2/(1. أما بالنسبة إلى(si فيان المجميوع الثياني ،  =−

( )

( )


++=

−+
/21-t

1iα/2j

ijsx فان  يصبح صفرا . وعليه 

( )( ) ( )

  
=

−+

= ++=

−+
+

=

−+

= =

+













+=

1)/2-(t

2j

j1)/2-(st
2/3-s

2i

1)/2-(t

α/21ij

ijs
α/2i

2j

jit
2/1-s

2i

2/1-t

2j

)v,(ud
x  xx x ji2 …..(4.3) 
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jiلكييييل رأسييييين 2-وبهييييذا وجييييدنا متعييييددة الحييييدود للمسييييافة العرضييييية v,u2/(1، حيييييث(s2,3,4,...,i و     =−
1)/2(t2,3,4,...,j ،  iuونلاحيظ أننييا نحصيل علييى متعيددة الحييدود نفسيها للمسييافة العرضيية بييين كييل رأس ، =−
s2,3,4,...,i)2/(1حييييث  ,...,1t، وحييييث jvميييع كيييل رأس  =−

2

7t
,

2

5t
,

2

3t
j −

+++
وبنييياء عليييى ذليييك  =

v,{u{ اليرؤوسالعرضيية لكافية أزواج صو  على متعيددة الحيدود للمسيافة للح 2( في 4.3نضرب المجموع في ) ji 

)حيث  )/21si2 − ،1t,...,
2

5t
,

2

3t
,

2

1t
,...,4,3,2j −

++−
=. 

iu،1siأي  sCأما المسافة العرضية لليرؤوس فيي النصيا السيفلي مين اليدارة 
2

3s
−

، نسيبة إليى اليرؤوس +

jv  ، 1أيضاt,...,
2

5t
,

2

3t
,

2

1t
  , ... 2,3,4, j −

++−
 مثل المسافة يعددة الحدود التي تيفان مت =

 مرة اخر . 2ولهذا تضرب بالعدد  (3 .4)العرضية لهذه الرؤوس مساوية أيضا لمتعيددة الحيدود في

 بقي في هذه الحالة أن نجد 

1s(u(/2)أ( المسافات العرضية للرأس  jv  ،1t, .... 4, 3, 2,jنسبة إلى كل الرؤوس  +  وأن نجد. =−

1t(v(/2)ب( المسافات العرضية للرأس  , ... , iu  ،1sنسبة إلى كل الرؤوس  +
2

3s
 ,

2

1-s
 , .... 4, 3, 2,i −

+
=  

v,C(u(ففي حالة )أ( فان الحاوية  j1)/2(s+  : بأصغر طو  تتكون من الدربين 

j1tts5)/2(s3)/2(s1)/2(s1  v,... ,v,v,u,...  ,u,u,u:P −+++  

j2113)/2-(s1)/2-(s1)/2(s2  v,... ,v,v,u, ...  u,u,u:P +  
 من الواضح أن

j
2

1s
)(P  , jt

2

1s
)(P 21 +

−
=−+

+
=   

jtإذا كان 
2

1s
  j

2

1s
−+

+
+

فان ، −
2

1t
  j
+

 

 لذا فان 
( )1t

2

1
j2    ,  jt

2

1s
 )v,u(d j2/)1s(2 +−+
+

=+  

 وأن 
( ) ( )1tj3t 

2

1
    ,  j

2

1s
 )v,u(d j2/)1s(2 −++
−

=+  

 الحدود وهكذا نحصل على متعددة
( )


+=

+−
+

=

++
−

=

+=+

1-t

2/)3t(j

j 1)/2(s
1)/2(t

2j

j- t 1)/2(s
1t

2j

v, ud
x  x x j1)/2(s2

   

…..(4. 4) 



 أسماء صلاح عزيزو علي عزيز علي  
 

 

40 

لليرأس  2-في حالة )ب( وبإتباع الطريقة نفسها نجد متعددة الحدود للمسافة العرضيية
2

1tv  iuنسيبة إليى اليرؤوس  +

, ... , 1sحيث 
2

3s
 ,

2

1-s
 , .... 4, 3, 2,i −

+
)باستثناء  =

2

1s
i

+
رضيية بيين الرأسيين لان المسافة الع =

2

1tv و  +

2

1su u ,(v C(قد ذكرت في الحالة )أ(( وتكون الحاوية  + i1)/2(t+  بأصغر طو  مكونة من الدربين 

i1sst

2

5t

2

3t

2

1t1 u ,... ,u,u,v,...  ,v, v,v:P −+++  

i211

2

3t

2

1t

2

1t2 u , ... ,u,u,v, ...  ,v, v,v:P −−+  

 ونجد أن 

i
2

1t
)(P  , is

2

1t
)(P 21 +

−
=−+

+
=   

is  فإذا كان
2

1t
     i

2

1t
−+

+
+

، فأن   −
2

1s
  i
+

 

وبما أن 
2

1s
i

+
 قد استثنيت فان    =

2

1s
i2        ,  )(P )v, u(d 11)/2(ti2

−
=+   

 وأن
1si

2

3s
,)(P)v,(ud 21)/2(ti2 −
+

=+    

 وهكذا نحصل على 


−

+=

+−
−

=

−++ +=+

1s

3)/2(si

i1)/2(t
1)/2(s

2i

is1)/2(t

u

)v,(ud
xxx

i

1)/2(ti2     …..(4.5) 

u,u,{u)V(C{ في  iuحيث ان المجموع في الطرف الايسر يؤخذ على كل راس  s1

2

1ss +− 

 (4.4)و  (4.5)( فيي )اولا( ميع متعيددات الحيدود فيي 6(، )5( ،)3(، )2(،)1واخيرا ، بجمع متعيددات الحيدود فيي )
x;C(W( ومييين ثيييم التعيييويض عييين (4.3)وميييع اربيييع ميييرات تليييك فيييي  t2 ،)x;C(W s2 ،)x;C,v(W 1s12 و  +

)x;C,u(W 1t12  والتبسيط نحصل على المبرهنة الآتية: +

ts7إذا كان 4.2 :مبرهنة    وكانt,s عددين فرديين فان 

s2 C(W  
−+

+=

−−−+++ +−−−++++=
3)/2s(2t

s)/2(tk

k1t1s3)/2(st1)/2(t1)/2(s2
t x5xx4x2)x(t2)x(s6xx);C  

                       
−

+=

−
−

+=

−
−+

++=

+++++++
1t

3)/2(tk

k1)/2(s
1s

3)/2(sk

k1)/2(t
3)/22s(t

2)/2s(tk

k x)x4(tx).x4(sx  

                       )xx(4
1)/2(t

α/21ik

iks
α/2i

2k

k-it
3)/2(s

2i


−

++=

−+
+

=

+
−

=

++     
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 عددا فرديا : tعددا زوجيا و  t  >s  ،s)ثالثا( ليكن 

 ( فقط وهي التي سوف نعالجها فيما يلي4الجزئية )الحالة  إن هذه الحالة تختلا عن )أولا( في 
s/2i2إذا كان    1(2/وt(j2 −  فان الحاوية ،)v,C(u ji الآتيين : الصغر  تتكون من الدربين 

j1tt12i1ii1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P −−−  

j21s2i1ii2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P ++  

 ونجد أن 
ijs)(Pj,it)(P 21 −+=−+=   

 لذلك فان 

j}iti,jmax{s)v,(ud ji2 −+−+=  

s/2i2إذ أن      2/(1و(tj2 −  
jitijsفإذا كان  −+−+  ،فان 

i
2

s-t
j +

        
…..(4.6) 

i ( تؤدي إلى6.4عدد فردي فان المتباينة )  s-tعدد صحيح وان  2jبما أن 
2

1st
j2 +

−−
  

 2-التي تحقق المسافة العرضية  jوهي قيم 
2/si2  ,jit)v,(ud ji2 −+=      

)1t(ji2/)1st(/2الأخر  التي هي  jولقيم  −++− هي  2-لعرضية فان المسافة ا 
1)2/s(i2 − ,ijs)v,(ud ji2 −+=   

iu ،1وعليه ، ولرأس معين 
2

s
i2 −  فان متعددة الحدود المقابلة له هي ، 


−

+−+=

−+
−−+

=

−+
−

=

+=
2/)1t(

2/)1st(ij

ijs
2/)1st(i

2j

jit
2/)1t(

2j

)v,u(d
xxx ji2     …..(4.7) 

 فان لدينا su/2أما بالنسبة للرأس 


−

=

−+
−

=

=
2/)1t(

2j

j2/st
2/)1t(

2j

)v,u(d
xx j2/s2

     
…..(4.8)  

s(i2/2(1( ،لقيييم 4.7وبأخييذ المجمييوع لمتعييددة الحييدود ) − ( نحصييل 4.8، وإضييافة متعييددة الحييدود فييي ، )
 على 

)xx(x
1)/2(t

1)/2s(tij

ijs
1)/2s(ti

2j

jit
1s/2

2i

1)/2(t

2j

)v,(ud
s/2

2i

ji2 
−

+−+=

−+
−−+

=

−+
−

=

−

==

+= 
−

=

−++
1)/2(t

2j

j(s/2)tx , 

…..(4.9)                                             
  

ين أن ) يها لكيل رأس  (4.9سوف نبيي iu ،2/si2هيي نفسي ،  ميع كيل رأسjv ،1tj3)/2(t −+ 
 ، وذلك باستخدام دربين مختلفين عن الحالة المذكورة سابقا وهما : 

j2112i1ii
*
1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P −−  
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j1-tts2i1ii
*
2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P ++  

 واضح أن 
1-tj3)/2(t,s/2i2,1jist)(P,1ji)(P *

2
*
1 ++−−+=−+=   

 

1jtvو  jvنلاحيظ التنيا ر بيين الرأسيين  4.1من الشيكل  +− ،2/)1t(j2 −   وإذ نسيتطيع أن نقيو  أن طيو

الييدرب 
1Ρ  يييؤدي إلييى طييو  الييدرب*

1Ρ   عنييدما نسييتبدj  يي 1jtبي t)(1لكييل   −+
2

1
j2 − ، وبالمثييل، فييان

طييو 
2P  يييؤدي إلييى طييو  الييدرب*

2P   عنييدما نسييتبدj  1بيييjt 1t(j2(/2لكييل  −+ − وبهييذا نسييتنتج أن ،
s/2,...2,3,4,iلكيييييييل  t,... 2,3,4,j)-2/(1و  = v,(ud)v,(ud(فيييييييان  = 1jti2ji2 وبهيييييييذا تضيييييييرب .  =−+

ل الرؤوس يسافات العرضية لكيد وجدنا الميكون قيا ني، وعنده 2بالعدد (4.9متعددة الحدود في )
iu  ، 

s/2i2   نسبة إلى كل الرؤوسjv 1، لأجل-t
2

3t +
, … ,  , 

2

1t − ,..., j=2 , 3 , 4 . 

و  iu، أي الييييرؤوس  sCوكييييذلك فييييان متعييييددة الحييييدود للمسييييافة العرضييييية للييييرؤوس فييييي النصييييا السييييفلي للييييدارة 
1si(s/2)1 −+  ة نسييبة إلييى كييل رؤوس الييدارtC  2/(1عييدا الييرأس(tv مسيياوية لتلييك المييذكورة للييرؤوس فييي  +

tv)2/(1نفسها عدا  tCالعلوي نسبة إلى رؤوس sCنصا الدارة  2بالعدد  (4.9) ولهذا تضرب متعددة الحدود في +
 .4مضروبة في  مرة أخر ، وتصبح

tv)2/(1الرأس  أما si2/2و  iuومسافاته العرضية عن   +   فينلاحظ أن الحاويية ،)v,C(u 1)/2(ti تتكيون  +
 من الدربين:

i2113)/2-(t1)/2-(t1)/2(t1 u,...,u,u,v,...,v,v,v:P +  

i1-sst5)/2(t3)/2(t1)/2(t2 u,...,u,u,v, ...,v,v,v:P +++  

 ونجد أن 
is

2

1t
)(P,i

2

1t
)(P 21 −+

+
=+

−
=   

 لهذا فان و 
i}s

2

1t
,i

2

1-t
max{)v,(ud 1)/2(ti2 −+

+
+=+  

                             1)/2(tis ++−=      ,   
2

s
,...2,3,i =  

 وبهذا نحصل على 


=

−++

=

=+

s/2

2i

is1)/2(t
s/2

2i

)v,(ud
xx 1)/2(ti2       …..(4.10) 

si2/2و  iuلكل رأس   
)v,(ud)v,(ud 1)/2(t1i-s21)/2(ti2 +++ =  

 

1sلعلاقيييية تعطييييي المسييييافات العرضييييية للييييرؤوس وهييييذه ا
2

2

s
1

2

s u,...,u,u −
++

tv)2/(1نسييييبة إلييييى الييييرأس    ا ولهييييذ +

 ونحصل على ،  2( بالعدد 4.10تضرب العلاقة )
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=

−+
+−

=

=+

s/2

2i

is
2

1)(t1s

2i

)v,(ud
x2x 1)/2(ti2  

 مما تقدم نحصل على 


−

=

+−

=

−+
+−

=

−

=

+=
1)/2(t

2j

2

s
jts/2

2i

is
2

1)(t1t

2j

)v,(ud
1s

2i

x4x2x ji2  

 

 )xx(4
1)/2(t

1)/2s(tij

i-js
1)/2s(ti

2j

j-it
1s/2

2i


−

+−+=

+
−−+

=

+
−

=

++     …..(4.11) 

( والتعييويض عيين 4.11فييي )أولا( مييع متعييددة الحييدود فييي )( 6(، )5( ،)3(، )2(،)1)تعييددات الحييدود فييي وبجمييع م
x);(CW s2،x);(CW t2،x);C,(uW 1t12 x);C,(vWو+ 1s12  :لتبسيط نحصل على المبرهنة الآتيةوبإجراء ا+

ts6إذا كان : 4.3مبرهنة    وكانs  عددا زوجيا وt  عددا فرديا فان 

s2 (Cw  
−

+=

−

+=

−−+ ++++−−−+=
1t

1)/2(tk

k
1s

1s/2k

k1t1s1)/2(ts/22
t x4)(tx4)(sxx2xx

2

s
6xx);C  

                        
−

= =

+

=

++
−

==

−+ ++++
1s/2

2i

1-s/2-i

0k

k
-5)/2-s2i(t

0k

k1)/2s(t
1)/2(t

2k

k-ts/2
s/2

2k

ks1)/2(t )xx(.4xx.4xx.2x  

 عددا زوجيا : tعددا فرديا و  t  >s   ،s)رابعا( ليكن  

 الجها كما في )ثالثا( .( والتي سوف نع4هذه الحالة أيضا تختلا عن )أولا( في الحالة الجزئية)
و  iuأن الييييييييييييييييييييرؤوس  

2

1-s
i2   نسييييييييييييييييييييبة إلييييييييييييييييييييى الييييييييييييييييييييرؤوس  2-تكييييييييييييييييييييون مسييييييييييييييييييييافاتها العرضييييييييييييييييييييية 

jv  ،2/tj2   هي كما ذكرت في )ثالثا(، أي 
i}-jsj,-imax{t)v,(ud ji2 ++=  

jiti-jsفإذا كان   −++،  فانs)/2(tij −+    
2jولما كان    عددا صحيحا فان هذه تؤدي إلى 

i
2

1st
j2 +

−−
   

 التي تحقق jوهي قيم 
,j-it)v,(ud ji2 += 2/)1s(,...,3,2i −=        

tji/2أي  jولبقية قيم 
2

1st
+

 فان   −+

i-js)v,(ud ji2 +=   
 منها نحصل على و 

 

+
−−

=
+

+−
=

−+−+

=

+=

i
2

1st

2j

t/2

i
2

1st
j

ijsjit
t/2

2j

)v,(ud
xxx ji2  
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هذه العلاقة لكل رأس 
iu  و

2

1-s
i2   وبأخذ المجموع لقيمi  نحصل على 

)xx(x
2/t

i
2

1st
j

ijs

i
2

1st

2j

j-it
1)/2-(s

2i

2/t

2j

)v,(ud
1)/2(s

2i

ji2 
+

+−
=

−+

+
−−

=

+

==

−

=

+=    …..(4.12) 

v,C(u(الحاوية  عددا فرديا فانه عندما نأخذ tعددا زوجيا و  sوكما حصلنا في الحالة )ثالثا( عندما يكون   ji   ،

2

1-s
i2   1وtj1

2

t
−+     المكونة من الدربين 

j2112i1ii1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ −−  

j1-tts2i1ii2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ ++  

 نجد أن 
1j-i-ts)(P1,-ji)(P 21 ++=+=   

si2)2/(1و  iuوأطوا  الدروب فيه أن لكيل رأس  4.1نلاحظ من الشكل  −  1يكيون طيو  اليدربP  اليذي
مسيياويا لطييو  احييد الييدربين بييين الييرأس  jvيصييل إلييى الييرأس 

iu  1نفسييه والييرأسj-tv  2P. وكييذلك طييو  الييدرب +
1j-tvنفسه والرأس  iuيساوي طو  الدرب الآخر الذي يصل  jvوالرأس  iuالذي يصل   وعليه فان +

)v,(ud)v,(ud 1j-ti2ji2 +=  

لكيل  2-وعندها نكون قد وجدنا متعددة الحدود للمسافة العرضية  2( بالعدد 4.12ولهذا تضرب متعددة الحدود في )
v,{u{أزواج الييييييييرؤوس  ji  2/(1حيييييييييث(si2 −  ،1tj2 −  أمييييييييا متعييييييييددة الحييييييييدود للييييييييرؤوسiu  ،

1si
2

3s
−

jv ،1tj2نسبة إلى الرؤوس  + − ( ولهذا تضي 4.12فهي نفسها ) ميرة أخير   2رب بالعيدد

. 
يبقييى الييرأس  

2

1su jv ، 1tj2ومسييافاته العرضييية نسييبة إلييى الييرؤوس  + −  فنجييد أن الحاوييية ذات اصييغر ،

v,C(u(طو  j1)/2(s+ تتكون من الدربين 

j211

2

3s2/)1s(1)/2(s1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ −−+  

j1-tts

2

)5s(2/)3s(1)/2(s2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ +++  

 اضح أن و 
1)/2s(j-t)(Pj,

2

1s
)(P 21 ++=+

−
=   

وعليه ، لكل 
2

t
,...2,3,4,j  ، فان  =

1)/2(sj-t)v,(ud j1)/2(s2 ++=+  
 كما أن 

t/2j2,)v,(ud)v,(ud 1j-t1)/2(s2j1)/2(s2 = +++  
 ولهذا فان 
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=

++−
−

=

=+

t/2

2j

1)/2(sjt
1t

2j

)v,(ud
x2x j1)/2(s2       …..(4.13) 

 ( نحصل على4.12( مع أربع مرات متعددة الحدود في )4.13وبجمع متعددة الحدود في )

)xx(4x2x
2/t

i
2

1st
j

ijs

i
2

1st

2j

j-it
t/2

2j

2/)1s(

2i

2/)1s(jt
1t

2j

)v,(ud
1s

2i

ji2  
+

+−
=

−+

+
−−

=

+

=

−

=

++−
−

=

−

=

++=  …..(4.14)  

( ونعييوأ عيين 4.14فييي )أولا( مييع متعييددة الحييدود )( 6(، )5( ،)3(، )2(،)1)وأخيييرا نجمييع متعييددات الحييدود فييي 
x);(CW s2، x);(CW t2،x);C,(uW 1t12 x);C,(vWو + 1s12 ونجييييري التبسيييييط لنحصييييل علييييى المبرهنيييية +
 ية :الآت

t>s7: إذا كان  4.4مبرهنة    وكانs  عددا فرديا وt :عددا زوجيا فان 

s2 (Cw  
−

+=

−

+=

−−+ ++++−−−+=
1t

1t/2k

k
1s

1)/2s(k

k1t1s1)/2(st/22
t x4)(tx4)(sxx2xx

2

t
6xx);C  

                        
−

= =

+

=

++

=

−+ +++
1)/2(s

2i

1)/2-2i-(s

0k

k
-5)/2-s2i(t

0k

k1)/2t(s
t/2

2k

kt1)/2(s )xx(4xx.2x  
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