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ABSTRACT 

This paper deals with the fuzzy initial value problem and how to solve a linear 

fuzzy differential equation of first order  when the initial condition is a triangle fuzzy 

number. This problem is then developed to the case  when the initial condition is a 

trapezoidal fuzzy number. The paper includes also the issue of the representation of a 

system of linear fuzzy differential equations, a more general system of  linear fuzzy 

differential equations is then proposed and the solution of this system is also given. An 

illustrative examples are given in order to consolidate the raised ideals. 

Keywords: Fuzzy , Differential Equations. 
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 الملخص

مضببة من المرتبة   يتناول هذا البحث مسألة القيمة الابتدائية المضببة وكيفية حل معادلة تفاضلية خطية 
  إلى الحالة التي عندها بشكل مثلثي. ويتم تطوير هذه المسألة  ا  مضبب ا  عندما يكون الشرط الابتدائي عدد الأولى

كما يتناول مسألة تمثيل نظام من المعادلات التفاضلية  بشكل شبه منحرف.   ا  مضبب ا  يكون الشرط الابتدائي عدد 
أيضا بعض الأمثلة  تعطىحل هذا النظام. و  فضلا عنالخطية المضببة، وتم اقتراح نظام تفاضلي أكثر عمومية 

 التوضيحية من اجل ترسيخ الأفكار المعروضة. 
 الكلمات المفتاحية : المضبب ، المعادلات التفاضلية.

  المقدمة 1.

التي لها   FDEsنظرا  لأهمية النظم الحركية المضببة وظهور الحاجة إلى المعادلات التفاضلية المضببة 
وظائف تخدم مشاكل العالم الحالي في كثير من المجالات، فقد تم تطوير حسبان التفاضل والتكامل المضبب بشكل  

عديد من العمليات والصيغ الرياضية لمعالجة  مطرَد، وكان هناك العديد من الدراسات حول هذا الموضوع وقُدّمت ال
مثل هذه الأنظمة، مما جعل هذا الموضوع يحقق تنمية سريعة، وكان أستاذ الرياضيات في جامعة بكين بالصين 

من الّذين عملوا في هذا المجال، فقد قام ليو بدراسة المعادلات التفاضلية المضببة   Liu Baoding)ليو باودينغ )
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للفرق الهازدورفي   ا  تعميم والذي يعد x = y+zبالشكل  xو yللفرق بين عددين مضببين  ةووضع صيغة جديد
DifferenceHausdorff  نموذج أسهم ليو، كما طرح نموذج الأسهم المضبب المعروف باسمs Stocks ,Liu

Model  [11]  وعرَّف العملية المضببةFuzzy Process [ ف9التي اعتمد عليها بعد ذلك الباحث ] ي تعريف
 .  Derivative of Fuzzy Process العملية المضببةمشتقة 

كيفية حل المعادلة التفاضلية   [2]يتناول هذا البحث مسألة القيمة الابتدائية المضببة، لقد بيّن الباحث 
ذا  عندما يكون الشرط الابتدائي عددا  مضببا  بشكل مثلثي، وسنحاول في هالخطية المضببة من المرتبة الأولى 

هذا البحث كما يتناول البحث تطوير هذه المسألة عندما يكون الشرط الابتدائي عددا  مضببا  بشكل شبه منحرف. 
كيفية حل نظام معين من   [9]مسألة تمثيل نظام من المعادلات التفاضلية الخطية المضببة. فقد بيّن الباحث 

المعادلات التفاضلية الخطية المضببة،  وسنقوم في هذا البحث بتطوير هذا النظام إلى نظام أكثر عمومية مع ذكر  
 بعض الأمثلة التوضيحية.

  Basic Definitions تعاريف أساسية  .2

لاحقة، ويمكن الرجوع إلى يتضمن  هذا المبحث بعض التعاريف الأساسية التي نحتاج اليها في المباحث ال
 [ للإطلاع عليها. 10,7,6,5المصادر ]

هي مجموعة    X من Fuzzy set  A المجموعة المضببةهي مجموعة شاملة، فإن  Xلتكن : [5] (1التعريف )
 Membershipدالة العضوية ، إذ إن ∋X xلجميع قيم   }=x ,A(x) ) } )Aكل الأزواج المرتبة بالشكل: 

Function  A(x)  هي درجة انتماء العنصرx  إلى المجموعة A  على النحو الآتي:  تعرَّفو 
A : X→ [0,1].  

المختارة ضمن    αر من أو تساوي بعض قيم ب[: إن مجموعة العناصر التي لها درجة انتماء أك5] (2التعريف )
ويعبَّر عن ذلك   ،Aللمجموعة  ) αcut) -α-طعوالتي تسمى ق αAمجموعة بيّنة يرمز لها  يه [0,1]الفترة 

 رياضيا  على النحو الآتي:
                                               }, α ≥: A(x)X ϵ ={xαA 

 . α  [0,1]لجميع قيم

 يُعرَّف على النحو الآتي: Aللمجموعة المضببة ((Supportالداعم إن   :[5] (3التعريف)
Supp )A  ( = {x ϵX: A(x)>0}. 

  إذا كااااااااان لكاااااااال عنصاااااااارين Convex محدبااااااااة أنهااااااااا X ماااااااان Aمضااااااااببة  يقااااااااال لمجموعااااااااة  :[5] (4التعريففففففففف)
X  ϵ  2,x1x  ولكلλ ϵ [0,1]  :يكون 

)}.2), A(x1] ≥ min { A(x2 λ)x-+ (11 A[ λx 
ماااااااع دالاااااااة الانتمااااااااء  ℝمااااااان خاااااااق الأعاااااااداد الحقيقياااااااة  Cإن المجموعاااااااة الجزئياااااااة المضاااااااببة  :[7] (5التعريفففففففف)

C(x): ℝ→[0,1]   عدداً مضبباً تسمى (Fuzzy Number) :إذا تحقق كل مما يأتي 
1 .C  هاااااااااااااي مجموعاااااااااااااة مضاااااااااااااببة اعتيادياااااااااااااةNormal أي إناااااااااااااه يوجاااااااااااااد عنصااااااااااااار ، ℝϵ 0x  إن بحياااااااااااااث            

1 =)0C(x. 
2.C  مجموعة مضببة محدبة هي. 
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3 .αC  فترة مغلقة لجميع قيم.α ϵ [0,1]  
 .Bounded يكون مقيدا   C. إن الداعم للمجموعة المضببة 4

أربعة أعداد  ب ( Trapezoidal Fuzzy Number ) Cلعدد المضبب شبه المنحرفا يُعَّرف: [10( ]6)التعريف
          وإذا كان    . Cللعدد  الداعمهي تمثل قاعدة شبه المنحرف و  [𝛾, 𝛽]إذ إن الفترة  ،   γ <a<b< β هي

= 𝛽 − 𝑏   𝑎 − 𝛾    فإن العددC    عدد مضبب شبه منحرف متناظريسمى(Symmetric Trapezoidal Fuzzy 

Number). (ودالة الانتماء للعدد المضبب شبه المنحرف 1إن المخطق البياني لهذا العدد موضح في الشكل )C 
 تُعرَّف تحليليا  على النحو الآتي:

 

C(x) = 













 

x−g

a−g
        ;      g ≤ x ≤  a 

   1           ;     a≤ x ≤ b 
b−x

b−b
        ;     b ≤  x ≤ b                   

0            ;     otherwise 

 

 

 C   منحرفالمضبب شبه العدد ال( 1شكل )ال

، إذ إن  U=(a,b,c) بالرمز(  (Triangle Fuzzy Number المضبب المثلثيللعدد نرمز : [10] (7التعريف)
يسمى عدد مضبب مثلثي  Uفان العدد  b-a=c-b . وإذا كان< b > a c, وان U للعدد هي الداعم  [a,c]الفترة

(  2إن المخطق البياني لهذا العدد موضح في الشكل)(. (Symmetric Triangle Fuzzy Number رمتناظ
 تُعرَّف تحليليا  على النحو الآتي: Uودالة الانتماء للعدد المضبب المثلثي 

U(x) = 













 

x−a

b−a
        ;      a ≤ x ≤  b 

   
c−x

c−b
        ;     b <  x ≤ c                   

0            ;     otherwise 

 

 

 U المثلثي مضبب العدد ال( 2شكل )ال

  تي:النحو الآℝ على    ف علىيعرَّ  C للعدد المضبب  α-ن قطعإ  (:1) ملاحظة

 (0,1))α ϵ  ;  } α ≥: C(x) ℝ ϵ ={xαC 
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 Space of بفضاء الأعداد المضببة  ℝℱوتسمى  ℝℱ نرمز إلى مجموعة الأعداد المضببة بالرمز: (2)ملاحظة

Fuzzy Numbers  ، من الواضح أنℝℱ   ⊂  ℝ. 

       هو زوج مرتب من الدوال  Cللعدد المضبب )α Representation)- α -تمثيل قطع  إن :[6] (8التعريف)
)] α( ) , R cαc( [L   َّإلى [0,1]الفترة  ف منكلاهما معر ℝ  :على النحو الأتي 

Lc(α ) = inf { x : x ϵ Cα },  

Rc(α ) = sup{ x : x ϵ Cα },  

 . c,R cC = [ L[بالشكل  Cوعلى ضوء ذلك يمكن كتابة العدد المضبب  .αϵ[0,1]لكل 

     Linear Fuzzy Differential Equations   :عادلات التفاضلية الخطية المضببةالم .3

بعد ظهور المنطق المضبب بدأ استخدامه في شتى المجالات الرياضية، ومن تلك المجالات المعادلات 
فقد طرح لطفي زادة للمرة الأولى بعض الأفكار الأولية لاستخدام المنطق المضبب في مجال المعادلات التفاضلية. 

وفي السنوات الأخير برزت أهمية   التفاضلية، وبعد ذلك قام باحثون بالتعمق بهذا الموضوع بشكل اكبر.  
المعادلات التفاضلية المضببة باعتبارها واحدة من أهم فروع الرياضيات الحديثة، وإن لديها تطبيقات واسعة في  
نظرية الاحتمالات، كما إنها الأداة الأساسية لتشكيل النظم الحركية المضببة، والمعادلات التفاضلية الخطية  

 . [4]ولى هي واحدة من أبسق أنواع هذه المعادلات والتي تظهر في العديد من التطبيقات المضببة من المرتبة الأ

هي عبارة عن دالة معرفة على فترة Fuzzy Process   {y(x) : x ϵ I}العملية المضببة إن :[9] (9التعريف)
 :وتعرَّف على النحو الآتي  ℝℱإلى فضاء الأعداد المضببة  Iمن الأعداد الحقيقية 

y :I→ ℝℱ  
dyأو   y'(x) ، يرمز لهاy(x) مضببةالعملية ال إن مشتقة 

dx
على النحو     α-بواسطة تمثيل قطع تعرَّف ، 

   الآتي:
y'(x, α) = [Ly'(x, α) , Ry'(x, α)],        0< α≤ 1. 

معادلة تفاضلية  تسمى ئذإذا احتوت المعادلة الرياضية على عملية مضببة مع بعض مشتقاتها عند :[9] (10التعريف)
 .Differential Equation   Fuzzyمضببة

D: ℝℱ   لتكن:  [3] (11التعريف) × ℝℱ → ℝ+ ∪  إذ إن   ℝℱ ∈ U,V وليكن   {0}

 α )](VRα )  , (VL=[  αV وα) ] (URα ) , (UL=[  αU   هازدورف مسافة فإن Hausdorff Distance  بين
 تعرّف على النحو الآتي: Vو  Uالعددين 

D(U,V) = supα∈[0,1] max{|LU(α ) – LV(α )| , |RU(α ) – RV(α )|}, 

 مسافة هازدورف تحقق الخصائص التالية:  إن
1. D(U+W ,V+W) = D(U,V),  ∀U,V,W∈ ℝℱ,  

2. D(k.U ,k.V) = |k|D(U,V),  ∀k ∈ ℝ, ∀U,V ∈ ℝℱ, 

3. D(U+V ,W+E) ≤ D(U,W) + D(V,E),   ∀U,V,W,E ∈ ℝℱ. 

 .complete metric space( يمثل فضاء متري تام D ,ℝℱوبالتالي فإن )

ℝℱ  ℝيقال أن الدالة :4] ]( 12)تعريفال → f :  دالة مضببة مستمرةهي  Fuzzy Continuous Function   عند
ε، إذا كان لكل   ℝϵ 0x  النقطة  > δيوجد    و 0 >  بحيث إن: 0
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|x − x0|< δ ⇒ D) f(x),f(x0)( < ε. 

يسمى  zفإن ،  x = y+zبحيث إن: ℝℱ  ∈ z . إذا كان هناك عددا  مضببا  ℝℱ  ∈ x,y ليكن  : [2]( 13)تعريفال
 .y- x ويرمز لذلك بالرمز y و x بين H H-Difference -فرق 

,ℝℱ  (a( فترة حقيقية والدالة a,b) لتكن : [2] (14التعريف) b) → f : وكان(a, b)  ∈0xتكون الدالة .  f  قابلة
∋ ، إذا وجد عدد 0xعند النقطة  Strongly Generalized Differentiable للاشتقاق بقوة ℝℱ)0f '(x  بحيث

 يتحقق أيٍ من الشروط الآتية:
 والغايتان:   0f(x -)0f(x- (hو x)0f(x -+h)0f (يوجد عددان h>0  لكل عدد صغير بما فيه الكفاية 1.

lim
h→0

f(x0+h)− f(x0)  

h
   =  lim

h→0

f(x0)− f(x0−h)      

h
 =  f '(x0)    

 والغايتان:   0f(x -h)-0f(x (و x)h) 0f(x -)0f+يوجد عددان h>0  لكل عدد صغير بما فيه الكفاية 2.

lim
h→0

f(x0)− f(x0+h)  

−h
   =  lim

h→0

f(x0−h)− f(x0)      

−h
 =  f '(x0)    

 والغايتان:    f(x0-h)- f(x0)و  f(x0+h)- f(x0)يوجد عددان h>0  لكل عدد صغير بما فيه الكفاية3. 

lim
h→0

f(x0+h)− f(x0)  

h
   =  lim

h→0

f(x0−h)− f(x0)      

−h
 =  f '(x0)    

 والغايتان:        f(x0)- f(x0-h)و  f(x0)- f(x0+h)يوجد عددان h>0لكل عدد صغير بما فيه الكفاية   4.

lim
h→0

f(x0)− f(x0+h)  

−h
   =  lim

h→0

f(x0)− f(x0−h)      

h
 =  f '(x0)    

,a)لتكن:  [2] (15التعريف) b) → ℝℱ  f : وليكن(a, b)  ∈0x.  مسألة القيمة الابتدائية المضببة تعرّف  
Fuzzy Initial Value Problem   :على النحو الآتي 

y'(x) = 

f(x,y) 

y(x0) = y0 



  

 . ℝℱ  ∈ 0yحيث أن 
  التكرار المتعاقب ة من الدوال  ومشتقاتها على التوالي فإن ليمتتا 'n{y{(x)و y}n{(x)إذا كانت كل من 

Successive Iterations   :يعطى بالعلاقة الآتية 
y(x0) = y0 

yn+1(x) = y0 + ∫ f
x

x0
(t,yn(t)) dt  

 كذلك
y'(x0) = y0 

y'n+1(x) = y0 – (-1) . ∫ f
x

x0
(t,y'n(t)) dt. 

  عادلات التفاضلية المضببةالمحل  .4

 كيفية حل المعادلة التفاضلية الخطية المضببة من المرتبة  الأولى  بالشكل:  [2]لقد بين الباحث 
y'(x) = ay(x) + b(x) 

y(x0) = y0 



 …(1) 

a  و  ℝحيث أن   ∈ ℝℱ ∈ 0y  والدالةℝℱ  → )1,x0x)b:أن الأعداد المضببة في المعادلة   [2]. وقد اعتبر
         مثلا  له الخاصية الآتية:  Uالتفاضلية أعداد مثلثية الشكل، وقد اعتمد على فكرة أن العدد المضبب المثلثي 
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= U(1)  LU (1) = RU (1) .فإذا رمزنا للعدد المضبب المثلثي U  بالرمزU=(a,b,c) فإن العدد ، U   تحدد
,a قيمته بالأعداد  b, c ∈ ℝإذ إن الفترة ،[a,c]  للعدد هي الداعم U   وأنb > a c >وإنه لجميع قيم ،[0,1]  

α  :فإن 
LU(α) = (b − a)α + a 

RU(α) = c − (c − b)α 

b =U(1)   =LU (1)وبالتالي يكون  = RU (1). 
 

 .موجود U,Vبين العددين المضببين المثلثين H -النتيجة الآتية تبين الشرط الكافي لكي يكون فرق 

 مثلثين بحيث إن:  عددين مضببين  U و Vليكن  :[2] (1النتيجة )
U (1) - LU(0)> 0 , RU(0)- U (1)> 0, 

RV(0)- LV(0)≤  min{ U (1) - LU(0) , RU(0)- U (1)}. 

 يكون موجودا . H U-V -فإن فرق 
 

الثوابت  للمعادلة التفاضلية  تغييرمبرهنة ( وتسمى 1لمعادلة التفاضلية المضببة )لالمبرهنة الآتية تبين كيفية حل 
  . Variation of Constants Formula for Fuzzy Differential Equations  المضببة

 فإنه توجد إحدى الحالتين الآتيتين:  (1)المعادلة التفاضلية المضببة إذا كان لدينا    :[2] (1المبرهنة )
 فإن:   a>0إذا كان 1.

y(x) = ea(x-x0) [y0 + ∫ b
x

x0
(t) . e–a(t-x0) dt]  

  (.14التعريف ) ( حسب1) دالة قابلة للاشتقاق بقوة من النوعy(x) ( وإن 1) لمعادلة التفاضلية المضببةلهو حل 
 للمقدار  H-وكان فرق    a<0إذا كان  2.

∫ (−b
x

x0
(t)) . e–a(t-x0) dt   -  y0 

 موجود فإن: 
y(x) = ea(x-x0) [y0 -∫ (−b

x

x0
(t)) . e–a(t-x0) dt]  

  (.14( حسب التعريف )2دالة قابلة للاشتقاق بقوة من النوع )y(x)  إنو  (1لمعادلة التفاضلية المضببة )لهو حل 

  بشكل شبه منحرفعندما يكون الشرط الابتدائي عدد مضبب  المضببةعادلات التفاضلية المحل  .5

ساانحاول فااي هااذا المبحااث تطااوير مسااألة  حاال المعااادلات التفاضاالية المضااببة عناادما يكااون الشاارط الابتاادائي 
,U =(a,b,γ باااالرمز U فلاااو رمزناااا للعااادد المضااابب شااابه المنحااارف .بشاااكل شااابه منحااارف ا  عااادد β) إذ إن الفتااارة       

[a- 𝛾,b+𝛽] للعدد هي الداعم U  وان ،b>aوإنه لجميع قيم ،[0,1]  α  :فان 
LU(α) = γα + a − γ 

RU(α) = b + β − βα 

بشكل شبه   V و  Uبين العددين المضببين H -النتيجة الآتية تعود للباحثة وهي تبين الشرط الكافي لكي يكون فرق 
 منحرف موجود.

 بشكل شبه منحرف بحيث إن: عددين مضببين  U و Vليكن  (:2النتيجة )
LU(1) – LU(0)> 0 , RU(0)- RU(1)> 0, 

RV(0)- LV(0)≤  min{ LU(1) – LU(0) , RU(0)- RU(1)}. 

 موجود.  H U-V -فإن فرق 
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 : شبه منحرف فإنه حسب تعريف العدد المضبب بشكل شبه منحرف يكون  عدد  Uبما أن   :البرهان
RU(1) > LU(1) 

 ليكن
U(1) = 

RU(1)+LU(1)

2
 

 وبالتالي فإن: 
RU(1) > U(1) >LU(1) 

 ولما كان
LU(1) – LU(0)> 0   , RU(0)- RU(1)> 0  

 فإن:  
U(1) – LU(0)> 0 ,  RU(0)- U(1)> 0  

 كذلك
min{ LU(1) – LU(0) , RU(0)- RU(1)}≤  min{ U(1) – LU(0) , RU(0)- U(1)} 

 ولما كان
RV(0)- LV(0)≤  min{ LU(1) – LU(0) , RU(0)- RU(1)}  

 وبالتالي فإن:  
RV(0)- LV(0)≤  min{ U(1) – LU(0) , RU(0)- U(1)} 

 موجود. U-Vبين H -( تتحقق وبالتالي فإن فرق 1أي أن شروط النتيجة )

,U=(a,b,γ مضببا  بشكل شبه منحرفعددا  Uإذا كان  ملاحظة: β)   وكانV كتابة عددا  حقيقيا  فإنه يمكن    

Vبشكل عدد شبه منحرف على النحو الاتي :V=(V,V,0,0)  فرق  وبالتالي يكون- H  بين U وV . موجود دائما 

 الآتية: المعادلة التفاضلية المضببةإذا كانت لدينا  :(1) المثال
y'(x) = -3y(x) +9 x 

y(0) = (3,4,1,1) 



 …(2) 

∫  Hللمقدار  -فإن فرق كذلك    = a-0> 3نلاحظ أن  [−b
x

x0
dt  x0) -a(t–(t)] e-  0y يكون على النحو الآتي : 

y0 - ∫ [−b
x

x0
(t)] e–a(t-x0) dt = (3,4,1,1) - ∫ (−9

x

0
t) e3t dt 

                                        = (3,4,1,1) + 3x e3x- e3x +1 

                                        = (4,5,1,1) + 3x e3x- e3x 

التفاضلية  المعادلة ( يكون حل 1، لذلك فإنه حسب المبرهنة )  xϵ x] 0∞ ,)  لجميع قيموهذا المقدار موجود 
 النحو الآتي:( على 2) المضببة

y(x) = e-3x [(4,5,1,1) + 3x e3x- e3x]. 

 ( سيكون العدد المضبب شبه المنحرف 2فإن حل المعادلة التفاضلية المضببة ) x = -1نلاحظ انه عندما تكون 

y(-1) =(76.342, 96.427, 1, 1) وعندما تكون ،x = 0 ( سيكون العدد  2فإن حل المعادلة التفاضلية المضببة )
فإن حل   x = 1وهي القيمة الابتدائية نفسها المعطاة في المثال، أما عندما تكون y(0) = (3,4,1,1) المضبب 

ونترك للقارئ مسألة  . y(1) =(2.199, 2.248, 1, 1)( سيكون العدد المضبب 2المعادلة التفاضلية المضببة )
 علما  أنه حسب علمنا لا توجد طريقة معروفة لرسم مثل هكذا دوال.  رسم الحل، 

   System of Linear Fuzzy Differential Equationsعادلات التفاضلية الخطية المضببةنظام الم .6

 لنفرض أن لدينا نظام المعادلات الخطية المضببة الآتي:



 زياد الكاتبباسل يونس ذنون  و أسماء  
 

 

20 

AX =Y  …(3) 

ijA=[a، 1[ حيث أن مصفوفة المعاملات ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ n   وأن  ،هي مصفوفة اعتياديةi  y وix ، 1 ≤ i ≤ n   هي
   .أعداد مضببة

 حيث أن: = t)n,…,x2,x1(x  X إن متجه الأعداد المضببة :[8] (16التعريف)
xj =(Lxj

(α) ,Rxj
(α) ) ,1≤j≤n , 0<α≤ 1 

 ( إذا كان: 3يسمى حل النظام الخطي المضبب )
L∑ aij xjn

j=1
 = ∑ Laij xj

n
j=1  = Lyi 

 و
R∑ aij xjn

j=1
 = ∑ Raij xj

n
j=1  = Ryi 

 (.8معرَّفة في التعريف ) Rو   L، حيث أن i≤n≥1لجميع قيم 
 :[1]الآتي على النحو  2n× 2n ( على النظام الخطي الاعتيادي بسعة3يمكن أن نحصل من النظام الخطي )

(
S1      S2

S2      S1 
) (

LX

RX
) = (

LY

RY
)  …(4) 

 حيث أن
(LX, RX)t = (Lx1, Lx2, … , Lxn, Rx1, Rx2, … , Rxn)t, 

(LY, RY)t = (Ly1, Ly2, … , Lyn, Ry1, Ry2, … , Ryn)t 

 تحدد قيمتها على النحو الآتي: ij sوالعناصر
 فإن:   ija  ≤ 0إذا كانت 

sij = si+n,j+n = aij 

 فإن:  ija > 0وإذا كانت 
si+n,j = si,j+n = aij 

S1 تساوي صفر، بحيث أن مصفوفة المعاملات  ij sوباقي قيم + S2.A =  

 إذا كان لدينا النظام  الآتي:  :[9]  (17التعريف)
Y'(x) = AY'(x) + 

BY(x) 

Y(0) =Y0 




 …(5) 

متغير اعتيادي، والشرط  x، والمتغير المستقل n×nمصفوفتان اعتياديتان بسعة  Bو Aحيث أن المصفوفتان 
بنظام المعادلات التفاضلية الخطية ( 5هو متجه من الأعداد المضببة، عندها يسمى النظام ) 0Yالابتدائي 
 المضببة. 

  عادلات التفاضلية الخطية المضببةحل نظام الم 7.

( وسنقوم في هذا البحث بتطوير النظام 5كيفية حل نظام المعادلات التفاضلية المضببة ) [9]لقد بين الباحث 
 السابق الى النظام الآتي: 

Y'(x) = AY'(x) + 

BY(x).xr 

Y(0) =Y0 




 …(6) 

rحيث   ∈ ℝ ،r≥0   وعلى النحو الآتي: [9]سنقوم بحل النظام الجديد بالاستفادة من الطريقة المقترحة فيكما 
 على النحو الآتي:  2n×2nبسعة   TوS  نعرّف المصفوفتان 
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 فإن:   ija  ≤ 0 إذا كانت
sij = si+n,j+n = aij 

 فإن:  ija > 0وإذا كانت 
si+n,j = si,j+n = aij 

 فإن:  ijb  ≤ 0كذلك إذا كانت 
tij = ti+n,j+n = bij 

 فإن:   ijb > 0وإذا كانت 
ti+n,j = ti,j+n = bij 

1،لجميع قيم ≤ i, j ≤ n   وباقي قيمijt  وij s ( إلى  6تساوي صفر وباستخدام خواص المصفوفات نحول النظام )
 على النحو الآتي:  2n×2n نظام خطي بسعة

IY'(x,α) = SY'(x,α) + TY(x,α) .xr
 
 

 وبالتالي نحصل على النظام الآتي:
(I-S)Y'(x,α) = TY(x,α) 

.xr
 , 

Y(0,α) =Y0. 



 …(7) 

 : وأن 2n  ×2nبسعة  ijT=[t[ و s]=ijS[( والمصفوفتان  Identity المصفوفة الأحادية I (أنحيث 

Y'(x,α) = 

[
 
 
 
 
 
 
Ly1

′ (x, α)

⋮
Ly𝑛

′ (x, α)

Ry1
′ (x, α)

⋮
Ry𝑛

′ (x, α)]
 
 
 
 
 
 

 , Y(x,α) =  

[
 
 
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

⋮
Ly𝑛

(x, α)

Ry1
(x, α)

⋮
Ry𝑛

(x, α)]
 
 
 
 
 
 

 , Y0 = 

[
 
 
 
 
 
 
Ly01

(0, α)

⋮
Ly0𝑛

(0, α)

Ry01
(0, α)

⋮
Ry0𝑛

(0, α)]
 
 
 
 
 
 

 ,  

 )لها معكوس( نحصل على مايلي:  Nonsingularغير مفردة  (I-S) المصفوفةإذا كانت ف
Y'(x,α) = MY(x,α) .xr

 

, 

Y(0,α) =Y0. 



 …(8) 

 حيث أن 
M = (I-S)-1T. 

 =M W.وبالتالي إذا كانت 
1

r+1
 ( يكون على النحو الآتي:8فإن حل نظام المعادلات التفاضلية )  

Y(x,α) = exp(xr+1W).Y0 

باستخدام صيغة متسلسلة   Wللمصفوفة   (exponential function)قيمة الدالة الأسية حيث أنه يمكن حساب 
 تايلور للمصفوفات على النحو الآتي:

exp(xr+1W) = I + xr+1W + 
x2r+2 

2!
W2  + 

x3r+3 

3!
W3  +….  …(9) 

(،  9من حدود المتسلسلة ) mوبعدد محدد  xويمكن الحصول على قيمة تقريبية للحل عند قيمة معلومة للمتغير 
 ( على النحو الآتي:8ويكون الحل التقريبي للنظام )

Y(x, α) ≈ Km Y0(0, α)  …(10) 

 حيث أن:
Km = I + xr+1W + 

x2r+2 

2!
W2   +….+ 

xmr+m 

m!
Wm. 

 إذا كان لدينا النظام التفاضلي الآتي:  (:2المثال )
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Y'(x) = AY'(x) + 

BY(x).x2 

Y(0) =Y0 



 …(11) 

] حيث أن
 3     0
−1    2 

]A =  و[
1        2 
0  − 1 

] B = 01: والقيم الابتدائية هي الأعداد المضببة y و3"تقريبا  يكافئ "  

02 y المصفوفتاننحسب  (11النظام )لحل ". 2"تقريبا  يكافئ S  و T :على النحو الآتي 

S =[

  3      0      0       0
   0      2  − 1      0 
  0      0      3       0
−1     0       0      2 

 ] , T = [

1     2     0      0
0     0     0 − 1
0     0     1      2
 0 − 1    0      0 

] 

 يلي: ( نحصل على ما 7وباستخدام المعادلة )

[

−2     0     0     0
   0 − 1     1     0
   0     0 − 2     0
   1     0     0 − 1

 ]  

[
 
 
 
 
Ly1

′ (x, α)

Ly2
′ (x, α)

 Ry1
′ (x, α)

 Ry2
′ (x, α)]

 
 
 
 

 = x2. [

1     2     0      0
0     0     0 − 1
0     0     1      2
 0 − 1    0      0 

]  

[
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

Ly2
(x, α)

 Ry1
(x, α)

 Ry2
(x, α)]

 
 
 
 

 

 على النحو الآتي: (I-S) نحسب معكوس المصفوفة  M إيجاد المصفوفة ومن اجل 

(I-S)-1 = 

[
 
 
 
 
 
−1

2
0 0 0

0 −1
−1

2
0

0 0
−1

2
0

−1

2
0 0 −1]

 
 
 
 
 

  ,  M = (I-S)-1T = 

[
 
 
 
 
 
−1

2
−1 0 0

0 0
−1

2
0

0 0
−1

2
−1

−1

2
0 0 0 ]

 
 
 
 
 

 

 النظام التفاضلي الآتي: نحصل على وبالتالي 

[
 
 
 
 
Ly1

′ (x, α)

Ly2
′ (x, α)

 Ry1
′ (x, α)

 Ry2
′ (x, α)]

 
 
 
 

 = x2 

[
 
 
 
 
 
−1

2
−1 0 0

0 0
−1

2
0

0 0
−1

2
−1

−1

2
0 0 0 ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

Ly2
(x, α)

 Ry1
(x, α)

 Ry2
(x, α)]

 
 
 
 

 

 للعددين المضببين  α -تمثيل قطعفإن "، 2"تقريبا  تكافئ y 02" و3"تقريبا  تكافئ y 01: ولما كانت القيم الابتدائية 
01y   02 وy :يكون على النحو الآتي 

y01 = y1(0,α) = (2+α ,4-α) 

y02 = y2(0,α) = (1+α ,3-α) 

 وكذلك:    r=2وحيث أن 

W = 
1

3
.M = 

[
 
 
 
 
 
−1

6

−1

3
0 0

0 0
−1

6
0

0 0
−1

6

−1

3
−1

6
0 0 0 ]

 
 
 
 
 

 

 على النحو الآتي:  x=  0.8تكون  ( يمكن الحصول على قيمة تقريبية للحل عندما10وباستخدام المعادلة )
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[
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

Ly2
(x, α)

 Ry1
(x, α)

 Ry2
(x, α)]

 
 
 
 

 ≈ Km [

2 + α
1 + α
 4 − α
 3 − α

]       

 فإن: m=1فعندما 

K1 = I + x3W = [

0.92 −0.17 0 0
0 1 −0.08 0
0 0 0.92 —0.17

−0.08 0 0 1

] 

 ( على النحو الآتي:11وبالتالي يكون الحل التقريبي للنظام ) 

[
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

Ly2
(x, α)

 Ry1
(x, α)

 Ry2
(x, α)]

 
 
 
 

≈ K1 [

2 + α
1 + α
 4 − α
 3 − α

]  =[

1.67 + 0.75α
0.68 + 1.08α
 3.17 − 0.75α
 2.84 − 1.08α

]   

y1(0.8,α) = (1.67 + 0.75α , 3.17 − 0.75α) 

y2(0.8,α) = (0.68 + 1.08α , 2.84 − 1.08α). 

 .m=1و  x=  0.8عندما      2yو  y 1(، أي قيمة المتغيرين11( يبين حل النظام التفاضلي )3والشكل )

  
 2yالمثلثي مضبب العدد ال( b-3شكل )ال 1yالمثلثي مضبب العدد ال( a-3شكل )ال

 فإن:  m=2وعندما 

K2 = I + x3W + 
x6 

2!
W2  = [

0.9236 −0.1628 0.0072 0
0 1 −0.0764 0.0072

0.0072 0 0.9236 −0.1628
−0.0764 0.0072 0 1

] 

 ( على النحو الآتي:  11وبالتالي يكون الحل التقريبي للنظام ) 

[
 
 
 
 
Ly1

(x, α)

Ly2
(x, α)

 Ry1
(x, α)

 Ry2
(x, α)]

 
 
 
 

 ≈ K2 [

2 + α
1 + α
 4 − α
 3 − α

]  =[

1.7132 + 0.7536α
0.716 + 1.0692α

 3.2204 − 0.7536α
 2.8544 − 1.0692α

]   

y1(0.8,α) = (1.7132 + 0.7536α , 3.2204 − 0.7536α) 

y2(0.8,α) = (0.716 + 1.0692α, 2.8544 − 1.0692α). 

 . m=2و x=  0.8عندما      2yو  y 1(، أي قيمة المتغيرين11( يبين حل النظام التفاضلي )4والشكل )
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 2yالمثلثي مضبب العدد ال( b-4شكل )ال 1yالمثلثي مضبب العدد ال( a-4شكل )ال

النحو كانت على    m=1 في الحالة الأولى عندما   2yو  y 1نلاحظ في نتيجة الحل أن قيمة المتغيرين
في الحالة الثانية      2yو  y 1، في حين أن قيمة المتغيرين"1.76يكافئ "تقريبا  y 2" و2.42 "تقريبا يكافئ y 1:الآتي

، وهذا يدلّ على  "1.7852 "تقريبا يكافئ y 2" و2.4668 يكافئ "تقريبا y 1كانت على النحو الآتي:  m=2عندما 
 دقة. ( كانت النتائج أكثر 9أنه كلّما زاد عدد حدود المتسلسلة )

    Discussion مناقشة .8

من اجل مقارنة النظام التفاضلي المضبب مع النظام التفاضلي الاعتيادي، سنذكر في أدناه خطوات حل  
 و   y 01= 3   :( في حالة كون القيم الابتدائية أعداد اعتيادية )غير مضببة(2المثال)( في 11النظام التفاضلي )

= 202.y  0.8في هذه الحالة سيكون حل هذا النظام عندما تكون  =x  :على النحو الآتي   
Y'(x) = AY'(x) + BY(x).x2 

(I-A)Y'(x) = BY(x) .x2
  

Y'(x) = (I-A)-1.BY(x) .x2
  

C = (I-A)-1.B  = [
−0.5 0
−0.5 −1

] 

 وبالتالي نحصل على النظام التفاضلي الاعتيادي الآتي:
[
y1

′ (x)

y2
′ (x)

] = x2 [
−0.5 0
−0.5 −1

] [
y1(x)

y2(x)
]  …(12) 

 = C D. وبالتالي إذا كانت
1

3
 ( يكون على النحو الآتي:12فإن حل نظام المعادلات التفاضلية )  

Y(x) = exp(x3D).Y0 

 فإن: m=1فعندما 
K1 = I + x3D = [

0.9151 −0.17
−0.0849 1

] 

 ( على النحو الآتي:12وبالتالي يكون الحل التقريبي للنظام ) 
 [
y1(x)

y2(x)
] ≈ K1  [

3
2
]  =[

2.4053
1.7453

]   

y1(0.8) =2.4053 ،  y2(0.8) = 1.7453 

 فإن:  m=2وعندما 
K2 = I + x3D + 

x6 

2!
 D 2  = [

0.9259 −0.1628
−0.0813 1.0072

] 

 ( على النحو الآتي:  12للنظام )وبالتالي يكون الحل التقريبي  
[
y1(x)

y2(x)
] ≈ K2  [

3
2
]  =[

2.4521
1.7705

]   

y1(0.8) =2.4521 ،  y2(0.8) = 1.7705. 
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 . x=  0.8 ( عندما تكون 11والجدول الآتي يوضح المقارنة بين الحلين الاعتيادي والمضبب للنظام التفاضلي )
 (11للنظام التفاضلي )(: مقارنة بين الحلين الاعتيادي والمضبب 1الجدول )

 الحل المضبب الحل الاعتيادي
 m=2عندما  m=1عندما  m=2عندما  m=1عندما 
2.4053(0.8) =1y 2.4521(0.8) =1y (0.8)= 1y 

"about 2.42" 
(0.8)=1y 

"about 2.4668" 
1.7453(0.8) = 2y 1.7705(0.8) = 2y (0.8) =2y 

"about 1.76" 
(0.8) =2y 

"about 1.7852" 
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