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ABSTRACT 
This paper deals with the numerical solution for Sine-Gordon system in two 

dimensions using two finite difference methods the (ADE) and (ADI) methods .A 

comparison between the two methods has been done and we have obtained that the 

(ADE) method is the easer while the (ADI) method is more accurate than the (ADE) 

method. We also studied the stability analysis for each method by using Fourier (Von 

Neumann) method and we have obtained that the (ADI) method is unconditionally 

stable while the (ADE) method is stable under the condition 
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c
r   and  
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12 r   

where 
2c  is the ratio of the waves speed  u , w and ( ) ( )222 xtr = .   
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 الملخص

فااااد نعاااا يا ناساااات  ام طااااري ت ا مااااا  طرا اااا   Sine-Gordonيتناااااوا ااااا ا ال حااااي الحاااال العاااا    لن ااااام 
وق  تم عمل م ارنة ب ا نتا ج كلتا الطري ت ا وقا  تيا ا  (ADI)وطري ة الا  (ADE)الفروقات المنتهية اما طري ة الا 

ا  ا  ADEأن طري اة الا تاام  راساة تحل اال ااسات رارية ل لتااا كماا  اااد اه     ADIاااد اهساهل فااد نا ا أن طري ااة الا
ا  Fourier (Von Neumann)الطاري ت ا ناسات  ام طري اة  مسات ر  با ون طاري فاد نا ا  ADIوتيا ا أن طري اة الا

ا  فت ااااون مساااات ر  تحاااا  ال ااااري ADE أن طري ااااة الاااا
2

12 r و
2

2

2

1

c
r   2ن ااااي أنc  عة اااااد نساااا ة ساااار

)و wو uالموجت ا  ) ( )222 xtr =  
 

 . Sine-Gordonطرا   الفروقات المنتهية , ن ام  الكلمات المفتاحية:
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 المقدمة: .1

إن الع يااا  ماااا النمااااية الرياضاااية ومنهاااا المعاااا ات التفاضااالية اللو ياااة  م اااا أن تسااات  م لوصااا  نعااا  
ريااان الموا االأ واهن مااة ال هروا يااة و أن طري ااة الفروقااات المنتهيااة اهن مااة فااد الف وياااك و ال يمياااك و علااوم الحيااا  وج

(Finite Differences Method   اااد اهك ااار اساات  اما وطااا وعا وو اا ل تف ااا لد لحاال صاااي  م تلفااة لهااا  )
المعااا ات ويلاال نااالللوك إلااك تحوياال كاال معا لااة تفاضاالية إلااك معا لااة جيريااة قابلااة للتطي اا  علااك جااوك محاا   مااا 

 [1] لمتضما نل المعا لة التفاضلية الملاا ا
الحااال العااا    للمعا لاااة التفاضااالية اللو ياااة ااااو إ لاااا  نااال المعاااا ات التفاضااالية اللو ياااة ناااالتعوي  عاااا المعا لاااة  

إي أن طري اة ت رياا الفروقاات المنتهياة تعاوا عاا الم ات ات اللو ياة نالفروقاات  التفاضلية نمعا لة ت رييية ثم نلها،
 [2]   رب نل المعا لة التفاضلية اللو ية نحل معا لة الفروقات المنتهية المنتهية وعليه 

فااد الع اارينيات بوصاافها  Klein and Gordonمااا قياال العااالم ا   Klein-Gordonوضااع  المعا لااة         
)، إي أن Kruskalعل هااا العااالم  Gordon-Sineوأوا مااا أطلاا  اساام  ،نمويجااا لمعا لااة الموجااة ال خطيااة )txu , 
 [1]  تم ل  ور  ال   ة اليلورية Sineوأنّ  الة ألا  xتم ل إزانة ال رات ناتلا  المحور 

( السلوك الع    للت طيلأ ال ابل للت امال التاام و 1996) عام Ablowitz, Herbst and Schoberو رس كل ما 
انه  سمح لقيم ابت ا ية مع نة نع م ااست رار علاك طا ل ت با نات فاد  ، إي ب نوا Sine-Gordonالمضاع  لمعا لة 

قياس ال   ة ول   أوضحوا ك لل طييعة ع م ااست رارية ما خا ا ال حاي التحل لاد الما عوم نالتلاارب الع   اة ، إي 
 Xiaown Lu)قام  [4] ( للمسألة الطيفية ال طية المراف ة Perturbation Analysisاست  موا تحل ل الإزعاة )

and Rudolf Schmid( عام )ب راسة ن ام معا ات 1998 )Sine-Gordon  إي است  م طري ةSymplectic 

Integration  لحسااااب تول ااا  الموجاااات المنفااار   فاااد من وماااةSine-Gordon  وتيااا ا أن اااا   ال وارزمياااات تعاااالج
 Jesus Adrian and Espinolaكماا  رس  [9] الينااك العاام وااسات رار التيولاوجد للموجاات المنفار   ن ا ل ج ا  

Rocha ( 2000عام)  تحويل من ومةKlein-Gordon  ما من ومة معا ات تفاضلية جو ية إلك ن ام  يناامي د
فااد ااا ا   Homoclinic [7]و heteroclinicوتاام الح ااوا علااك نعاا  الحلااوا المم نااة، منهااا مااا يتعلاا  نحلااوا 

فاد نعاا يا ناسات  ام طااري ت ا  Sine-Gordonت الفروقااات المنتهياة لن ااام ال حاي ساون ن ااوم بتطي ا  طري ااة ت ري اا
 Alternatingو Alternating Direction Explicit Method (ADE) ماا الطرا اا  الع   ااة امااا طري ااة

Direction Implicit Method (ADI)  كماا سان وم ب راساة اسات رارية الحال العا    ل ال ماا الطاري ت ا والم ارناة
 ب نهما 

 النموذج الرياضي: .2

 :  [8]فد نع يا   ون نال  ل الآتد   Sine-Gordonإن ن ام  
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20علك المنط ة المستط لة   x، 20  y   إي أنu تعرن عن  ال روي اابت ا ية: 
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( ) ( )yxfyxu ,0,, = , 
( )

0
0,,

=




t

yxu    , 2,0  yx    

 تعرن نال ري اابت ا د: wو
( ) ( )yxgyxw ,0,, = ,  

( )
0

,,
=





t

oyxw
,  2,0  yx  

  0tا  عن م u ,0=w=0وال ري الح و  :  

 :Sine-Gordonلنظام   Alternating Direction Explicit (ADE)اشتقاق صيغة طريقة الـ . 3

)تعرن الإن اثيات  )tyx  علك ن اي ال   ة نال  ل الآتد:  ,,
nhx = ,  mky = ,  pzt = ,  Mmn ,.....,2,1, = ,  Np ,.....,2,1=  

MNإي أن   tzاد أع ا  صحيحة  و   , =, yk =, xh =  [5  ] 
 علك ال   ة ت ون نال  ل الآتد:   ,uwوعليه فإنّ ن اي  

( ) pmnupzmknhu ,,,, = 
( ) pmnwpzmknhw ,,,, = 

)وال انياااة لل الاااة  اهولاااكإن الت رياااا العااا    للم ااات ات اللو ياااة  )u  إلاااكنالنسااا ة ( )x و( )t  والتاااد ن ااالنا عل هاااا
 :[3] ناست  ام مف وك تايلر اد كما يلد
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 (    ح:1فإن الن ام ) wو u( نالنس ة للمتغ ريا 5( و)4وواست  ام المعا لت ا )
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+−=
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h
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   ( ) ( ) pmnpmnpmnpmnpmn uruwuzu ,,

2

1,,,,,,

22

1,, 42sin −+−−−= −+   
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( )pmnpmnpmnpmn uuuur ,1,,1,,,1,,1

2

−+−+ ++++           …(6)  

( ) ( ) pmnpmnpmnpmnpmn wrcwwuzw ,,

22

1,,,,,,

2

1,, 42sin −+−−= −+  

                                                ( )pmnpmnpmnpmn wwwwrc ,1,,1,,,1,,1

22

−+−+ ++++          …(7)          
ا 7( و)6إن المعاا لت ا ) ن نا   أنهماا تحتاجاان إلاك تاوفر    Sine-Gordonلن اام  ADE( اماا صايغة طري اة الاا

ppس  ن اي  فد المستو   ,1−  
( 7و) (6فاااد المعاااا لت ا ) p=1هجااال نسااااب القااايم  لاااا أن نلااا  قااايم الن ااااي فاااد المساااتو  ال ااااند،نعوا عاااا 

 فنح ل علك:
( ) ( ) 1,,

2

0,,1,,1,,

22

2,, 42sin mnmnmnmnmn uruwuzu −+−−−=   
                                                           ( )1,1,1,1,1,,11,,1

2

−+−+ ++++ mnmnmnmn uuuur             …(8) 

( ) ( ) 1,,

22

0,,1,,1,,

2

2,, 42sin mnmnmnmnmn wrcwwuzw −+−−=  

  

                ( )1,1,1,1,1,,11,,1

22

−+−+ ++++ mnmnmnmn wwwwrc                ...(9) 
 

 وواست  ام الفروقات المركوية فد تطي   ال روي اابت ا ية نح ل علك: 
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ww
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ww
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                …(11) 

 ( ووالترت ا ينتج: 9و) (8( فد المعا لت ا )11( و)10ووتعوي  المعا لت ا )
( ) ( ) 1,,

2

1,,1,,

22

2,, 42sin
2

1
mnmnmnmn urwuzu −+−−=   

( )1,1,1,1,1,,11,,1

2

−+−+ ++++ mnmnmnmn uuuur         …(12)  

( ) ( ) 1,,

22

1,,1,,

2

2,, 42sin
2

1
mnmnmnmn wrcwuzw −+−=  

( )1,1,1,1,1,,11,,1

22

−+−+ ++++ mnmnmnmn wwwwrc          …(13) 

 : Sine-Gordonلنظام  Alternating Direction Implicit (ADI). اشتقاق صيغة طريقة  4

، واااااد [10] 1955 عااااام (Rachford( و)Peacemanااااا   الطري ااااة تاااام تطويراااااا مااااا قياااال العااااالم ا ) 
ت ري اات الفروقاات ت مل الطري ة تعاقا خطوت ا م تلفت ا ما  تتطلا خونا قل ً  فد الحاس ة كما أنها طري ة  قي ة 

  المنتهية فد نع يا 
 xمعا لة الفروقات المنتهياة ت تاا ن ايغة كمياات فاد مساتوي ا ماا مساتويات   ADIفد ت ريا طري ة الا 

وو اا ل عااام فااإنّ ت ااريي ا مااا ت ري ااات الفروقااات المنتهيااة اساات  م  نالتعاقااا، اناا اا لحساااب الت اا م مااا المسااتو  
1−p 1لمسااتو  إلاك ا+p   وال اااند لحسااب الت اا م مااا المساتوp   2إلااك المسااتو+p   فاد ااا   الطري ااة كاال

ت ااا   xركااة فااد ااتلااا  ، ففااد ال طااو  اهولااك الحyو xمااا ال طااوت ا ت اامل الحركااة فااد كاال مااا ااتلاااا ا 
ت اا   xت ا  ن  ل صريح، أما فد ال طو  ال انية فإنّ الحركة نااتلاا   yضمنياً فد ن ا الحركة فد ااتلا  

 [11])[، 6،] [5ت ا  ضمنياً  )] yن  ل صريح والحركة نااتلا  



  في بعدين Sine-Gordonالحل العددي وتحليل الاستقرارية لنظام  
 

 

17 

ناساتي اا  p+1إلاك المساتو   p−1فد ال طو  اهولك  م اا تم  ال الحركاة ماا المساتو  
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  بت رياا

 واستي اا p+1الفروقات المنتهية الضمنية عن  المستو  
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   بت رياا الفروقاات المنتهياة ال اريحة عنا

 -وكما  أتد: p−1 المستو  
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( ) ( ) ( )pmnpmnpmnpmnpmn wuzuurur ,,,,

22

1,,11,,1

2

1,,

2 sin21 −−=+−+ +−+++   

( ) ( ) pmnpmnpmnpmn uuurur ,,1,1,1,1,

2

1,,

2 221 ++++− −−−+−       …(14) 

( ) ( ) ( )pmnpmnpmnpmnpmn wuzwwrcwrc ,,,,

2

1,,11,,1

22

1,,

22 sin21 −=+−+ +−+++   
                               ( ) ( ) pmnpmnpmnpmn wwwrcwrc ,,1,1,1,1,

22

1,,

22 221 ++++− −−−+−         …(15) 

اا )15و) (14المعااا ات)  p+1أمااا نالنساا ة للن اااي فااد المسااتو   ،Gordon-Sineلن ااام  ADI)( تم اال صاايغة ألا
  pوالمستو   p−1فل ينا ث ث ن اي ملهولة فد ن ا أن ل ينا أرولأ ن اي معلومة فد المستو  

لحسانات نحتاة إلك إ لا  الحسانات فد المستو  ال اند وسون نست  م ت ريا الفروقاات اهمامياة وللي ك فد إ لا  ا
=0لل ري اابت ا د 
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w لإ لا  المستو  ال اند 
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ww mnmn      1,,2,, mnmn ww =       

 ( ت وّن ن ام جير  ث ثد اهقطار 15و) (14) المعا ات
AX=B 

VX=C 
 -ال روي الح و  ة فد المعا لة اهولك واهخ ر  وكما  أتد:

         01,, =+pmMu   1,,01 و =+pmu 
01,, =+pmMw          1,,01   و =+pmw 

ناساااتي اا  p+2إلاااك المساااتو   pأماااا فاااد ال طاااو  ال انياااة فتم ااال الحركاااة ماااا المساااتو  
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x

u
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w



  بت رياااا

واسااتي اا  pالفروقااات المنتهيااة ال ااريحة عنااا  المسااتو  
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   بت ريااا الفروقاااات المنتهيااة الضاامنية عنااا

 -وكما  أتد : p+2المستو  
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( ) ( ) ( )pmnpmnpmnpmnpmn wuzuurur ,,,,
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2,1,2,1,

2

2,,

2 sin21 −−=+−+ +−+++                                                     

                                       ( ) ( ) 1,,,,1,,1

2

,,

2 221 +−+ ++++− pmnpmnpmnpmn uuurur       …(16) 
( ) ( ) ( )pmnpmnpmnpmnpmn wuzwwrcwrc ,,,,

2

2,1,2,1,

22

2,,

22 sin21 −=+−+ +−+++   
 …(17)    ( ) ( ) 1,,,,1,,1

22

,,

22 221 +−+ ++++− pmnpmnpmnpmn wwwrcwrc   
 

 p+2  ،أما نالنسا ة للن ااي فاد المساتو   Gordon-Sineلن ام  ADI)( تم ل صيغة ألا )17و) (16) المعا ات
  pو p+1وأرولأ ن اي معلومة فد المستوي ا  p+2فل ينا ث ث ن اي غ ر معروفة فد المستو  

 ( ت وّن ك لل ن ام جير  ث ثد اهقطار 17و) (16) المعا ات
AX=B 

VX=C 
 -ال روي الح و  ة تست  م فد المعا لة اهولك واهخ ر  فحسا وكما  أتد:

02,, =+pMnu           02,1 و, =+pnu 
        02,, =+pMnw   02,1و, =+pnw 

 باستخدام طريقة Sine-Gordonلنظام  (ADE). تحليل الاستقرارية لطريقة الـ 5
 Fourier (Von-Neumann) 

)إن المياااا أ العااااام لهاااا   الطري ااااة اااااو اسااااتي اا الحاااال نطري ااااة الفروقااااات المنتهيااااة عناااا  الااااوما  )t نالم اااا ار  

mkinhipmkinhip eeee    i=−1ن ي أن  ,
0,0,0,,,,,, ====== tzykxhpztmkynhx 

( ) kminhipkminhipzkminhipz

pmn eeeeeeeeu  ===,, 
[(6 ،]([11] 

ا 1علاك الن اام ) Von-Neumannلتطي ا  طري اة    ADE( ن اوم نإامااا الحا  ال خطاد مناه وواسات  ام طري اة الا
 نح ل علك:

( ) pmnpmnpmn uruu ,,

2

1,,1,, 42−+−= −+ ( )pmnpmnpmnpmn uuuur ,1,,1,,,1,,1

2

−+−+ ++++            …(18) 

( ) pmnpmnpmn wrcww ,,

22

1,,1,, 42−+−= −+ ( )pmnpmnpmnpmn wwwwrc ,1,,1,,,1,,1

22

−+−+ ++++  …(19)  

mkinhipوواالتعوي  عاا

pmn

mkinhip

pmn eeweeu   == ,,,, ( ووالترت اا 19( و)18فاد المعاا لت ا )        ,
 نح ل علك:
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( ) mkinhipmkinhipmkinhip eereeee   211 42−+−= −+  
                    ( ) ( ) ( )( kminhipmkihnipmkihnip eeeeeer 1112 +−+ +++   ( ) )kminhip ee 1−+    

( ) mkinhipmkinhipmkinhip eecreeee   2211 42−+−= −+

    

                          
( ) ( ) ( )( kminhipmkihnipmkihnip eeeeeerc 11122 +−+ +++   ( ) )kminhip ee 1−+    

mkinhipوو سمة المعا لت ا أع   علك   ee  وmkinhip ee  :ووالترت ا ينتج 
( ) ( )kikihihi eeeerr  −−− ++++−+−= 221 42 
( ) ( )kikihihi eeeercrc  −−− ++++−+−= 22221 42 

( ) ( ) ( )( )khrr 



cos2cos242

1 22
2

++−=
+

   

( ) ( ) ( )( )khrcrc 



cos2cos242

1 2222
2

++−=
+

 

















−+








−+−=

+

2
sin21

2
sin21242

1 2222
2 kh

rr





 

















−+








−+−=

+

2
sin21

2
sin21242

1 222222
2 kh

rcrc





 

















−







−=

+

2
sin2

2
sin212

1 2222
2 k

r
h

r





 

















−







−=

+

2
sin2

2
sin212

1 222222
2 k

rc
h

rc





 

A2
12

=
+




 

B2
12

=
+




 

 إي أنّ 

















−







−=

2
sin2

2
sin21 2222 k

r
h

rA
 

















−







−=

2
sin2

2
sin21 222222 k

rc
h

rc


B 

0122 =+− A 
0122 =+−  B 

                                                                                                              أو
1−= AA 
1−= BB 

 ووالترت ا  1Bو  1Aأن ت ون ما الضرور   1و 1ل د ت ون 

 1
2

sin2
2

sin21 2222 







−







−

k
r

h
r


                                                                  …(20) 
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 1
2

sin2
2

sin21 222222 







−







−

k
rc

h
rc


                …(21) 

 (20وأخ  المت اينة )و 

1
2

sin2
2

sin211 2222 







−







−−

k
r

h
r

 

 -ووأخ  الطرن اه ما للمت اينة نح ل علك:

1
2

sin2
2

sin21 2222 







−







−

k
r

h
r

 

0
2

sin
2

sin2 222 















+







−

kh
r

 

0
2

sin
2

sin 222 















+






 kh
r

 

 

1  ون  و ل ع  قيم 
2

sin 2 =






 h 1و
2

sin 2 =






 k 

02 r 
 -ووأخ  الطرن اه سر للمت اينة نح ل علك :   وا ا صحيح  ا ما









−







−−

2
sin2

2
sin211 2222 k

r
h

r
 

















+







−−

2
sin

2
sin22 222 kh

r
 

1
2

sin
2

sin 222 















+






 kh
r

 









+









2
sin

2
sin

1

22

2

kh
r


 









+









2
sin

2
sin

1

22
2

2

khh

z


 









+









2
sin

2
sin 22

2
2

kh

h
z


 

 ت ون مست ر  تح  ال ري وعليه فإنّ الطري ة

2

2
2 h

z  

 ( فنح ل علك 21وونفس اهسلوب  لرى علك المت اينة )
022 rc 
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 وعليه فإنّ الطري ة ت ون مست ر  تح  ال ري

2

2
2

2c

h
z  

 

  طريقة باستخدام  Sine-Gordonلنظام  (ADI). تحليل الاستقرارية لطريقة الـ  6
  Fourier(Von-Neumann): 

اااا  إلااااك المسااااتوى  p−1، أ  الحركااااة مااااا المسااااتوى ADIساااان وم أوا ب راسااااة اساااات رارية ال طااااو  اهولااااك لطري ااااة الا
1+p[(6 ،]([11]  وواست  ام طري ة الا ADI  ( نع  إاماا الح  ال خطد منه نح ل علك:1للن ام ) 

( ) ( )=+−+ +−+++ 1,,11,,1

2

1,,

221 pmnpmnpmn uurur 
( ) ( ) pmnpmnpmnpmn uuurur ,,1,1,1,1,

2

1,,

2 221 ++++− −−−+−(22)…                  
( ) ( )=+−+ +−+++ 1,,11,,1

22

1,,

2221 pmnpmnpmn wwrcwrc 
     ( ) ( ) pmnpmnpmnpmn wwwrcwrc ,,1,1,1,1,

22

1,,

22 221 ++++− −−−+−(23)…     
mkinhipووااااالتعوي  عااااا

pmn

mkinhip

pmn eeweeu   == ,,,, ( ووالترت ااااا 23( و)22فااااد المعااااا لت ا )   ,
 نح ل علك:

( ) ( ) ( )( )mkihnipmkihnipmkinhip eeeereer   111121221 −++++ +−+ 
( ) ( ) ( )( ) mkinhipkminhipkminhipmkinhip eeeeeereer   221 1111212 ++++−= −−+−− 

( ) ( ) ( )( )mkihnipmkihnipmkinhip eeeerceerc   11112212221 −++++ +−+      
( ) ( ) ( )( ) mkinhipkminhipkminhipmkinhip eeeeeerceerc   221 111122122 ++++−= −−+−−          

mkinhipوو سمة المعا لت ا أع   علك   ee   وmkinhip ee   ووالترت ا 
( ) ( ) ( ) ( ) 22121 1121222 ++++−=+−+ −−−−− kikihihi eerreerr  

( ) ( ) ( ) ( ) 22121 11221222222 ++++−=+−+ −−−−− kikihihi eercrceercrc   

( )( ) ( )( ) ( )( )kikihihi eereerr   −−−− +++=−++ 12212 221 
( )( ) ( )( ) ( )( )kikihihi eerceercrc   −−−− +++=−++ 12222122 221 
( )( ) ( ) 








−







−+=−++ −−−

2
sin4

2
sin42221 212221212 k

r
h

rrr







( )( ) ( ) 







−







−+=−++ −−−

2
sin4

2
sin42221 2122222122122 k

rc
h

rcrcrc







( )( ) 02
2

sin4
2

sin4221 21222221 =−







+







+−++ −− k

r
h

rrr





 

( )( ) 02
2

sin4
2

sin4221 212222222221 =−







+







+−++ −− k

rc
h

rcrcrc





 

02
2

sin4
2

sin41 222222 =−







+







++ 




k
r

h
r 

02
2

sin4
2

sin41 22222222 =−







+







++ 




k
rc

h
rc 
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0
2

sin412
2

sin41 22222 =















++−
















+

k
r

h
r





 

0
2

sin412
2

sin41 2222222 =















++−
















+

k
rc

h
rc





 

    0

2
sin41

2
sin41

2
sin41

2

22

22

22

2 =



























+









+

+



























+

−
h

r

k
r

h
r








 

0

2
sin41

2
sin41

2
sin41

2

222

222

222

2 =



























+









+

+



























+

−
h

rc

k
rc

h
rc








 

 نفرا أنّ 









+









+

=

2
sin41

2
sin41

22

22

h
r

k
r

G




  ,      








+

=

2
sin41

1

22 h
r

H


 









+









+

=

2
sin41

2
sin41

222

222

h
rc

k
rc

J




     ,     








+

=

2
sin41

1

222 h
rc

I


 

022 =+− GH 
022 =+− JI 
GHH −= 2 

JII −= 2 
02فإنّ  1H ,1Iلآن إيا كان  ا −GH ,02 − JI     

2HGiH −=  
2IJiI −=  

( )2

1

G= 
( )2

1

J= 
ول ع  القيم لا  1,1 ت ون كل ما , == GJ 

1= 
1= 

 وعليه فإنّ ال طو  اهولك ت ون مست ر  ب ون طروي 
ااا  إلاااك المساااتو   pللحركاااة ماااا المساااتو   ADIووااانفس اهسااالوب ن اااوم ب راساااة اسااات رارية ال طاااو  ال انياااة لطري اااة الا

2+p  انية ت ون مست ر  أ ضاً ب ون طري ونستنتج أن ال طو  ال 
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 النتائج العددية .7

 ( 1فد نع يا والمتم ل نالن ام ) Sine-Gordonلغرا الحل الع    نأخ  ن ام  

   
( )

( )wu
y

w
c

x

w
c

t

w

wu
y

u

x

u

t

u

−=



−




−





−−=



−




−





sin

sin

2

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2



   

20علك المنط ة المستط لة   x  ،20  yابت ا ية  نال روي ا: 
2,0  yx     ,   ( )

0
0,,

=




t

yxu    ,   ( ) ( )yxfyxu ,0,, = 

2,0  yx       ,       ( )
0

,,
=





t

oyxw    ,    ( ) ( )yxgyxw ,0,, = 

 وإن:  ،  0tعن ما   u   ,0=w=0وال ري الح و  :   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )yxyxw

yxyxu

sin*sin0,,

sin*sin0,,

=

= 

  ADIو الا  ADEم ارنة ب ا طري تد الا . (1جدول )
ADI Method (fourth level) 

x=1.88495559 

h=0.31415927 

k=0.31415927 

z=0.22214415 

c=0.5 
1=  

 

ADE Method (fourth level) 

x=1.88495559 

h=0.31415927 

k=0.31415927 

z=0.22214415 

c=0.5 
1=  

( )tyxw ,,  ( )tyxu ,,  ( )tyxw ,,  ( )tyxu ,,  
0 0 0 0 

0.2921 0.2871 0.2911 0.2838 
0.5556 0.5461 0.5536 0.5399 
0.7647 0.7517 0.7620 0.7431 
0.8989 0.8837 0.8958 0.8736 
0.9452 0.9291 0.9419 0.9185 
0.8989 0.8837 0.8958 0.8736 
0.7647 0.7517 0.7620 0.7431 
0.5556 0.5461 0.5536 0.5399 
0.2921 0.2871 0.2911 0.2838 

0 0 0 0 
-0.2921 -0.2871 -0.2911 -0.2838 
-0.5556 -0.4561 -0.5536 -0.5399 
-0.7647 -0.7517 -0.7620 -0.7431 
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-0.8989 -0.8837 -0.8958 -0.8736 
-0.9452 -0.9291 -0.9419 -0.9185 
-0.8989 -0.8837 -0.8958 -0.8736 
-0.7647 -0.7517 -0.7620 -0.7431 
-0.5556 -0.5461 -0.5536 -0.5399 
-0.2921 -0.2871 -0.2911 -0.2838 

0 0 0 0 
 

ا  ADIالا ما خ ا م ن ة النتا ج نستنتج أن طري ة  نعا يا كماا أن  فاد ADE اد أفضل ما طري اة الا
 الحل الع    فد نع يا   ون  ورياً ومتناظراً أ  أن الحل  ع   نفسه ل ل فتر 

 ول لل فإننا نحتاة إلك نسانات أقل ووالتالد إلك وق  أقل  
 

 
  =1و c=5.0 عن ما ADIوالا  ADEم ارنة ب ا طري تد الا  .(1شكل )

 الاستنتاجات:                                                          .8

 Sine-Gordonفااد نعاا يا ف اا  تياا ا أنّ ناال ن ااام  Sine-Gordonمااا خاا ا الم ارنااة باا ا ناال ن ااام 
  ون أسهل وأسرع ما  ADE ، كما أنّ الحل نطري ة الاADEالا  أفضل ما الحل نطري ة ADIناست  ام طري ة الا 

اا  ، وأنّ الحاال ن لتااا الطااري ت ا   ااون متناااظرا ممااا يااا   الااك تااوف ر الوقاا  واللهاا ، وتاام تحل اال ADIالحاال نطري ااة الا
اا  Fourier (Von-Neumann)ااساات رارية ل اال مااا الطااري ت ا ناساات  ام طري ااة  ت ااون  ADIوتياا ا أنّ طري ااة الا

ا  2rمست ر  للميلأ قيم  ت اون مسات ر  تحا   ADEأ  انها ت ون مست ر  علك نحاو غ ار م اروي فاد نا ا طري اة الا

 ال ري 
2

2

2

1

c
r   و

2

12 r  أ  
2

2
2

2c

h
t
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