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ABSTRACT 

This research is dedicated for analyzing the stability of a system of flow 

equations for soap film that has opposed for disturbance, and this analysis was done by 

using Galerkin method which enable to find disturbance growth from its nonexistence 

after making the system linearization. It was shown through the results of analysis that 

these equations were in stable state when the real part of wave velocity (a)  is a negative 

quantity, and it is  unstable state when the real part of this velocity is a positive quantity, 

i.e. a < 0 we get stability and this happens when the distance (do) and the source (uo) in 

two similar signs and when a > 0 we get unstable state and this happens when do , uo  

have two different  signs. 

Keywords: Stability analysis , None dimensional form , Disturbance , Galerkin method 

,wave velocity   

 تحليل استقرارية مائع جاري في طبقة رقيقة من شريحة الصابون )غير المتحركة( 
 زينة طلال النعيمي                                                   رتينة جاسم العطيوي 

 جامعة الموصل ، ب والرياضياتو كلية علوم الحاس
 16/08/2010 تاريخ قبول البحث:                                   24/12/2009تاريخ استلام البحث: 

 الملخص
هذا البحث مكرس لتحليل الاستقرارية لمنظومة من معادلات التدفق لطبقة رقيقة من شريحة الصابون التي   

إذ تمكنا من إيجاد نمو  (Galerkin)تعرضت لاضطراب وهذا التحليل تم عن طريق استخدام طريقة كلاركين 
وتبين من نتائج التحليل أن هذه المعادلات  (Linearization)عد جعل النظام خطي الاضطراب من عدمه وذلك ب

( كمية سالبة، وتكون غير مستقرة عندما يكون الجزء aتكون مستقرة عندما يكون الجزء الحقيقي لسرعة الموجة )
(  odن المسافة )نحصل على الاستقرار وهذا يحدث عندما تكو  0a>الحقيقي لهذه السرعة كمية موجبة أي عندما 

ou ,نحصل على حالة عدم الاستقرار وهذا يحدث عندما  a<0متشابهتين وعندما  بإشارتين( ouومصدر السرعة )

od مختلفتين. بإشارتين 
 .سرعة الموجة تحليل الاستقرارية ، الصيغة اللابعدية ، الاضطراب ،  طريقة كلاركين: الكلمات المفتاحية

 المقدمة   -1
موائع أحد العلوم الهندسية التي تكون أساسيات كل العلوم الهندسية الأخرى وهذا العلم يتفرع يعد ميكانيك ال

 والهندسة الهيدروليكية وهندسة السفن وغيرها.   Aerodynamicsإلى تخصصات مختلفة مثل الديناميكا الهوائية 
مائع حقيقي معقدة جداً   ، فطبيعة جريانؤثر عليه ونظرا لان المائع يتحرك تحت تأثير قوة غير متزنة ت

القوانين الأساسية التي تصف الحركة الكاملة لمائع لم تصنع بطريقة سهلة والحلول الرياضية تحتاج إلى   أنحيث 
 .الاستعانة بالتجارب العملية

دراسة حركة المائع تقودنا إلى دراسة استقرارية هذا المائع، فإذا تعرض مائع جاري إلى إزعاج فقد  إن
الإزعاج بمرور الزمن ويتلاشى. وترجع خصائص المائع إلى وضعها السابق، وقد يزداد هذا الإزعاج مع يزول هذا 
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مرور الزمن فيتحول إلى مائع مضطرب وقد يزداد هذا الاضطراب ويؤدي إلى تغيير كامل في خصائص المائع إلى  
 .Chaosما يسمى بالـ )الفوضوية( 

دراسة شرائح الصابون قد   أنبشر بجمالهم لمدة طويلة ويعتقد شرائح الصابون وفقاعاته قد سحروا ال إن
(. لقد اتخذ البحث في هذا الموضوع اتجاهين Davinciبدأت منذ وقت بعيد يقارب زمن ليوناردو دافينشي )

 متميزين: 
 الأول سلكه علماء الرياضيات بإيجاد أشكال هذه السطوح ومعادلاتها الرياضية ودراسة استقراريتها.

لثاني فقد سلكه علماء الفيزياء بدراسة السلوك العياني الفيزياوي والوصف الجزيئي لشرائح الصابون  ا أما
    [3] .والفقاعات

-1854)    (Poincare) لقد كان أول من درس فكرة الاستقرارية هو العالم الفرنسي الكبير بونكاريه

 ، والذي يعد من كبار العلماء في العالم. (1912
إذ يعــد اســمه  (1867-1918) (A.M. Laypunov)الاســتقرارية كــذلك باســم ليبونــو  ويقتــرن موضــوع 

 بالأفكـاروان أفكـاره وجـدت طريقهـا فـي الحقـول المليئـة  1960 مرادفا لنظرية الاستقرار في العالم الغربـي منـذ عـام
البحــوث  أكثــرمــن الخصــبة والمثمــرة مــن التطبيقــات فــي الــنظم الديناميكيــة غيــر الخطيــة خصوصــا بعــد نشــره واحــدا 

 On the general problem of the stability of) وهـو المسـألة العامـة لاسـتقرار الحركـة 1892 الهامـة فـي

motion )[4]. 
إن أي نظـام، ومنــه نظــام معــادلات التــدفق لطبقــة رقيقــة مــن شــريحة الصــابون مهمــا كانــت طبيعتــه إذا وجــد  

ا كانت الإزعاجات أو التأثيرات الخارجية التي يتعرض لهـا النظـام لا ( إذStable) Sفيقال إن الحالة  Sفي حالة ما 
 أن. و كـذلك النظـام الشمسـي علـى سـبيل المثـال موجـود حاليـا فـي حالـة معتمـدة علـى الـزمن ذلـك Sتؤثر في الحالة 

صغير إلى النظـام الشمسـي فـان  إضافيالكواكب تدور حول الشمس بصورة منتظمة وفي حالة دخول جسم سماوي 
النظــام  أنلهــذا النظــام بالإزعاجــات الصــغيرة اي  الأصــليةلا تتــأثر الحالــة  إذ بصــورة مهمــة  يتــأثرهــذا النظــام لا 

 ,1] [2الشمسي مستقر فيما له علاقة بهذه الإزعاجات. 
 : الجريان النموذج الرياضي والمعادلات التي تحكم  -2

بعد مثبتاً عند نهايته بدليلين. ولتكن صيغة معادلة  ليكن لدينا غشاء صابونياً أفقياً في النظام الثنائي ال 
 الغشاء: 

)(xhy = 

وكذلك نأخذ بنظر الاعتبار أن نصف   (1)نفرض أن الغشاء متناظر مع الإحداثي العمودي وكما مبين في الشكل 
 .  )(xhالغشاء 
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),(السرعة  إن المعادلات التي تحكم الجريان لمجال  vuq  تعطى بمعادلة الاستمرارية(Continuity 

equation)  وبمعادلة نافيرستوكس(Navier-Stokes) . 
 إن صيغة معادلة الاستمرارية للجريان غير قابل للانضغاط في النظام الثنائي البعد هي:  

o
y

v

x

u
=



+



                                                                                          …(1) 

إن صيغة معادلات نافيرستوكس في النظام الثنائي البعد للجريان العمودي بانعدام قوى القصور الذاتي  
 .yوباتجاه الإحداثي  Xهي باتجاه الإحداثي 
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 :(Non Dimensional Form)المعاملات والمعادلات اللابعدية   -3

هي مصدر   0uلغرض إيجاد المعادلات اللابعدية، سو  نعر  بعض القيم اللابعدية وعلى افتراض أن   
 : [4]هي المسافة وكالآتي  odالسرعة و 

      
Xdx 0=     ydy 0=  

      
uuu 0=     vuv 0=  

      0

0

u

td
t =     0pup =  

نحصل على المعادلات اللابعدية لمعادلة الغشاء الصابوني  (2)و (1)وبتعويض الكميات والقيم اللابعدية في 
 :  [6]كالآتي 

h

uo

ho

L

h
y

g

x

(b) c(     )(a)

 (1)شكل 
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...(3) 

 : (Stability Analysis)تحليل الاستقرارية   -4

( نجـزأ كـلًا مـن 3) ـلغرض تحليل الاستقرارية لنموذج معادلات تدفق المائع فـي شـريحة الصـابون المعرفـة ب ـ 
u, v, p  المعادلات التالية : باستخدام 
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tyxvxvtyxv

tyxuxutyxu

                                                                                    ...(4) 

)(),()(إذ أن  1111 xpxvxu 
ــــ تمثــــل الأجــــزاء المســــتقرة وتكــــون صــــغيرة جــــداً مقارنــــة بــــالجزء الآخــــر وهــــو الجــــزء المهــــم فــــي حســــاب الاســــتقراري ة لـ

),,(),,,(),,,( 222 tyxptyxvtyxu [5] نحصل على:  (3)في المعادلة  (4). الآن وبتعويض المعادلة 
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 إلى حالتي الاستقرار والاضطراب نحصل على:  (7)، (6)، (5)وبتجزئة المعادلات 
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  :بكتابتها بالشكل (Unsteady State)والتي تمثل الحالة غير الثابتة  (9)و (11)و (13)ويمكن فرز المعادلات 
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 إذ أن:
v2=o    at    y=o,    u2=o    at     y=o 
v2=0    at    y=1,    u2=0    at     y=1 

  x, yالاضطراب الحادث بالاتجاهين   5-
وأن السعة   x, yب حاصل بالاتجاهين الاضطرا أنلإيجاد الحل لهذه المنظومة من المعادلات، نتصور  

 [2]ثابتة، يمكن كتابة المعادلات بالصورة الآتية 
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سرعة الموجة وهي قيمة معقدة  a, x, yتمثل قيمة حقيقية لا بعدية لطول الموجة بالاتجاهين  kإذ أن 
(Complex) )2a+i1a=a( 1بة أو السالبة لـ وأن القيمة الموجa  بهذه الحالة هي التي تؤدي إلى نمو الاضطراب

 o1a>وعندما تكون  (Unstable)فالمنظومة تكون غير مستقرة  o1a<أو تلاشيه على التوالي. فعندما تكون 
 . [5] (Stable)فمنظومة )تدقق المائع في شريحة الصابون تكون مستقرة 

),(),()(كما أن  yPyVyU  سعة الموجة تمثل(Amplitude Functions). 
 نحصل على:   (14)في  (15)بعد إهمال الحدود الصغيرة وغير الخطية بالنسبة للاضطراب وتعويض  

oyVyUik =+ )()( '                    …(16) 

oyU
ud

yUa =− )()( ''

00


                  …(17) 

oyV
ud

yVa =− )('')(
00


                  …(18) 

 0+ikxateإذ أن:  

 وكما يلي:  (18)، (17)، (16)على المعادلات  (Galerkin method)الآن سو  نقوم بتطبيق طريقة كالاركين 
 لتكن: 

)sincos()( yBnyAnyU nn

on

 +=


=

 

yByAyU  sincos)( +=  

 الحد النموذجي هو 
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 (Trivial Solution)يمكن الحصول على الحل الصفري 

عندما  n= 
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n ynByU )sin()(   

 وبنفس الطريقة يمكن كتابة 
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 حصل على:  ن
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 هو  1R (Residual)المتبقي 
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 وكذلك 
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ymمتعامد مع  (Residuals)بما أن المتبقي  )sin(   
 إذن  

  odyymSinR
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= )(

1

1                    …(21) 

  odyymSinR
o

= )(

1

2                    …(22) 

 . nB  ،nDتمثل معادلات جبرية متجانسة عند  (22) ،(21) أنإذ 
 للملائمة أكثر يمكن كتابة 

dyymSinynSinamnX
o

)()(),(

1

1 =  
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2121 ,,, YYXX   هي مصفوفات مربعة والتي تنشئ المصفوفة المربعةX  . 
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X                     …(23) 

تبين أن الثوابت   (22)، (21)المعادلات 
nn BD  تحقق المعادلات الجبرية المتجانسة   ,

0),(),( 11 =+ nn DnmYBnmX  

0),(),( 22 =+ nn DnmYBnmX   

 أو بالمصفوفات التي بالشكل  
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 x=0  تمثل نظام من المعادلات الجبرية الخطية المتجانسة وهذا النظام له حل إذا وفقط إذا كان (24)المعادلة 

np  أن إذ  )p×p(التي هي مصفوفة مربعة   Xالمصفوفة   . (23)تمثل مصفوفة في  =2
2121إذن كل من المصفوفات  n=2الآن لنختار  ,,, YYXX  2×2هي برتبة   
 والتي تعطينا نتائج متكافئة(  2n)يمكن اختيار 

 وكما يلي:   4×4يجب أن تكون  Xإذن 
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 يمكن حساب  MATLAB ـبرنامج في نظام ال وباستخدام
.1 x   
 وكما يلي :   aبالنسبة لـ  x=0حل المعادلة   2.
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 الحالة الأولى:
oa  00عندما تكون قيمة ,du [4]رتين متشابهتين وهذا يؤدي إلى استقرارية النظام بإشا . 

 

 الحالة الثانية: 
oa   00عندما تكون قيمة ,du   .بإشارتين مختلفتين وهذا يؤدي إلى عدم استقرارية النظام 

 الاستنتاجات  -6

وان القيمة الموجبة أو   )2a+i1a=a(عقدة اي إذ أنها تمثل كمية م a لقد قمنا بإيجاد قيم سرعة الموجة
هي التي تؤثر في حالة الاضطراب أو تلاشيه، لقد تم تجزئة نظام المعادلات إلى جزئين. الجزء الأول  1aالسالبة لـ 

   aهو الجزء المستقر ويكون صغيرا جدا مقارنة بالجزء الثاني والمهم في تحليل الاستقرارية وتم إيجاد الحل أو قيم
ou ,والتي تعتمد على قيم  a للحصول على سرعة الموجة  tlab)a(Mتخدام تقنية كلاركين ثم استخدمنا نظام باس

od  وبين أن هذا النظام يكون مستقر إذا كانت قيمةod, ou  مختلفتين بالإشارة ويكون النظام غير مستقر إذا كانت
 بإشارة متشابهة.  od, ouقيمة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 تحليل استقرارية مائع جاري في طبقة رقيقة من شريحة الصابون )غير المتحركة( 
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