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1-Introduction: Let ��
� denote the class of 

functions � of the form
���� � ��� � ∑ �� �

��� ��� ��� � �� � � �� � � ���

(1.1)
which are analytic and p-valent in the punctured unit 
disk ��={z� �� � � ��� � ��� Jum-Kim Srivastara 
[2] defined an integral operator ��

� ���� for � � ��
�

as follows

��
� ���� �

�

��������
∫ ����

�

�
������������ � �� � ���

�

�

(1.2)
If ���� is of the form (1.1), then

��
� ���� � ��� � ��

�

� � � � �
��

�

���

 �� ���� � �� �

� ���                                 �����
In particular, when p=1 we have:

��
� ���� � ��� � ∑ �

�

���
���

���  �� ���� � �� � � ��.

Let � and � be analytic in unit disk U, then � is said 
to be subordinate of  � , written as � � or �(z)
� (z) , if there exists a schwartz function � which is 
analytic in U with � (0)=0 and ������ � ��� � ��
such that �(z)= � (�(z)).
In particular, if the function f is univalent in U, we 

have the following equivalence ([3],[4]). 
���� � ������ � �� � ���� � ������� ����

� �����

Definition(1.1): A function � � ��
�  is said to be 

in the class ��
� ��� �� �� �� of functions of the form 

(1.1), which satisfies the condition

� �
�

�
 8� �

�����
� �������

����
�  ������

� �9

� �
� � ��

� � ��
�                                                    �����

where 
�� � � � � � �� � � �� � �
�� � ��� ���� ������� �������
We can re-write the condition (1.4) as 

�
����

� ����������������
� ������

�����
� ������� �����������������-���

� ������� � � .(1.5)

2.Coefficient inequality: 
In the following theorem, we give a sufficient and 
necessary condition to be the function in the class 
��

� ��� �� �� ���

Theorem (2.1): Let � � ��
� be given by (1.1). 

Then � � ��
� ��� �� �� �� if and only if

����� � ���� � ��

�

���

� ����� .
�

��/-�
�

� � � � �
����

� ������� � ���                  �����
The results is sharp for the function � given by 

���� � ��� � .
����������

�����������������������-
/ �� � � �

������ �� � �� � � ��� (2.2)

Proof: Assuming that the inequality (2.1) holds  
true  and ��� � �� Then ,we have

|�����
� ������ � �� � ������

� ������|

� |������
� ������� � ����

� ��� � ��� � ���-����
� ������|

=�∑ ��� � ���
�

�����
������ �

��� � � �������� � �� �

∑ ����� � �� � ������� � ��-�
�

�����
������ �

��� �

� ∑ ��� � ���
�

�����
�� �� �����

��� � ������� �

�� �

∑ ����� � �� � ������� � ��-�
�

�����
�������� �

���

=∑ ��� � ���
�

�����
�� �� �

��� � ������� � �� �

∑ ����� � �� � ������� � ��-�
�

�����
���� �

��� � 0 , 

by hypothesis.
Hence, by the Maximum Modulus Theorem, we 
have ���� � ��

� ��� �� �� ���

Conversely, suppose that ���� � ��
� ��� �� �� ���

Then from (1.5) ,we have 
 

�
� �����

� ������ � �� � ������
�  ������

������
�  ������� � ���� � ��� � ��� � ���-

����
� ������

�
�

�
�

� ∑ ��� � ���
�

� � � � �
���� �

��� ��

������� � �� � ∑
����� � �� � ������� � ��-

�
�

� � � � �
������ 

�
���

�

�

� ��
Since Re(z) � ��� for all z(z� �� � �� ����
Re(

∑ �������
�

�����
������ �

���

�����������∑ �������������������-�
�

�����
������ �

���

�  �

�.
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We choose the value of z  on the real and z � �� , 
we get 

� ���� � ���� � �� � ����� .
�

��/-�
�

� � � � �
����

�

���

� ������� � �� �

����� ���� �����.Sharpness of the result follows by 
setting

���� � ��� � .
����������

�����������������������-
/ �� � � �

������ �� � �� � � ���

Corollary (2.1) :Let ���� � ��
� ��� �� �� �� .Then

�� �
����������

�����������������������-�
�

�����
��

, �� � �� � �

��.

3. Growth and the Distortion Bounds:
In the following theorems, we obtain the growth and 
the distortion  theorems for the function in the class 
��

� ��� �� �� ���

Theorem (3.1): If the function ����defined by 
(1.1) is in the class ��

� ��� �� �� ��� then for � � ��� �

� � �, we have:

��� � 4
����� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ��
5 �� � ������

� ��� � 4
����� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ��
5 �� �             �����

where equality holds true for the function
     ����

� ��� � 4
����� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ��
5 ���  �����

Proof: Since ���� � ��
� ��� �� �� �� �Then from 

(2.1)

����� � �� � ������� � ���
�

����
�� ∑  �����

��� �

∑ ���� � ���� � �� ��
���

������ � ��-�
�

�����
���� � ������� � �� �

we conclude that 

∑  �����
��� �

���������������

���������������
                  �����

Thus for    � � ��� � � � �� 

������ � ����� � �  ������

�

���

� ��� � �� �  ��

�

���

�          �����

or   

������ � ��� � 4
����� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ��
5 ��  �  

�����
and  

������ � ����� � �  ������

�

���

� ��� � �� �  

�

���

�� �   

or  

������ � ��� � 4
����� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ��-
5 ��  �  

On using (3.4) and (3.5) inequality (3.1) follows.

Theorem (3.2): If � � ��
� (�� �� �� �� then

������� � 4
������ � ����� � ���

��� � �� � ������� � ��
5 ����

� �������

� ������� � 4
������ � ����� � ���

��� � �� � ������� � ��
5 �����

The result is sharp for the function  � is given by 
(1.3)

Proof: The proof is similar to that of Theorem 
(3.1).

4. Extreme Points 
In the next theorems, we obtain extreme points  for 
the class ��

� ��� �� �� ���

Theorem (4.1): Let ������� �  ������ ����� �

 ��� �  .
������������������

�����������������������-
/ ��,               (4.1)

for � � �. Then ���� � ��
� ��� �� �� �� if and only if 

it can be expressed in the form 

���� �  � �������

�

�����

� �����  ��  

� � ��� � ��

�

�����

� ��      �����

Proof: Let 

���� �  � �������

�

�����

� ��� �

� 4
������� � ���� � � � ��� ��

���� � ���� � �� � ������� � ��-
5 ���

�

���

 

Then 

�

���� � ���� � �� � ������� � ��-

�
�

� � � � �
��

������� � ��

�

���

 �

 
������� � ��

���� � ���� � �� � ������� � ��-�
�

� � � � �
��

� � ��

�

���

� � � ���� � ��

Using Theorem (2.1),we easily get ���� �
��

� ��� �� �� �� . 

Conversely, let ��� � ��
� ��� �� �� �� . 
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From the Theorem (2.1), we have 

��  �  
������� � ���� � � � ���

���� � ���� � �� � ������� � ��-
 ��� �

� ��
Setting

�� �
��� � ���� � �� � ������� � ��

������� � ��
�

 �
�

� � � � �
��   ��� � � � �

��� ���� � � � � ��

�

���

�

Then

���� � ��� � ∑ �����
��� �

��� � ∑ .
��������������������

�����������������������-
/ �� ��

���

������� � ∑  �
��� �� ����� � ∑  �

����� �� �����

This completes the proof. 

5. Radius of convexity
In the following theorem, we obtain the radius of 
convexity  for the  function in the class 
��

� ��� �� �� ���

Theorem (5.1): Let � the function � (z) defined 
by (1.1) is in the class ��

� ��� �� �� ��� Then � is 

meromorphically p-valent convex of order ��� �
� � �� in the disk ��� � ��� where �� �
����� �� �� �� �� �

�������
��������������������������-�

�

�����
��

�����������������
 -

�

��� (5.1)

The result is sharp for the function � given by (3.4).

Proof:A function � meromorphic p-valent convex 
of order � �� � � � �� if

����� �
������

�����
� � � �

We must show that

�
�������

�����
� �� � ��� � � � � � for ��� � �� �

(5.2)

We have �
�������

�����
� �� � ��� � �

���� ��������������

�����
� �

�
∑  �������������

���

���∑  � �������
���

� �
∑  ���������������

���

��∑  � ��
�
��� ������ .

Thus ,(5.2) will be satisfied if 

∑
���������

������
�������� � � ��

���

(5.3)
Since � �  ��

� ��� �� �� ��� we have 

�
���� � ���� � �� � ������� � ��-�

�
� � � � �

��

������� � ��

�

���

��

� ��

Hence,(5.3) will be true if

���������

������
������ � �

�����������������������
�

�����
��

����������
-,

or equivalently
���

� �

�� � ���� � ���� � �� � ������� � ��

�
�

� � � � �
��

�� � �� � ��������� � ��
�

�
��� � �

� �
which follows the result.

6. Convex  linear combination:
Theorem (6.1): The class ��

� ��� �� �� �� is closed 

under convex linear combinations.
Proof: Let �� and �� be the chance elements of 
��

� ��� �� �� ��. Then for each t �� � � � �� plus 

��� � �� � �� . we show that �� � ���� � ��� �
��

� ��� �� �� ��. Thus we have

�� � ���� � ��� � ��� �  ∑ ��� � ���
��� �� �

���-��.
Hence

∑ ���� � ���� � �� ��
���

������� � ��-�
�

�����
����� � �� �� � ���-.

� �� � �� ����� � ���� � ��

�

���

� ����� .
�

��/-�
�

� � � � �
�� ��

� � �

��� � ���� � ��

�������� � ���
�

� � � � �
��

�

���

��  

� �� � ��������� � �� � �������� � ��
� ������� � ���
This completes the proof.

7. The anthmetic  mean:
Theorem (7.1): Let the functions ��sharp by 
����� � ��� � ∑ ���� � ��

��� ���� � �� � � �� � �

���� � ��,
be in the class ��

� ��� �� �� �� for each k = 

(1,2,3,… �), then the function � sharp by

���� � ��� � � ���� � ���

�

���

� �� � � ��

also belong to the class  ��
� ��� �� �� ��� where 

��=
�

�
����

� ����� �� � �� � � ���
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proof: As�� � ��
� ��� �� �� ��  , it follows the 

Theorem (2.1) that 
∑ ���� � ���� � �� � ������� ��

���

��-�
�

�����
������ � ������� � ��,

for each k = 1,2,3,…. � Hence

����� � ���� � ��

�

���

� ������� � ��-�
�

� � � � �
����

� ����� � ���� � ��

�

���

� �������

� ��-�
�

� � � � �
�� �

�

�
� ����

�

���

+

�
�

�
�� ����� � ���� � ��

�

���

�

���

� �� �����

� �� -  �
�

� � � � �
* �����

� 
�

�
 � �� ��� �� � ��

�

���

� ����� �� � ���
Then � � ��

�  ��� �� �� ��.

8. Partial sums 
Theorem(8.1):Let � �  ��

� ��� �� �� �� be assumed 

by(1.1)and � �  ��
� ��� �� �� �� be assumed by

���� � ��� � � ����

�

���

�

We define the partial sums �������� ����� as 
follows :

����� � ������  ����� �
 ��� �
∑ �������

��� � �� � �������                            �����

Also suppose that

∑ ����
�
��� � � � �� �

��������������� ��������-�
�

�����
�� 

����� �����
 �                                 �����

Then, we hav�� 2
����

�����
3 � � �

�

��
  � �� � � � � �

���                                                    �����

and�� 2
�����

����
3 �

��

����
  � �� � � � � � ��� �����

Each of the bounds in (8.3) and (8.4) is the best 
possible for � � �.

Proof: We can see from (8.2) that ���� � �� �

� � � � �� � � �� � � �� � � �� �
Therefore, we have:

� �� � ��

���

���

� ��

�

���

� � ����

�

���

� ��   �����

By setting

����� � �� 6
����

�����
� �� �

�

��

*7

� � �
�� ∑ �������

���

� � ∑ ���������
���

 �                              �����

and applying (8.5) we find that 

�
�������

�������
� �

�� ∑ ��
�
���

��� ∑ ��
���
��� ��� ∑   ��

�
���

�                                                    �����

which readily yields the assertion (8.3) if ,we take 

���� � ��� �
��

��

 �                                    �����

Then
����

�����
� � �

��

��
 � � �

�

��
 �� � ���� which shows 

that the bound in (8.3) is the best possible for � � ��
Similarly, if we put

����� � �� � ��� 0
� ����

����
�

��

����
1 � � �

������ ∑   �������
���

��∑ ���������
���

�                                                                               �����

and make use of (8.9), we have

�
����� � �

����� � �
�

�
�� � �� ∑   ��

�
���

� � � ∑ ��
���
��� � �� � ��� ∑   ��

�
���

� ������

which leads us to the assertion (8.4). The bound 
(8.5) is sharp for each � � � with the function given 
by (6.7). The proof of the theorem is complete.
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ر�ٌ�و���ف �ن ا�دوال ���ددة ا�����ؤ ا��ٌرو�ا

 
 
 

�رة ��دا���ٌد �وادو��ص غ��ب �ط��ن            �

��وم ا����وب و����و�ٌ� ا����و��ت ���ٌ، ا�رٌ��ٌ�ت ��م 
ا��راق - ا�دٌوا�ٌ� ، ����� ا���د�ٌ�

 

ا����خ�ص :

ا��ٌرو�ور�ٌ� و در��� ��ض ا�خ��ئص ��ل �دود �� �ذا ا���ث ،�ر��� ا���ف �ن ا�دوال ���ددة ا�����ؤ        

ا�����ل ، ��ر��� ا����ق ،  �دود ا��شوٌ� وا���و، ا����ط ا���طر�� ، ��ف �طر ا���دب ، ا��ر�ٌب ا�خط� 

ا���دب وا�����ٌ� ا��زئٌ� .
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