
 

80 
 

Journal of AL-Qadisiyah for computer science and mathematics Vol.11 No.1 Year  2019
ISSN (Print): 2074 – 0204       ISSN (Online): 2521 – 3504

On the class of multivalent analytic functions defined by 
differential operator for derivative of  first order 

Zainab Odeh A.Mohammed                Kassim A. Jassim

Department of Mathematics              Department of Mathematics
College of Education                       College of Science

University of AL-Qadisiyah       University of Baghdad
AL-Qadisiya –Iraq     Baghdad-Iraq

hsyn47421@gmail.com Kasimmathphd@gmail.com

  

 

 

Abstract
In the submitted search ,by making use of Differential operator ,we drive coefficient 
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and multivalent function with negative coefficients .Distortion property for functions in the class ����� �� �� �� ��
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1-Introduction 
Let  ���� �� be the class of  analytic and multivalent  

functions  ���� in the open unit disk
� � ��� � � �� ��� � �� that defined by 

���� � �� � ∑ ����  �
�����    � �� �

�� �� � � � � ����� � � � .                      (1)
Let ���� �� the class consists of function of the form   

����� �
��

������
 ���� � ∑

��

������
 �������

�����      

��� � � �  � � �� � � � ��� �  � � �� .                                                   
(2)
The Differential operator  for a function in ���� �� is 
define by

��
�������� �
��

������
���� � ∑

��

������
�

���

���
���������

�����

(�� � � � � ����� � � � �� � � �� �  � � �� .                                                          
(3)
The operator ��

� was studied by M.K. Aouf [5] and 
Altintas et al. [7] , earlier by Owa 
[13] ,Yamakawa[9] ,Owa [12] ,Srivastava Owa[4] .
It is easy to see that 

��
�������� �

�

�����
���

� ������� (4�     

By using the operator ��
������ Given by (3) ,a 

function ���� belonging to ����� �� �� �� �� if and 

only if 

� �
��

����������

�������
���������� ��

����������
* � �  �� � � � �� � �

�� � � � ��� �  � � �� , (5)
for some  � �� � � � �� and for all  � � � .
Next the following earlier investigations by Osman 

Altintas,Huseyin Irmak and H.M.Srivastava [6] ,

when  ���� � ���� �� we define the � - neighborhood 
by

����� � ��� � � ���� ��� ���� � �� �
∑ ����  �

�����

��� ∑ ���� � ��� � � �
����� �.                                     

(6)
So that ,obviously ,

����� � ��� � � ���� ��� ���� � �� �
∑ ����  �

�����

And   ∑ ���� � ���
����� (7)

Where, and in what follows,
���� � ��           �� � � � �� �� � � �� � � �� �

� � ����.                             (8)
we using the familiar operator ���� defined by 

Bernardi [10], Libera[8] and Srivastave et al. [2] as 
follows 

���������� �
���

�� ∫ ����������
�

�
       ����� �

���� �� � � � �� � � � ��,               (9)

and  fractional calculus operator ��
� Srivastave [11] , 

Srivastava et al.[3] that known as the form 

��
� ���� �

������

��������
����      �� � ��� ��� � (10)

2-Coefficient Inequalities
We drive sufficient condition for ���� that defined  

by using differential operator .

Theorem 1. Assume  that ���� � ���� �� . Then 
���� � ����� �� �� �� �� if and only if 

∑ .
���

���
/

�

6.
���

���
/ � � 4� � � .

���

���
��

�����

�/57 ���� ���� � �� � ������ ��   

�� � � � � � � �  �� � � � �  � � � � �� � � � � �
(11)

Where     

���� �� �
��

������
� ��                                               ���

����������������         ���
(12)

Proof. If   ���� � ����� �� �� �� �� , then  

� �
��

����������

�������
���������� ��

����������
* �

� 4

��

������
�∑

��

������
�

���

���
�����������

�����

��

������
�∑

��

������
�

���

���
��������.

���

���
/-�������

�����

5

8  

��

������
�∑

��

������
�

���

���
�����������

�����

��

������
�∑

��

������
�

���

���
��������.

���

���
/-�������

�����

 9 � �

�� � ��
��

������
� ∑ �

���

���
�� 4.

���

���
/ � �� � � ��

�����

�� .
���

���
/5

��

������
������ ,

Since   � � �� ,we have ∑ �
���

���
�� :.

���

���
/ ��

�����

� �� � � 4.
���

���
/ � �5+; ���� �������� � �� �

������ ��
Conversely ,assume that inequality (11) holds 
true ,since 

���� � �  if and only if  �
���

��������
� � �

Since

�

��
����������

�������
���������� ��

����������
��

��
����������

�������
���������� ��

����������
�������

�
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=�
�������

���������������� ��
��������

�����������
������������������������� ��

��������
�

=

�
� ∑

��

������
�

���

���
���

���

���
��.

���

���
/����-�������

�����

� 
��

������
������∑

��

������
�

���

���
��������������

���

���
��.

���

���
/�����

���

���
�-�������

�����

�

�
∑ �

���

���
���.

���

���
/��.

���

���
/����-

��

������
�������

�����

� �����
��

������
�∑ �

���

���
��0�����������.

���

���
/���������1 

��

������
�������

�����

 

    � � .

Putting � � �� � � �� � � � and � � � in Theorem 
1,we have the following corollary :

Corollary 1 . Let the function ���� � ���� �� . Then 
���� � ���� �� if and only if 

∑
�

�
0

�

�
� �1 �� � �� � ���

�����    �� � � �

� � � � �� .
Not that this result obtained by Salagean et al[1] .      

Corollary 2. Assume that the function ���� defined 
by (2) be in the class ����� �� �� �� �� .Then 

∑ ���� ���� �
�����������

.
�

���
��/

�
4.

�

���
������/������5

�
�����    

(13)
�� � � � �  � � � � � � � � � � � �� �  � � � � .

The result is sharp for the function ���� given by 

���� �
�� �

(

�
� �����������

.
���

���
/

�
:.

���

���
/������4.

���

���
/��5+;������

)

�
�

��  �� � � �

� �  �� � � � � � � � � �� � � � � � .     (14)

3-Extreme points 
Theorem 2. Let ����� � �� and ����� � �� �

(

�
� �����������

.
���

���
/

�
:.

���

���
/������4.

���

���
/��5+;������

)

�
�

�� ,

for � � � � �  and  � � � . Then ���� �
����� �� �� �� �� if and only if it is of the form

���� � ∑ ��������
��� ,where �� � � for all 

� � � � � and  ∑ �� � ���
���

Proof . Suppose that      ���� � ∑ ��������
��� �

������� � ∑ ��������
����� 

� ��� � ∑��� � � � � ���� ��� ���� �

������ �������� � ����� � ����� ���� � ����� �
��� � ��� � ����� � ����� � ��� �

�������� ���� ��� .

Then ∑ .
���

���
/

�

:.
���

���
/ � � �� ��

����� 

� 4.
���

���
/ �

�5+; ���� ����

[
�
�
�
�

�����������

.
���

���
/

�
:.

���

���
/������4.

���

���
/��5+;������

]
�
�
�
�

� ∑ ���� � ������ ���
����� 

� �� � ����� � ������ ��

� �� � ������ �� .
Thus ,it follows from Theorem (1) that ���� �
����� �� �� �� �� .

Conversely ,suppose that ���� �
����� �� �� �� �� ,since

�� �
�����������

.
�

���
��/

�
0

�

���
������������1��������

   � � � � � � .

We define

�� �

.
���

���
/

�
:.

���

���
/������4.

���

���
/��5+;������  

�����������
��

  �� � � � �� .
And  �� � � � ∑ ��

�
����� by simple 

calculation ,we get
���� � �� � ∑ �����

�����
� ��

� �

(

�
�
�
�

�� � ������ ��

.
� � �
� � �

/
�

:.
� � �
� � �

/ � � �� � � 4.
� � �
� � �

/ � �5+; ���� ��

)

�
�
�
�

����

�

�����

� ���� �

∑ �������
����� . 

Thus we get the result .

4-Neighbouhoods for the function class 
����� �� �� �� ��

In this section ,we conclude the neighborhood 
properties for each of the following slightly mutated 
function in the class �� ��� �� �� �� �� �� .Our first 

implication relation including the �- neighbourhood  
����� is given below in the following Theorem .
Theorem 3. If  ���� belonging to  
����� �� �� �� �� ,then

����� �� �� �� �� � ����� . (15)       

Where ���� is defined as (8) and 

�� �
�����������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+
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Proof . For ���� � ���� �� ,Theorem 
(1) ,immediately yields .

.
�

���
� �/

�

�4
�

���
�� � ���5 � �� � ��+ ��� �

�� �� ∑ �� � �� � ������ ���
����� ,

so that           ��� � �� �� ∑ ��� ��
�����

�
�����������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, .

Thus ,we have
∑ ��� ��

�����
�����������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+��������

� � � .

This complete the proof .
A function ���� � ���� �� is said to be in the class  

����� �� �� �� �� �� if there exists another function 

���� � ����� �� �� �� �� �� such that

�
����

����
� �� � � � �    �� � � � � � � � � �. 

 Theorem 4. Let ���� � �� ��� �� �� �� �� �� .Suppose 

also that 

� �
� �

�

���
�

������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+������ ��������������������

�

(16) 
Then 

����� � �� ��� �� �� �� �� ��

Proof . Suppose that ���� � ����� ,we then find 
from (6) that  

∑ ���� � ��� � � �
�����

Which readily implies the following coefficient 
inequality

∑ ��� � ��� �
�

�����
 �

����� , � �� � � �� � � ��

Next ,since ���� � ����� �� �� �� �� ,we have 

∑ �� �
���������������������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+������

�
�����

So that

�
����

����
� �� �

∑ ������� �
�����

��∑ ��
�
�����

�
�

�����
 

(

�
� �

��
�������������������

�
�

���
��*

�
�4

�
���

������5������+������

)

�
�

�  
�  �� � ��� .

�
� � �

� �/
�

0
�

� � �
�� � ��� � �� � ��1

:�� � �� .
�

� � �
� �/

�

�4
�

� � �
�� � ���5 � �� � ��+; �� � ��� � ��� � ������ ����� � � � ���

� � � �

Provided that  � is given properly by (16) .Thus we 
have ���� � �� ��� �� �� �� �� �� for every � given 

by (16).This obviously completes the proof of 
Theorem (4).

5- Properties involving the operator   ���� and ��
�

Lemma 1.[6] let the function  ���� � ���� ��,then 

��
�

��������� � �
������

��������
���� � ∑ .

�����������

�������������
/ ������  �

�����

�� � �� � � ��� �� � � � � (17)

And

���� .��
�

����/ �
�����������

���������������
���� �

∑ .
�����������

���������������
/ ������  �

�����

�� � � �  � � �� �  � � � � � � (18)

Provided   that there are  no zeros appear in the 
denominators in (17) and (18) .This in general ,the 
operators
���� and ��

� are non-commutative . 

So as to give growth and distortion properties for 
functions in the class ����� �� �� �� �� including the 

operators ���� and ��
�

,we find it to be convenient to 

use the order operation exhibited by (18) and (19) as 
we shown in the following Theorems .

Theorem 5 .If ���� is in the class ����� �� �� �� ��, 

then 

�
������

��������
�

�
������������������������

�����������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, ����� ������ �

|��
��

��������� �| 

�

�
������

��������
�

�
������������������������

�����������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, ����� ������
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�� � � �  � � � � � � � �  � � � �  � � � �
�� �  � � � � �� � � �� �  � � � �
(19)     

The result is sharp for the function give  by 
���������� �

�� � �
����������������

�������.
�

���
��/

�
.

�

���
������������/

+ ����

(20)

Proof . It follows from Theorem (1) that 

.
�

���
� �/

�

�4
�

���
�� � ���5 � �� � ��+ ��� � �� �� ∑ �� ��

�����

  

� �
� � �

� � �
�

�

��
� � �

� � �
* � � :� � � ��

� � �

� � �
* � �+;, ���� ����

�

�����

� �� � ������ �� .

Which readily yields 

∑ �� ��
�����

 
�����������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+��������

          .                     

(21)

Assumed that the function  defined in � by 

���� � .
��������

������
/ �����

��
��������� �          

� �� � ∑ .
�������������������

�������������������
/ ����  �

�����

� ���� ������ � ∑ ����������  �
�����   �� � �� ,            

(22)

if we set             ���� �
�������������������

�������������������
�� �

� � �� �� � � �� .                                               (23)

Then it is easily seen that ���� is decreasing 
function of � when � � � ,and hence 

� � ���� � ��� � �� �
���������������������

�����������������������
�� � �� � � � ��  �� � �

��� .    (24) 
Where 

��
��

��������� � �
���� �

�
��������������������������������

�����������������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+��������

, ��������  

                          

By using (21) and (24), we deduce that 
���� � ��� � �������� ∑ ��

�
����� � ������ �

���� � ��� � �������� ∑ ��
�
�����

That is                     
���� �

�
��������������������������������

�����������������������.
�

���
��/

�

�4
�

���
������5������+��������

, ������ �

������ �

���� �

�
��������������������������������

�����������������������.
�

���
��/

�

�4
�

���
������5������+��������

, ������

Which yields inequality (19)
Theorem 6 .If ���� is in  ����� �� �� �� ��, then 

�
������

��������
�

�
������������������������

�����������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, ����� ������ �

|��
�

���������� �|

�

�
������

��������
�

�
������������������������

�����������������.
�

���
��/

�

�4
�

���
������5������+

, ����� ������

�� � �� � � � � � � �� � � � � �� �� � � ��� �� � �
�� � � ��� � � � � .          (25)   
                    
The result is sharp for the function give  by (20) .

Proof . It follows from Theorem (1) that 

∑ ��� ��
�����

 
����������������

.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+��������

     �� � � �

�� � � � � �� �� � � �� ,      (26)
suppose that the function defined in � as follows 

���� �
��������

������
����

�
��������� �

� �� � ∑ .
�����������������

�������������������
/ �����  �

�����

� �� � ∑ ���������  �
�����           �� � �� ,                                                     

(27)

if we set        ���� �
�����������������

�������������������
�� �

� � �� � � � � �� �� � � �� .                               (28) 

Then it is easily seen that ���� is decreasing 
function of � when � � � ,and hence 
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� � ���� � ��� � �� �
�������������������

�����������������������

�� � �� �  � � � � � � � � � � �� .    (29)    
     
By using (26) and (29), we deduce that 
���� � ��� � �������� ∑ ���

�
����� � ������ �

���� � ��� � �������� ∑ ���
�
�����

That is              
���� �

�
��������������������������������

�����������������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, ������ �

������ �

���� �

�
��������������������������������

�����������������������.
�

���
��/

�
�4

�

���
������5������+

, ������

.
Which yields inequality (25) .
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�ول ا���ف ا�دوال ا����ٌ�ٌ� ا����ددة ا�����وء
ا���ر�� �وا�ط� ا��ؤثر ا������ً ������� �ن ا�ر��� ا�و��

زٌ�ب �ودة اث�ٌ��             ���م ��دا���ٌد ���م
��م ا�رٌ��ٌ�ت                 ��م ا�رٌ��ٌ�ت                                
��ٌ� ا���وم          ��ٌ� ا��ر�ٌ�                                              
����� ��داد                   ����� ا���د�ٌ�                                 

ا����خ�ص :

ذ�ال ان��ه�ه�ت ان��عذدة ن�ع� ان�ىاص ان���ت  �جذ�� حذ�د ان�ع��م , , ان��ذو  .������ذاو انع��م ان����ه��� ان��� 
�����ن�زئ�ا ��ن�� نهظ�فان����ىء ن�ع���ث  �� ���� ��ح�� �� � � � � ����� � �� �� � � �� � � �

���� � � � � � � انع��م ان����ه� �انع��م  �ان����خ�ط�ت ان�شىء ن�هك انذ�ال �����ذاو ان����ب  نذ�ال .قذ����
ان�ع�ىس انع��م ان����ه� �انع��م ان���� ان����� �ان����ان����ب ان���� ان�����

Zainab .O/ Kassim .A


