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Aitken’s Acceleration Method With Mid-point rule on the 

dimension z  and  Simpson’s rule on the two dimensions x  and 

y to Evaluate Triple Integrals Numerically 
 

قاعذة انىقطت انوسطى عهى انبعذ انخارجي  وقاعذة سمبسون  طزيقت تعجيم آيتكه مع

 نحساب انتكاملاث انثلاثيت عذديا  وانذاخهي  عهى انبعذيه الأوسط 
 

 َ.َ.حغٓ ػثذ اٌشح١ُ ظث١ش        َ.َ.ِحّذ سصاق عٍّاْ                                  صفاء ِٙذٞ ِٛعَٝ.

 اٌّذ٠ش٠ح اٌؼاِح ٌرشت١ح إٌعف        اٌّذ٠ش٠ح اٌؼاِح ٌرشت١ح وشتلاء           و١ٍح اٌرشت١ح ٌٍثٕاخ –ظاِؼح اٌىٛفح 

 ششفالأ                                   اٌّمذعح                                           لغُ اٌش٠اظ١اخ
 

 

 انمستخهص
اٌٙذف الأعاط ِٓ ٘زا اٌثحس ٘ٛ أ٠عاد ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح ػذد٠ا اٌرٟ ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج اٚ ِغرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح 

اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٚاٌّؼرٍح فٟ أحذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚرٌه ِٓ خلاي اعرخذاَ اٌماػذج  إٌاذعح ِٓ )لاػذج إٌمطح  اٌٛعطٝ 

Mid-point rule  اٌخاسظٟ ػٍٝ اٌثؼذZ  ْٛٚلاػذج عّثغSimpson's rule  ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ الأٚعػ Y ٍٟٚاٌذاخ X ٟٚاٌر )

ٌٚرحغ١ٓ إٌرائط غثمٕا ذؼع١ً آ٠رىٓ ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذعح ٚرٌه ٌرؼع١ً اٌرماسب ٚاٌحصٛي ػٍٝ ٔرائط  ٠MSSشِض ٌٙا تماػذج

ح١س  AMSSح اٌٝ اٌم١ُ اٌرح١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ ٚعٕشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مح تـشِضأفعً ِٓ ح١س اٌذلح ٚعشػح الرشاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١

A ٚ ٓ٠ش١ش اٌٝ ذؼع١ً آ٠رى MSS . ذش١ش إٌٝ اٌماػذج اٌّزوٛسج 
 

Abstract 
The main aim of this paper is to find the integrals triple values numerically whose integrands 

are continuous or continuous but a partial derivatives singular or the integrands their selves are 

singular at one of two ends of the region of integration and through use the  MSS method 

resulting  from ( Mid-point rule on the dimension z  and  Simpson’s rule on the two dimensions x 

 and y) by symbol MSS method to improve the results we applied Aitken‘s acceleration and so as 

to accelerate the convergence and get the best results We denoted this method by symbol 

AMSS , where A refers to accelerate Aitken and  MMS refers to the rule mentioned. 
 

 انمقذمت  -1
ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزا  لإ٠عاداٌحاظح ٍِحح  أصثحدٌزا  الأح١اْفٟ وص١ش ِٓ  عٙلا   أِشا  ذح١ٍ١ٍا ١ٌظ ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح  أ٠عاد أْ

رىاِلاخ اٌرٟ ذحراض اٌٝ ٚلد تاٌطشق اٌّؼشٚفح اٚ اٌ ا  ٔٙائ١ رىاِلاخ اٌرٟ لا٠ّىٓ ا٠عاد حٍٙا اٌرح١ٍٍٟاٚ اٌ اٌرىاِلاخ إٌٛع ِٓ

اٌحعَٛ ٚاٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَ  إ٠عاداٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح فٟ  أ١ّ٘حٚذىّٓ  ٔرائعٙا، لإ٠عادٚفشظ١اخ وص١شج غ٠ًٛ ٚػ١ٍّاخ 

 [3] صف١حح سل١مح ِٓ اٌّؼذْ ، فشأه ا٠شص ِصً لطؼح ِٓ عٍه سف١غ اٚصافح اٌّرغ١شج اٌمصٛس اٌزاذٟ ٌٍحعَٛ ٚا٠عاد اٌىرً راخ اٌى

 ٕٚ٘ان اعرخذاِاخ لاحذٚد ٌٙا ٌٍرىاِلاخ تشىً ػاَ ٚاٌصلاش١ح تشىً خاص فٟ وافح اٌؼٍَٛ اٌطث١ؼ١ح ٚإٌٙذع١ح .

اعرخذِد غشائك ِشوثح ٟٚ٘  2009[ فٟ ػاَ 4ِٚٓ اٌثاحص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ إ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ اٌصلاشٟ ٟ٘ ظ١اء ]

)( ٚوً ِٓ اٌطشائك Zغش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌرىاًِ اٌخاسظٟ ) )RM RS  ،( )RM RM 

ٚ( )RS RM فعلا  ػٓ غش٠مح( )RS RS ( ػٍٝ اٌرىاًِ الأٚعػY( ٍٟٚاٌرىاًِ اٌذاخ  )X ِٓغ إٌغاء الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ٠ )

)الأٚعػ ٚاٌذاخٍٟ ٚ٘زٖ اٌطشائك ٟ٘ غش٠مح  )RMRM RS  ،( )RMRM RM  ،( )RMRS RM  ٚ( )RMRS RS 

ٚوأد إٌرائط ظ١ذج ٚلذ ذٛصٍد إٌٝ إْ  لاػذج عّثغْٛ Sلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٚ ٠Mشِض ٌرؼع١ً سِٚثشن ٚ Rح١س أْ اٌحشف 

ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌذاخٍٟ ٚالأٚعػ ٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن  اٌطش٠مح اٌّشوثح ِٓ لاػذج عّثغْٛ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن

ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ ٟ٘ الأفعً ػٕذ حغاب ذىاِلاخ ِغرّشج ِٚغرّشج ٌىٓ ِشرماذٙا ِؼرٍح أٚ ذىاِلاخ ِىاِلاذٙا ِؼرٍح )اٌرٟ ِٓ 

 .(فمػ Zاٌّّىٓ ظؼً اػرلاٌٙا فٟ اٌثؼذ اٌخاسظٟ 

 اٌم١ُ ػٍٝ سِٚثشن ذؼع١ً غش٠مح تاعرؼّاي ٚرٌه اٌصلاش١ح اٌرىاِلاخ ل١ُ ٌحغاب ػذد٠ح غش٠مح [5]ػىاس لذِد 2010  اَػ ٚفٟ

 فرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ػذد ذىْٛ ػٕذِاX ٚY ٚZالأتؼاد اٌصلاشح  ػٍٝ اٌٛعطٝ إٌمطح لاػذج ذطث١ك ِٓ إٌاذعح

 فرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد ِٚغا٠ٚح الأٚعػ اٌثؼذ فرشج إ١ٌٙا ذعضأ اٌرٟ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ٌؼذد ِغا٠ٚح اٌذاخٍٟ اٌثؼذ

 .ٔغ١ثا   ل١ٍٍح ظضئ١ح ٚتفرشاخ اٌذلح ح١س ِٓ ظ١ذج ٔرائط ػٍٝ ٚحصٍد RMMMٚأعّرٙا اٌخاسظٟ اٌثؼذ
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ِٓ اعرخذاَ لاػذج  RMTS ٟ٘ٚ ٌحغاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ اٌصلاش١ح عد غشائك ػذد٠ح [6]لذَ شثش 2014ػاَ  ٚفٟ

ِغ  Zٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ Yٚ لاػذج شثٗ إٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ Xعّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ

ِٓ اعرخذاَ لاػذج شثٗ إٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ RMSTٚ ٠شِض ٌماػذج شثٗ إٌّحشف Tح١س أْ حشف  ذؼع١ً سِٚثشن

X  لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ ٚY ٟٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظZ ِغ ذؼع١ً سِٚثشن  ٚRTSM  ِٓ

ٚلاػذج شثٗ إٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ  Yٚلاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ Xاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ

ٚلاػذج شثٗ  Yٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ Xِٓ اعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ Z ٚRTMSاٌخاسظٟ

X ِٓ اعرخذاَ لاػذج شثٗ إٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ RSMTِغ ذؼع١ً سِٚثشن ٚ  Zإٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ

ِٓ  RSTMِغ ذؼع١ً سِٚثشن ٚ  Zٚلاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ Yٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ الاٚعػ

 Zٚلاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ Yٚلاػذج شثٗ إٌّحشف ػٍٝ اٌثؼذ Xاعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ إ١ٌٙا فرشج اٌثؼذ اٌذاخٍٟ ِغا٠ٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ  ِغ ذؼع١ً سِٚثشن

 .ٚلذ حصً ػٍٝ ٔرائط ظ١ذج ٌثؼذ اٌخاسظٟإ١ٌٙا فرشج اٌثؼذ الأٚعػ ِٚغا٠ٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ إ١ٌٙا فرشج ا

 -: عد غشائك ػذد٠ح ٟ٘ أ٠عا [6]ٚشثش [5]اٌثاحص١ٓ ػىاس أعٍٛبٚتٕفظ  [7]ٚفٟ اٌؼاَ ٔفغٗ لذِد واظُ 

 (,  , ,  ,  ,  RSTS RSST RTSS RTST RSTT RTTSٌ ٍرىاِلاخ اٌصلاش١ح ٚ٘زٖ اٌطشائك ( ٌحغاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح

 .حصٍد ػٍٝ ٔرائط ظ١ذج ٚأ٠عا ٚ عّثغْٛ( ) شثٗ إٌّحشف وٛذظ –ِٓ لٛاػذ  ١ٔٛذٓ  ٌٕٓاذعح ِٓ ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذذ١

ِؼرٍح اٌّشرماخ  ٙااٌرٟ ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج اٚ ِغرّشج ٌىٌٕحغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاش١ح ػذد٠ح أِا فٟ تحصٕا ٘زا لذِٕا غش٠مح 

إٌمطح  لاػذذٟ ذطث١ك )ِٓ إٌاذعح  MSSلاػذج ِغ آ٠رىٓذؼع١ً تاعرخذاَ اٌّؼرٍح فٟ احذٜ ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ  ٚااٌعضئ١ح 

ٚلذ حصٍٕا ػٍٝ ٔرائط  [8] ٚآخشْٚ( ، ِحّذ X ٚاٌذاخٍٟ  Y عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ الاٚعػٚ  Zاٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ 

 .  AMSSم١ُ اٌحم١م١ح ٌٍرىاِلاخ ٚاع١ّٕا اٌطش٠مح اٌظ١ذج ِٓ ح١س اٌذلح ٚاٌغشػح فٟ الالرشاب اٌٝ 
 

 MSSانطزيقت انعذديت  -2
 Zػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ  Mid-point rule إٌمطح اٌٛعطٝلاػذج اٌؼاِح ٌٙزٖ اٌماػذج ِٓ ذطث١ك  اٌص١غح٠ّىٓ اٌحصٛي ػٍٝ 

 [8] ٚآخشْٚ( ، ِحّذ X ٚاٌذاخٍٟ  Y الأٚعػػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ  s rule‘Simpsonٚلاػذج عّثغْٛ 
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     Squared Process  –Aitken’s deltaدنتا انتزبيعيت  آيتكهطزيقت -3
( ِٕٙعا  ظذ٠ذا  ٌرؼع١ً ٔغثح ذماسب اٌّرراتؼح ٚلذ وأد اٌص١غح الأٌٚٝ ٌٙزٖ  1964 -1895)آ٠رىٓٚظذ أٌىغٕذس  1926فٟ ػاَ  

٠ح اٌمشْ اٌغاتغ ػشش ٚذحذ٠ذا  اٌزٞ ػاػ ٔٙا Takakazu Seki kowaاٌش٠اظٟ ا١ٌاتأٟ ذاواواصٚعىِٟ وٛا اٌطش٠مح ِؼشٚفح ٌٍؼاٌُ

 ( . 1708ـ  1642 ) فٟ

n{xٌٚرٛظ١ح اٌطش٠مح ٔفشض اٌّرراتؼح  1ح١س { 2{ } { , ,... ...}n kx x x x   ذمرشب خط١اConvergence Linearly   ٌٝا

1ارْ   ل١ّح ٔٙائ١ح ِؼ١ٕح  ( )i i ix C x    ْٛ[1]ساٌغر 

1iCتح١س        ْٚاiC C 

  :شاترح ٠ّٚىٕٕا وراتح  عرىْٛ ذمش٠ثا   iCٔلاحع اْ 

                                       (2...) 

𝛽         ̅𝛽       
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1 1 1

( )

0 0 0

x y zI e dxdydz    

 

Cح١س  C اْٚٔلاحع وزٌه : 
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)1ح١س اْ    )i i ix x x    ْٚا
2

1 22i i i ix x x x     
 

n{xِٓ ػٕاصش اٌّرراتؼح nاعرخذاَٚػٕذ  ٠2nّىٕٕا اٌحصٛي ػٍٝ  {   أخشِٜٓ ػٕاصش ِرراتؼح {S}  ٌٝذمرشب أعشع ا

  اٌّرراتؼح ِٓn{x  :ح١س{

                     (4...)                                                                                     
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,...,1,2إر اْ  2i n ، 

وٛٔٙا ذغرخذَ اٌم١ّح إٌٙائ١ح  إٌٝاٌم١ُ  Accelerating The Convergenceالرشاب ٟ٘ إلا ذؼع١ً  إْ ٘زٖ اٌؼ١ٍّح ِا

 .شلاز ل١ُ ٌٍحصٛي ِٕٙا ػٍٝ ل١ّح ظذ٠ذج ذىْٛ أفعً ِٓ اٌم١ُ اٌصلاز اٌغاتمح

أفعً ٌٍرىاِلاخ تذلا  ِٓ الاعرّشاس فٟ ذمش٠ث١ح ٌرؼع١ً اٌحصٛي ػٍٝ ل١ُ ( MSS)ٚ عٕطثمٙا ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذعح ِٓ لاػذج 

2nفغٛف ٔحصً ػٍٝ  MSSل١ّح تماػذج  nص٠ادج ػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح . فارا واْ ٌذ٠ٕا ػٍٝ عث١ً اٌّصاي    ل١ّح تطش٠مح

2n( شُ ٔغرخذَ ا٠عا  ذؼع١ً أ٠رـىٓ ػٍٝ اٌم١ُ 4اٌّؼادٌح ) تاعرخذاَذؼع١ً أ٠رـىٓ ٚرٌه    ٍٝ4فٕحصً ػn   ل١ّح ٚ٘ىزا

 .[ 2 ]ٔغرّش اٌٝ اْ ٔحصً ػٍٝ اٌذلح اٌّطٍٛتح
 

 الأمثهت: –4
احذٜ ٔٙاا٠رٟ ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح اٚ اٌّؼرٍح فٟ  ٙأغرؼشض ف١ّا ٠ٍٟ تؼط اٌرىاِلاخ اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِغرّشج اِٚغرّشج ٌىٕ

 .ٕرائطاٌ ٌرحغMSSٓ١ لاػذج ٚٔغرخذَ غش٠مح ذؼع١ً أ٠رـىٓ ِغِٕطمح اٌرىاًِ 
 

 
             1مثال

 
ِمشتح اٌٝ ػشش ِشاذة ػشش٠ح تؼذ  ( 5.0732141118)  ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ داٌح اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّشج

64mػٕذِا تؼذ اٌفاصٍح  اٌّشذثح اٌصإِحٌغا٠ح  ( ٔلاحع أٙا ِرطاتمح ذّاِا1ِغ ل١ّرٗ فٟ تشٔاِط اٌّاذلاب )ظذٚي سلُ  اٌفاصٍح   

 .٠رىٓ أ تذْٚ ذؼع١ً (MSS )ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صح١حح ٌصلاز ِشاذة ػشش٠ح فمػ تاعرخذاَ لاػذج (AMSS)  غش٠مح تاعرخذاَ

 (شا١ٔح0.583 ) اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍحغاب واْ أْ ػٍّا
 

 m  ل١ُ اٌماػذجMSS AMSS AMSS 

2 5.0241370340     

4 5.0602446587     

8 5.0699264701 5.0734736636   

16 5.0723893470 5.0732296043   

32 5.0730077418 5.0732150694 5.0732141490 

64 5.0731625081 5.0732141715 5.0732141125 

      5.0732141118 

 1) ظذٚي سلُ )
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                2مثال

                                 

1 1 1

0 0 0

1

1
I dxdydz

xyz



  

    

 

فٟ اٌذاٌح (1,1,1) ػٕذ ذؼ٠ٛط إٌمطح لأٔٗ) (1,1,1) اٌّىاًِ ٕ٘ا ِؼرً فٟ إٌمطح       
1

( , , )
1

f x y z
xyz




فاْ إٌاذط  

ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ                                       ،ٚاحذ  أْسٞ ٚٔغثٟ فٟ ظز، ٚٔٛع الاػرلاي ٕ٘ا  ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف (

ٌغا٠ح اٌّشذثح اٌراعؼح تؼذ اٌفاصٍح   ( ٔلاحع أٙا ِرطاتمح ذّاِا  2ِغ ل١ّرٗ فٟ تشٔاِط اٌّاذلاب )ظذٚي سلُ  (  1.08676647750)

256mػٕذِا   ًآ٠رىٓ ِغ لاػذج  تاعرخذاَ ذؼع١ (MSS)ماػذج اٌِشاذة ػشش٠ح فمػ تاعرخذاَ  ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صح١حح ٌغرح

 .آ٠رىٓ تذْٚ ذؼع١ً اٌّزوٛسج

 شا١ٔح(51.583 ) اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍحغاب واْ ػٍّا  
 

m  ل١ُ اٌماػذجMSS AMSS AMSS AMSS 

2 1.08474283354    

4 1.08610183282    

8 1.08654979477 1.08677006005   

16 1.08670018163 1.08677618332   

32 1.08674735706 1.08676891979 1.08677286090  

64 1.08676120087 1.08676695070 1.08676621835  

128 1.08676506561 1.08676656238 1.08676646716 1.08676645817 

256 1.08676610763 1.08676649231 1.08676647655 1.08676647715 

    1.08676647750 

 (2)ظذٚي سلُ  
 

  3 مثال

                                        

1 1 1 1

4 4 4 3

0 0 0

( )I x y z dxdydz     

ٚ٘زا اٌرىاًِ ِٓ اٌرىاِلاخ اٌغ١ش ِؼشٚف  ظزسٕٞ٘ا ، ٚٔٛع الاػرلاي (0,0,0) فٟ إٌمطحاٌّشرماخ اٌعضئ١ح اٌّىاًِ ٕ٘ا ِؼرً       

ٕٚ٘ا ذىّٓ فائذج ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ إ٠عاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ ِٓ خلاي ِلاحظح ذىشاس اٌم١ّح فٟ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح 

ػٕذِا ح١س أٙا ِرطاتمح ذّاِا  ٌغا٠ح اٌّشذثح اٌصإِح تؼذ اٌفاصٍح ( 3تشٔاِط اٌّاذلاب )ظذٚي سلُ  اعرخذاَ ػٕذ اٌؼّٛد٠ٓ الاخش٠ٓ 

128m  ِغ لاػذج  ا٠رىٓ ذؼع١ًاعرؼّاي ت (MSS) ت١ّٕا وأد اٌم١ّح صح١حح ٌخّظ ِشاذة ػشش٠ح فمػ تاعرخذاَ اٌماػذج

 آ٠رىٓ. اٌّزوٛسج تذْٚ ذؼع١ً

 .شا١ٔح(9.583 ) اٌّاذلاب ٌٍحغاب واْاْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط  ػٍّا
 

m   قيم القاعدةMSS AMSS  AMSS  AMSS 

2 0.74983900702       

4 0.76553377230       

8 0.76800351312 0.76846473115     

16 0.76855896863 0.76872014148     

32 0.76869460705 0.76873843038 0.76873984098   

64 0.76872834703 0.76873951880 0.76873958767   

128 0.76873677298 0.76873957763 0.76873958115 0.76873958129 

        0.76873958095 
 (3)ظذٚي سلُ             
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                                             4 مثال
0 1 0

2 2 2
1 0 1

log(1 )xyz
I dxdydz

x y z z 

 


  
   

 

ِؼرً فٟ إٌماغ ٕ٘ا  إْ ِىاًِ اٌرىاًِ      , , (0,0,0)x y z  ، , , ( 0 , 0 , 1)x y z   ، , , ( 1, 1, 1)x y z   

( ِمشتح اٌٝ 0.1477408993ٚٔٛع الاػرلاي ٕ٘ا ٌٛغاس٠رّٟ ٚظزسٞ ٚٔغثٟ فٟ اْ ٚاحذ ، ٚ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح  ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘ )

( ٔلاحع 4ػششج ِشاذة ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح. ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ ِغ ل١ّرٗ فٟ تشٔاِط اٌّاذلاب )ظذٚي سلُ  

256mٌغا٠ح اٌّشذثح اٌراعؼح تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا  أٙا ِرطاتمح ذّاِا     تاعرخذاَ غش٠مح  ( AMSS  ِٓ اٌؼذد ٘زا ٚظٛد سغُ(

 .أ٠رىٓ تذْٚ ذؼع١ً MSSت١ّٕا وأد اٌم١ّح صح١حح ٌغرح ِشاذة ػشش٠ح فمػ تاعرخذاَ لاػذج  الاػرلاي ٔماغ

 شا١ٔح( 57.583اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍحغاب واْ) ػٍّا  
 

m  ل١ُ اٌماػذجMSS AMSS AMSS AMSS 

2 0.1445975110    

4 0.1465555875    

8 0.1473803428 0.1479805445   

16 0.1476426891 0.1477650655   

32 0.1477152108 0.1477429174 0.1477403801  

64 0.1477343093 0.1477411368 0.1477409812  

128 0.1477392266 0.1477409316 0.1477409049 0.1477409135 

256 0.1477404773 0.1477409039 0.1477408995 0.1477408991 

    0.1477408993 
 

 (4)ظذٚي سلُ  
 

 5مثال
1 1 1

0 0 0

ln( )I x y z dxdydz     

)فٟ اٌذاٌح (0,0,0) )لأٗ ػٕذ ذؼ٠ٛط إٌمطح (0,0,0) اٌّىاًِ ٕ٘ا ِؼرً فٟ إٌمطح        , , ) ln( )f x y z x y z    ْفا

ِغ (  0.3378332434ٚػٕذ اٌّماسٔح ت١ٓ اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ ) ، ٚٔٛع الاػرلاي ٕ٘ا ٌٛغاسذ١ّٟ ، إٌاذط ٠ىْٛ غ١ش ِؼشف (

128mٌغا٠ح اٌّشذثح اٌراعؼح تؼذ اٌفاصٍح  ػٕذِا  ( ٔلاحع أٙا ِرطاتمح ذّاِا  5ل١ّرٗ فٟ تشٔاِط اٌّاذلاب )ظذٚي سلُ   اعرخذاَ ت

 .أ٠رىٓ  ذؼع١ًتذْٚ   MSS تاعرخذاَ لاػذج ِشاذة ػشش٠ح فمػ  وأد اٌم١ّح صح١حح ٌخّظت١ّٕا (AMSS)  غش٠مح

 شا١ٔح(7.583 اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ تشٔاِط اٌّاذلاب ٌٍحغاب واْ)ػٍّا  
 

m  ل١ُ اٌماػذجMSS AMSS AMSS AMSS 

2 0.3428650370       

4 0.3395097476       

8 0.3383184620 0.3376626584     

16 0.3379637897 0.3378134307     

32 0.3378670990 0.3378308595 0.3378331376   

64 0.3378418637 0.3378329516 0.3378332370   

128 0.3378354183 0.3378332074 0.3378332430 0.3378332433 

       0.3378332434 
 

 (5)ظذٚي سلُ 
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 انمىاقشت-5
اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٚاٌّغرّشج ٌىٕٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ  راخ اٌصلاش١ح اٌرىاِلاخ حغاب ػٕذ أٗ اٌثحس ٘زا ٔرائط خلاي ِٓ ٔغرٕرط

تاٌماػذج اٌعضئ١ح ٚاٌّؼرٍح MSS  تاعرخذاَ ٌٍرىاِلاخ اٌحم١م١ح اٌم١ُ ِغ ِماسٔح( ػشش٠ح ِشاذة ٌؼذج) صح١حح ل١ّا   أػطدأٙا 

 اٌّزوٛسج اٌماػذج ِغ رؼع١ً٘زا اٌ اعرخذاَٚػٕذ ، ػ١ٍٙا )ذؼع١ً ا٠رىٓ ( اٌرؼع١ٍ١ح اٌطش٠مح اعرخذاَ دْٚ اٌعضئ١ح ٌفرشاخِٓ ا ػذد

فٟ ف، اٌحم١م١ح اٌرىاِلاخ ل١ُ ِماسٔحَ ِغ اٌعضئ١ح اٌفرشاخ ِٓ ل١ًٍ تؼذد الالرشاب ٚعشػح اٌذلح ح١س ِٓ أفعً ٔرائط حصٍٕا ػٍٝ

اٌصأٟ اِا اٌّصاي اٌصاٌس فٙٛ ذغغ ِشاذة ػشش٠ح فٟ اٌّصاي ٚ  تؼذ اٌفاصٍح ػشش٠ح ِشاذة صّا١ٔحٌ صح١ححإٌر١عح  وأد اٌّصاي الأٚي

اٌرٟ ذعذ ٔرائط ٘زا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ذؼعض ٕٚ٘ا ذىّٓ احذٜ فٛائذ ٘زٖ اٌطش٠مح ِٓ اٌرىاِلاخ اٌغ١ش ِؼشٚفح اٌم١ّح اٌرح١ٍ١ٍح 

ػٓ ا٠عاد٘ا اٌطشق اٌرح١ٍ١ٍح اٌّؼشٚفح ، اِا اٌرىاًِ اٌشاتغ فٙٛ ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ف١ٙا ِعّٛػح ِٓ الاػرلالاخ فٟ شلاز ٔماغ 

 صاي اٌخاِظ اٌّؼرً اٌّىاًِ .ٚسغُ رٌه وأد إٌرائط ظ١ذج ٚصٍد اٌٝ ذغغ ِشاذة ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح ٚوزٌه اٌحاي ٌٍرىاًِ فٟ اٌّ

وأد ٔرائعُٙ  RMSSِغ ذؼع١ً سِٚثشن [ 8]ِحّذ ٚاخشْٚ ٚػٕذ ِماسٔح ٘زٖ اٌطش٠مح ِغ اٌطشائك اٌرٟ اعرخذِٙا اٌثاحصْٛ

ذحراض اٌٝ ٚلد غ٠ًٛ  ١ٍ١ٍح ٌٍرىاِلاخ ٌٚىٓ غشائمُٙ ٘زِٖٓ ح١س ػذد اٌّشاذة اٌصح١حح تؼذ اٌفاصٍح ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌرح أفعً

ٌرحغ١ٓ إٌرائط تاعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن ت١ّٕا فٟ ٘زٖ  إ٠عاد٘الا٠عاد عٍغٍح حذٚد اٌرصح١ح )ص١غ اٌخطأ( اٌٛاظة ٔٛػاَ ِا 

حصٍٕا ػٍٝ دلح ػا١ٌح تإٌرائط ٚصٍد اٌٝ ذغؼح ِشاذة ػشش٠ح تؼذ اٌفاصٍح رٌه ٚ٘زا ٠ٛفش اٌٛلد ٚاٌعٙذ ٚلذ  اٌطش٠مح لأحراض

ٌٚزٌه ِٓ اٌصا١ٔح  أظضاء ٚأح١أاتٛلد تغ١ػ لا٠رعاٚص تعؼح شٛأٟ  MSSِّراصج ِماسٔح ِغ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍماػذج ٚ٘زٖ ٔر١عح

 .ٚاٌّؼرٍحٚاٌّؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح اٌّغرّشج  اٌصلاش١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌرىاِلاخ حغاب فٟ AMSSغش٠مح ػٍٝ الاػرّاد ٠ّىٓ
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 انبزوامج انمستخذو في هذا انبحث 

tic 

clear all 

clc 

%a=0;b=(pi/2);c=0;d=(pi/2);e=0;f=(pi/2);eps=10^(-10); 

a=0;b=1;c=0;d=1;e=0;f=1;eps=10^(-12); 

%find triple integral of function g(x,y,z) on the [a,b]*[c,d]*[e,f] 

%using AMSS 

%D(1)=2;D(2)=4;D(3)=6;D(4)=8;D(5)=10;D(6)=12;D(7)=14;D(8)=16;D(9)=18;D(10)=20; 

D(11)=22;D(12)=24; 

n=2;h=(b-a)/n;h1=(d-c)/n;h2=(f-e)/n; 

uu=2;zz=3; 

s(1,1)=2; 

s(1,2)=h*h1*h2*(g(a,c,e+0.5*h2)+g(a,c,e+(3/2)*h2)+g(a,d,e+0.5*h2)+g(a,d,e+(3/2)*h2)+g(b,c,e+0

.5*h2)+g(b,c,e+(3/2)*h2)+g(b,d,e+0.5*h2)+g(b,d,e+(3/2)*h2)+4*(g(a,c+h1,e+0.5*h2)+g(a,c+h1,e+
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(3/2)*h2)+g(b,c+h1,e+0.5*h2)+g(b,c+h1,e+(3/2)*h2)+4*(g(a+h,c+h1,e+0.5*h2)+g(a+h,c+h1,e+(3/

2)*h2))+g(a+h,c,e+0.5*h2)+g(a+h,c,e+(3/2)*h2)+g(a+h,d,e+0.5*h2)+g(a+h,d,e+(3/2)*h2)))/9;   

for k=2:7 

    n=2^k;s(k,2)=0; 

    h2=(f-e)/n; 

for t=1:n 

    s(k,2)=s(k,2)+g(a,c,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(b,c,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(a,d,e+((2*t-

1)/2)*h2)+g(b,d,e+((2*t-1)/2)*h2); 

    h1=(d-c)/n;h=(b-a)/n; 

for i=2:2:n-2 

    s(k,2)=s(k,2)+2*(g(a+i*h,c,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(a+i*h,d,e+((2*t-1)/2)*h2)); 

end 

for u=1:2:n-1 

            s(k,2)=s(k,2)+4*(g(a+u*h,c,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(a+u*h,d,e+((2*t-1)/2)*h2)); 

end 

for m=1:2:n-1 

            s(k,2)=s(k,2)+4*(g(a,c+m*h1,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(b,c+m*h1,e+((2*t-1)/2)*h2)); 

for L=1:2:n-1 

                s(k,2)=s(k,2)+16*g(a+L*h,c+m*h1,e+((2*t-1)/2)*h2); 

end 

for p=2:2:n-2 

            s(k,2)=s(k,2)+8*g(a+p*h,c+m*h1,e+((2*t-1)/2)*h2); 

end 

end 

for q=2:2:n-2 

            s(k,2)=s(k,2)+2*(g(a,c+q*h1,e+((2*t-1)/2)*h2)+g(b,c+q*h1,e+((2*t-1)/2)*h2)); 

for w=1:2:n-1 

                s(k,2)=s(k,2)+8*g(a+w*h,c+q*h1,e+((2*t-1)/2)*h2); 

end 

for v =2:2:n-2 

                s(k,2)=s(k,2)+4*g(a+v*h,c+q*h1,e+((2*t-1)/2)*h2); 

                s(k,1)=n; 

end 

end 

end 

            s(k,2)=s(k,2)*h1*h2*h/9; 

if (k>=3) 

if mod(k,2)==1 

uu=uu+1; 

end 

forzz=3:uu 

        s(k,zz)=(s(k,zz-1)*s(k-2,zz-1)-s(k-1,zz-1)^2)/(s(k,zz-1)+s(k-2,zz-1)-(2*s(k-1,zz-1)));         

end 

if abs(s(k,zz)-s(k,zz-1))<=eps 

sprintf('%5.of%2-13f',n,s(k,zz)); 

      s(k,zz) 

break 

end 

end 

end 

xlswrite('E:/(AMSS-74).xls',s,1,'A2') 

toc 


