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 المستخلص 
 اٌٙذف اٌشئ١ظ ِٓ ٘زا اٌثؽس ٘ٛ الرشاغ ص١غح ذؼع١ٍ١ح ظذ٠ذج ٌرؽغ١ٓ ٔرائط اٌرىاِلاخ الاؼاد٠ح ػذد٠ا راخ اٌّىاِلاخ

اٌّغرّشج اٚ اٌّؼرٍح فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ اٚ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ٔٙا٠رٟ فرشج 

[.ؼ١س لاسٔا 6وٛذظ ] –[ ٚؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح فٟ ؼاٌح اعرخذاَ ٌمٛاػذ ١ٔٛذٓ 6اٌرىاًِ تالاعرفادج ِٓ ذؼع١ً سِٚثشن ]

[ اٌّؼشٚف١ٓ فؽصٍٕا ػٍٝ ٔرائط افعً راخ دلح ػا١ٌح 1[ ٚ ا٠رىٓ]7ذؼع١ٍٟ س٠رشاسدعْٛ ] إٌرائط اٌّؽصً ػ١ٍٙا ِغ ٔرائط

 ٚتفرشاخ ظضئ١ح .
 

Abstract 
The main aim of this paper is to suggest new accelerate formula to improve the results of 

single integral numerically when the integrand is continuous function or singular or has 

singularity in one of the end of integration or both by depending on Romberg acceleration 
 

 المقذمت   -1
تأٔٗ دساعح و١ف١ح إ٠عاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌرىاًِ ِؼ١ٓ , ٠ٚشظغ ذاس٠خ  ( Numerical Integration )٠ؼشف اٌرىاًِ اٌؼذدٞ 

ٚرٌه ِٓ خلاي ذعضئح  (Greek quadrature) ذطث١ك اٌرىاًِ اٌؼذدٞ إٌٝ تذا٠اذٗ فٟ إ٠عاد ِغاؼح دائشج تطش٠مح اٌرشت١غ الإغش٠مٟ

خ١ّذط ِٓ أ٠عاد اٌؽذٚد اٌؼ١ٍا ٚاٌذ١ٔا ٌم١ّح ٚتٛاعطح ٘زٖ اٌطش٠مح ذّىٓ اس Regular  polygon)اٌذائشج إٌٝ ِعٍؼاخ ِٕرظّح ) 

إٌغثح اٌصاترح   ٝ[8], ِٛع . 

ػًّ اخشْٚ وّا  ٚلذ ػًّ ػذد ِٓ اٌثاؼص١ٓ ػٍٝ ا٠عاد ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌؼذد٠ح تشىً ِرغٍغٍح ذمرشب اٌٝ اٌم١ّح اٌذل١مح ٌٍرىاًِ ,

 ¸اٌؼاٌُ الأى١ٍضٞ ٠ٌٛظ فشاٞ س٠رشاسدعْٛاٌٝ اٌم١ّح اٌذل١مح ٌٍرىاًِ الاؼادٞ ُِٕٙ ذؼع١ً ٔغثح ذماسب اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح فٟ ِعاي 

Lewis Fry Richardson َغش٠مح ٌرؽغ١ٓ إٌرائط ٟٚ٘ غش٠مح الاعرىّاي ٌش٠رشاسدعْٛ فٟ ؼً ِغائً  1910ؼ١س لذَ فٟ ػا

دلاخ اٌرفاظ١ٍح ٚاٌّغائً اٌرٟ ٠مغُ ف١ٙا اٌّذٜ إٌٝ ػذد ِؽذٚد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرىاًِ اٌؼذدٞ , ٚاٌؽٍٛي اٌؼذد٠ح ٌٍّؼا

 . hٟٚ٘ غش٠مح ذطثك ػٍٝ اٌّغائً اٌرٟ ٠ّىٓ وراتح ص١غح اٌخطأ ػٍٝ شىً ِرغٍغٍح لٜٛ فٟ  hاٌّرغا٠ٚح اٌرٟ غٌٛٙا ٠غاٚٞ 

أٌىغٕذس أ٠رىٓ ِٕٙعاً ظذ٠ذاً ٌرؼع١ً ٔغثح ذماسب اٌّرراتؼح اٌّؽغٛتح فٟ إ٠عاد ل١ّح ِغأٌح ِا ٚ ػُشفد أٚظذ  1926ٚفٟ ػاَ 

ػ١ٍّح ذؼع١ً إلرشاب  ٚذؼرثش ٘زٖ اٌؼ١ٍّح ِا ٟ٘ إلا Aitken’s delta – Squared Processغش٠مرٗ تطش٠مح أ٠رـىٓ دٌرا اٌرشت١ؼح 

ل١ّح تماػذج شثٗ إٌّؽشف أٚ  nإٌٝ اٌم١ّح اٌذل١مح , فإرا واْ ٌذ٠ٕا ػٍٝ عث١ً اٌّصاي اٌم١ُ اٌّؽصً ػ١ٍٙا تطش٠مح ذىا١ٍِح ػذد٠ح  ِا 

2nغ١ش٘ا فغٛف ٔؽصً ػٍٝ   . ٓتاٌزوش اْ اٌص١غح الأٌٚٝ ٌٙزٖ اٌطش٠مح ِؼشٚفح ٌٍؼاٌُ ِٓ اٌعذ٠ش  ل١ّح تطش٠مح ذؼع١ً ا٠رى

 [9اٌزٞ ػاػ ٔٙا٠ح اٌمشْ اٌغاتغ ػشش ,ٔاصش ]  Takakazu Seki kowaاٌش٠اظٟ ا١ٌاتأٟ ذاواواصٚعىِٟ وٛا 

ِٓ  ترمذ٠ُ غش٠مح ذرعّٓ أشاء ذشذ١ثا ِصٍص١ا ِرأٌفاً  Romberg Wernerلاَ اٌؼاٌُ الاٌّأٟ ٚسٔش سِٚثشن  1955اِا فٟ ػاَ 

ل١ُ ذمش٠ث١ح  ػذد٠ٗ ٌٍرىاًِ اٌّؽذد ٚرٌه ترطث١ك اٌرؼذ٠ً اٌخاسظٟ ٌش٠رشاسدعْٛ  تصٛسج ِرىشسج ػٍٝ ِغائً اٌرىاًِ اٌؼذدٞ اٌرٟ 

ّىٓ وراتح ٟٚ٘ غش٠مح ذطثك ػٍٝ اٌّغائً اٌرٟ ٠h٠رُ ف١ٙا ذمغ١ُ اٌّذٜ إٌٝ ػذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌّرغا٠ٚح اٌرٟ غٌٛٙا ٠غاٚٞ 

 .   hص١غح اٌخطأ ػٍٝ شىً ِرغٍغٍح لٜٛ فٟ 

[ ػٍٝ اعرخذاَ لاػذج ا٠رىٓ تشىً ِرىشس فؽصٍد ػٍٝ ٔرائط افعً ِٓ اٌطش٠مح 9ػٍّد اٌثاؼصح ٔاصش ] 2010ٚفٟ ػاَ 

 الاٌٚٝ ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح .

ذؽغ١ٓ ٌٕرائط لاػذج س٠رشاسدعْٛ تاعرخذاَ ػذد ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ تذي ِٓ الاورفاء  2012ٚ تاٌّصً لذِد اٌىشِٟ فٟ ػاَ 

 [ ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح .10تاٌؽذ اٌشئ١ظ ٚوأد إٌرائط افعً ِٓ اٌطش٠مح الاٌٚٝ ]

اٌّغرّشج اٚ اٌّؼرٍح فٟ اؼذٜ اٚ  ٠ح راخ اٌّىاِلاخؼادذج ٌرؽغ١ٓ ٔرائط اٌرىاِلاخ الاٚفٟ ٘زا اٌثؽس لذِٕا غش٠مح ذؼع١ٍ١ح ظذ٠

وٍرٟ ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ اٚ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ إٌاذعح ِٓ اعرخذاَ اؼذٜ غشائك 

 ح ١عضئاٌفرشاخ ا١ٌٔٛذٓ _وٛذظ ِغرف١ذ٠ٓ ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح ٌٙا ٚوأد إٌرائط ظ١ذج ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد 
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 يح المرافقت لها حوحذود التصكىتس  –قىاعذ نيىتن  -2
 ِىرٛب تاٌص١غح ا٢ذ١ح  Jٌٕفشض اٌرىاًِ

                           

0

( ) ( ) ( )
mx

G G

x

J f x dx G h E h R     

 [2]فٛوظ 

)ؼ١س  )G h  ذّصً ذمش٠ة لاوشأطLagrangian - Approximation  ًٌِم١ّح اٌرىاJ  اٌؽشف( ٚG , )٠شِض ٌٕٛع اٌماػذج

( )GE h عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٟ٘Correction terms  ُاٌّّىٓ إظافرٙا إٌٝ ل١( )G h . 

GR ٟاٌّرثم ٛ٘Remainder  ٚاٌّرؼٍك تاٌثرشTruncation  ِٓ( )GE h ِٓ تؼذ اعرؼّاي ؼذٚد ِؼ١ٕح ػذج( )GE h 

)فاْ  )G h  ٓوٛذظ ٟ٘ والاذٟ  –ٌص١غ ١ٔٛذ 

)لاػذج شثٗ إٌّؽشف  -أ )T h                                              
1

0

1

( ) ( ) ( ) 2 ( )
2

m

m i

i

h
T h f x f x f x





 
   

 
                                                    

)لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ  -ب )M h                                                                       
1

2

0

( ) ( )
m

h
i

i

M h f x




  

)لاػذج عّثغْٛ  -ظـ )S h                         
2 2

1 1

0 2 2 1

1 1

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 4 ( )
3

m m

m i i

i i

h
S h f x f x f x f x

 



 

 
    

  
   

 [3فٛوظ ]

اْ ٌؽذٚد اٌرصؽ١ػ ا١ّ٘ح وث١شج فٟ ذؽغ١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ ٚذؼع١ً الرشاب اٌم١ّح اٌؼذد٠ح ٌٍرىاًِ ِٓ اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح اٚ اٌذل١مح ٚتزٌه 

وٛذظ ٌٍرىاِلاخ  -[ ػٍٝ ا٠عاد علاعً ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح ٌمٛاػذ ١ٔٛذٓ 11اٌثاؼصح ظ١اء ] ٚا٠عا [3]ػًّ اٌؼاٌُ فٛوظ 

 فٟ ؼذ اٚ وٍٟ ؼذٞ فرشج اٌرىاًِ اٚ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ ؼذ ٚاؼذ اٚ وٍٟ ؼذٞ فرشج اٌرىاًِ  اٌّغرّشج اٚ اٌّؼرٍح

 وٛذظ ٌٍرىاِلاخ اٌّغرّشج -ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌمٛاػذ ١ٔٛذٓ  - 1

2                                  ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج شثٗ إٌّؽشف            4 6( ) T T TJ T h A h B h C h           

2                          ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ              4 6( ) M M MJ M h A h B h C h     

4                                          ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج عّثغْٛ          6 8( ) S S SJ S h A h B h C h            

 [  2فٛوظ ]

)ؼ١س إْ  )T h  ,M ( )h,( )S hٌٟٚاْ  ذشِض ٌماػذج شثٗ إٌّؽشف ٚ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٚلاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌرٛا

, , ,... , , , ,... , , ,...T T T M M M S S SA B C A B C A B C ٚ شٛاتدJ                                               . ًِاٌم١ّح اٌؽم١م١ح )اٌذل١مح( ٌٍرىا 

وٛذظ ٌٍرىاِلاخ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ ؼذ ٚاؼذ ِٓ ٔٙا٠ح فرشج اٌرىاًِ إر إْ اٌذاٌح  -ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌمٛاػذ ١ٔٛذٓ  - 2

( )f x  0ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ إٌمطحx x  ًِِٚغرّشج فٟ فرشج اٌرىا 1, mx x  

اْ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج شثٗ إٌّؽشف ػٕذِا  0f x : ْٛغ١ش ِؼشفح ذى- 

2 3 2 4 3 2 4

1

1 1 29
( )

12 12 720
T T TE h h D h D h D f A h B h

 
       
 

 

ٚاْ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ػٕذِا  0f x : ْٛغ١ش ِؼشفح ذى- 

2 3 2 4 3 2 4

1

1 1 23
( )

6 6 360
M M ME h h D h D h D f A h B h

 
        
 

 

ٚاْ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج عّثغْٛ ػٕذِا  0f x : ْٛغ١ش ِؼشفح ذى- 

4 3 5 4 6 5 4 6

1

1 1 2
( )

180 180 945
S S SE h h D h D h D f A h B h

 
       
 

 

,إر إْ  ,... , , ,... , , ,...T T M M S SA B A B A B  شٛاتد  ذؼرّذ ػٍٝ ل١ُ ِشرماخ اٌذاٌح( )f x فٟ إٌمطحmx x[ 3, فٛوظ] 

اِا عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ ِغ ٚظٛد الاػرلاي فٟ اٌّشرمح ػٕذ إٌٙا٠ح اٌؼ١ٍا ٌٍرىاًِ تاعرؼّاي لاػذج شثٗ إٌّؽشف ٚلاػذج 

 إٌمطح اٌٛعطٝ ٚلاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌرٛاٌٟ ذىْٛ والاذٟ 

2 3 2 4 3 2 4

1

1 1 29
( )

12 12 720
T m T TE h h D h D h D f A h B h
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2 3 2 4 3 2 4

1

1 1 23
( )

6 6 360
M m M ME h h D h D h D f A h B h

 
        
 

  

4 3 5 4 6 5 4 6

1

1 1 2
( )

180 180 945
S m S SE h h D h D h D f A h B h

 
        
 

 

,إر أْ  ,... , , ,... , , ,...T T M M S SA B A B A B  شٛاتد  ذؼرّذ ػٍٝ ل١ُ ِشرماخ اٌذاٌح( )f x 0فٟ إٌمطحx x [2], فٛوظ  

ت١ّٕا ارا وأد اٌذاٌح  f x ًِ1ِغرّشج فٟ فرشج اٌرىا 1( , )mx x   ٓ0ِٚؼرٍح اٌّشرمح ذؽذ٠ذا فٟ إٌمطر١x x ٚmx x . 

 -فاْ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج شثٗ إٌّؽشف ٟ٘ :

  2 3 2 2 3 2

0 1 1

1 1 1 1
( )

12 12 12 12
T m mE h f f h D h D f h D h D f 

   
          

   

  

 -ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٟ٘ :ٚوزٌه عٍغٍح 

  2 3 2 2 3 2

0 1 1

1 1 1 1
( )

6 6 6 6
M m mE h f f h D h D f h D h D f 

   
           

   

 

 -ٚوزٌه عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌماػذج عّثغْٛ ٟ٘ :

  4 3 5 4 4 3 5 4

0 1 1

1 1 1 1
( )

180 180 12 12
S m mE h f f h D h D f h D h D f 

   
          

   

 

 .  [11]ظ١اء
 

 Rombergتكامل رومبرك    -3
َ ٚ اٌرٟ لذِٙا فٟ ػاَ (  2003-1909)  ( Werner Romberg)ِثشن  ٚسِٚثشن اٌٝ اٌؼاٌُ الاٌّأٟ ٚسٔش ذؼٛد غش٠مح س

َ ٚرٌه ترطث١ك اٌرؼع١ً اٌخاسظٟ ٌش٠رشادعْٛ تؽ١س ذعاػف ػذد فرشاخ اٌرعضئح تصٛسج ِرىشسج ػٕذ ؼغاب اٌرىاًِ  1955

 وٛذظ ٌٚمذ اػرّذ ػٍٝ ىغٍغٍح  ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاِلاخ اٌّغرّشج اٚ اٌّؼرٍح اٌّشرمح  .           –تإؼذٜ غشق ١ٔٛذٓ 

 ٗ ٌذ٠ٕا اٌرىاًِ الاذٟ تفشض أ
 

   +       C    G=∫  ( )    ( )      
   

  
 

 

G  ( )                      
                                                                                                             

)اٌم١ّح اٌذل١مح ٌٍرىاًِ , Gؼ١س  )h  ٓوٛذظ  -ل١ّح اٌرىاًِ اٌؼذد٠ح تإعرخذاَ إؼذٜ غشائك ١ٔٛذ 

      0mx x
h

m


 ,m  ًِػذد فرشاخ اٌرعضئح اٌّعضء ا١ٌٙا فرشج اٌرىا 0x , xm  

    31 2 kk k
Ah Bh Ch    طش٠مح ٌص١غح اٌخطأ اٚ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح( )h[ 2[ , فٛوظ ]3, فٛوظ] 

 ِٕٚٙا ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

                                                                                                   

 2
2

,
2 2 1

k

k

h
h

h
h

 



 
 

    
 

 

 [2[ , فٛوظ ]3فٛوظ ]فٟ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ,  hٟ٘ لٜٛ  kؼ١س   

 ٚاٌص١غح اٌغاتمح ٟ٘ ص١غح ذؼع١ً سِٚثشن تالاػرّاد ػٍٝ ؼذ ٚاؼذ ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ تشىً ِرىشس .
 

 الطريقت التعديليت المقترحت -4

تفشض اْ       , ,
4 2

h h
h  

   
   
   

1ل١ُ ِررا١ٌح لاؼذٜ لٛاػذ ١ٔٛذٓ _ وٛذظ ػٕذِا    2i im m   ؼ١سim ػذد ٟ٘

i,1,2,3اٌرمغ١ّاخ ٌفرشج اٌرىاًِ ٚ   ,0mx x
h

m


 

                                                  ارْ                                                          
 

1

1

2
4 2

4 2 2 1

k

k

h h

h
 



   
   

      
 

 

ؼ١س 
4

h

 
 
 

,ػٕذ   ل١ّح ذؼع١ً سِٚثشن 
4 2

h h
 تاعرخذاَ اٌؽذ الاٚي ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ  
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 ( عٛف ٔغرخذَ ص١غح ذؼع١ً سِٚثشن ػٕذ ؼذ٠ٓ ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ِررا١١ٌٓ Kaلإشرماق اٌطش٠مح اٌرؼع١ٍ١ح اٌّمرشؼح )اٌىشِٟ    

 تؽ١س ٠ىْٛ
 

4 4

4 2

h h

h
 



   
   

      
 

 

ؼ١س 
4

h

 
 
 

,ػٕذ   ل١ّح ذؼع١ً سِٚثشن 
4 2

h h
 ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػتاعرخذاَ اٌؽذ اٌصأٟ   

   ٚ
4

h

 
 
 

,ٟ٘ ل١ّح ذؼع١ً اٌىشِٟ ػٕذ  ,
4 2

h h
h  ٓتاعرخذاَ ؼذ٠ٓ ِٓ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ِررا١١ٌ 

   

1 2

1 2

2 2
4 2 4 2

(1)
4 2 2 1 2 2 1

k k

k k

h h h h

h
   



       
        

           
  

 

 تّا اْ

 

 

 

1

1

1

1

2
4 2

(2)
4 2 1

2
2

(3)
2 2 1

k

k

k

k

h h

h

h
h

h

 



 



   
   

      
 

 
 

    
 

 

 ( ٠ىْٛ 3( ٚ )2)( 1ِٚٓ اٌّؼادلاخ )

 
 

 

 
 

     

  

1 1

2
1

1 1

1 2

1 2 1 2 1

1 2

1 1

2 2
4 2 2

22
2 1 2 14 2

4 2 2 1 2 2 1

2 2 2 2 1
4 2

2 2 1 2 1

k k

k
k

k k

k k

k k k k k

k k

h h h
h

h h

h

h h
h

   

 



    

     
      

                     
  

   
       

   
 

 

 ارْ 

 

     

  

1 2 1 2 1

1 2

1 1
2 2 2 2 1

4 2

4 2 2 1 2 1

k k k k k

k k

h h
h

h
  



     
       

      
  

 

تصٛسج ػاِح ٠ّىٓ اػرثاس 
4

h

 
 
 

ل١ّح ِٓ اٌؼّٛد اٌعذ٠ذ ِٓ ظذٚي ذؼع١ً اٌىشِٟ ٚوً ِٓ   , ,
4 2

h h
h  

   
   
   

ل١ُ  

i,1فٟ اٌؼّٛد اٌغاتك ِٓ ظذٚي ذؼع١ً اٌىشِٟ ٚ  ik k ٜٛل ٛ٘h فٟ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ 
 

     

  

1 1

1

1 1
2 2 2 2 1

4 2

4 2 2 1 2 1

i i i i i

i i

k k k k k

k k

h h
h

h
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 ٚتزٌه ٠ّىٓ اْ ٔغرٕرط أٗ ارا واْ اٌّىاًِ ِغرّش فٟ فرشج اٌرىاًِ ذىْٛ اٌماػذج ٟ٘ 
 

     

  

2 3 3

2

2 2 2 2 1
4 2

4 2 2 1 2 1

k k k k

k k

h h
h

h
  



 



   
       

      
  

 

 

1ؼ١س اْ  2i ik k    اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج اٚ راخ اٌّىاِلاخ اٌّؼرٍح اٚ راخ ِىاِلاخ  ٠ٚصػ ٘زا اٌمأْٛ ٌٍرىاِلاخ راخ

 ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ اؼذٜ ٔٙا٠رٟ اٌرىاًِ اٚ وٍر١ّٙا
 

  الامثلت والنتائح –5
اٌّغرّشج اٚ اٌّؼرٍح فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ٔٙا٠رٟ اٌرىاًِ  ٌمذ غثمٕا لأْٛ اٌرؼع١ً اٌعذ٠ذ ػٍٝ اٌؼذ٠ذ ِٓ اٌرىاِلاخ راخ اٌّىاِلاخ

اٚ اٌّغرّشج ٌىٓ ِؼرٍح اٌّشرمح فٟ اؼذٜ اٚ وٍرٟ ٔٙا٠رٟ اٌرىاًِ ٚوأد إٌرائط ظ١ذج ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌّغرخذِح . 

ٟ س٠رشاسدعْٛ ٚ ا٠رىٓ ٔغرؼشض ف١ّا ٠ٍٟ تؼط ِٕٙا ِغرخذ١ِٓ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ِغ اٌرؼع١ً ٚلاسٔا إٌرائط ترؼع١ٍ

ٚٔشِض ٌرؼع١ً س٠رشاسدعْٛ  Kaٚٔشِض ٌٗ تاٌشِض  ( Al-Karamy )اٌّؼشٚف١ٓ . عٛف ٔطٍك ػٍٝ اٌرؼع١ً اٌعذ٠ذ اعُ اٌىشِٟ

 . Mٚٔشِض ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ تاٌشِض  Atٚٔشِض ٌرؼع١ً ا٠رىٓ تاٌشِض  Reتاٌشِض 

ٚاٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا اٌخطأ Epsذرؽذد ذثؼا ٌٍذلح اٌّطٍٛتح  Kaع١ً اٌىشِٟ ِّا ٠عذس الاشاسج ا١ٌٗ اْ اٌم١ّح إٌٙائ١ح ِٓ ظذٚي ذؼ

2إٌغثٟ  1

1

Eps
 




   , ْ2ارا 1,  1ؼ١س 0  .ل١ّر١ٓ ذمش٠ث١ر١ٓ ٌٍرىاًِ ِررا١ٌر١ٓ ٌؼذد٠ٓ ِخرٍف١ٓ ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح 

1-  

3

2

ln( )x
dx

x   ٟ٘ ِمشتح ٌخّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح . 0.363247973447190ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

2-  

1

1

0.5

sin
2

x
dx  

 
 

  ٟ٘ ػششج ِشذثح ػشش٠ح . ٌخّظ ِمشتح 0.192817782492428 ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

3- 

2

1

xxe dx

 ٟ٘ ِمشتح ٌخّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح . 0.329753032633047 ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

4- 

1

3

0

x dx  ٟ٘ 0.4ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح  

5-

1

2

0

x x dx  ٟ٘ ِمشتح ٌصلاز ػششج ِشذثح ػشش٠ح.   0.3926990816987ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

6- 

1

0

( 1) ln( )x x dx  ٟ٘ 0.75ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح  

7- 

1

0

ln(1 )x
dx

x


  ٟ٘ ِمشتح لاستغ ػششج ِشذثح ػشش٠ح .  1.64493406684823ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

8- 

4

3

1

ln( )
dx

x  . غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح ذؽ١ٍ١ٍح 

9- 

4

2

3

tan(x)
dx

x  . غ١ش ِؼشٚف اٌم١ّح ذؽ١ٍ١ٍح 

 (2( ٚ)1اٌعذ١ٌٚٓ )تإٌغثح ٌٍرىاًِ الاٚي دٚٔا إٌرائط فٟ 

ٚ تؼذ  =n=128ٚ196 n ػٕذ اعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ؼصٍٕا ػٍٝ عد ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا  ّٙألاؼظ ِٕ

, ت١ّٕا ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً n=128 ؼصٍٕا ػٍٝ خّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا  Kaاعرخذاَ ذؼع١ً اٌىشِٟ 

, ٚػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً ا٠رىٓ ؼصٍٕا ػٍٝ عد ِشاذة  n=196ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذ س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ اشٕرٟ ػششج ِشذثح 

ٚوأد ٘زٖ اؼغٓ إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ n=50 ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

 . ١ح (ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ ) ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ
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n M Ka 1 Ka 2 Ka 3 

1 0.366516292749662       

2 0.364134153201736       

4 0.363474531030280 0.363251808649373     

8 0.363304939978868 0.363248201383573     

16 0.363262235759217 0.363247987399031 0.363247973230491   

32 0.363251540321357 0.363247974313939 0.363247973444046   

64 0.363248865246800 0.363247973501277 0.363247973447144 0.363247973447192 

128 0.363248196402160 0.363247973450569 0.363247973447190 0.363247973447190 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 2ظذٚي )

3

2

ln( )x
dx

x  تاٌطش٠محKa 

 

ٔلاؼظ  ِّٕٙا ػٕذ اعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ لإ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ  (4( ٚ)3تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌصأٟ دٚٔا إٌرائط فٟ اٌعذ١ٌٚٓ )

ؼصٍٕا ػٍٝ  Kaٌىٓ تؼذ اعرخذاَ ذؼع١ً اٌىشِٟ  n=64 ٚn=61  ٚ n=121ؼصٍٕا ػٍٝ عد ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

ج ِشذثح ػشش٠ح ت١ّٕا ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ شلاز ػشش n=64خّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

, ٚوأد ٘زٖ  n=61, اِا ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً ا٠رىٓ ؼصٍٕا ػٍٝ عثغ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا  n=121صؽ١ؽح ػٕذِا 

افعً إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ 

 ذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .س٠رشاسدعْٛ ) ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػ
 

n M ًاٌرؼع١ 

121 0.192817739126495 0.192817782492352 Re 

61 0.192817611861608 0.192817757541242 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 3ظذٚي )

1

1

0.5

sin
2

x
dx  

 
 

  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

n M Ka 1 Ka 2 Ka 3 

1 0.192198387247820       

2 0.192660074668202       

4 0.192778164728449 0.192817646668760     

8 0.192807865907871 0.192817774241650     

16 0.192815302583767 0.192817781981556 0.192817782495574   

32 0.192817162467549 0.192817782460579 0.192817782492474   

64 0.192817627483226 0.192817782490439 0.192817782492429 0.192817782492428 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 4ظذٚي )

1

1

0.5

sin
2

x
dx  

 
 

  تاٌطش٠محKa  

 

ٔلاؼظ ػٕذ اعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ لإ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ ؼصٍٕا ػٍٝ  (6( ٚ )5ٚفٟ اٌرىاًِ اٌصاٌس دٚٔا إٌرائط فٟ اٌعذ١ٌٚٓ )

ٌىٓ تؼذ ذؽغ١ٓ إٌرائط تاعرخذاَ ذؼع١ً  n=140 ٚعد ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا n=64 خّظ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

ىٓ ؼصٍٕا ػٍٝ عد ِشاذة اِا ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً ا٠ر n=64ؼصٍٕا ػٍٝ خّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا  Kaاٌىشِٟ 

, ت١ّٕا ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ اؼذٜ ػششج ِشذثح  n=64ػشش٠ح صؽ١ؽح تاٌؼذد ٔفغٗ ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح 

, ٚوأد ٘زٖ افعً إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ  n=140ػشش٠ح صؽ١ؽح ٌٚىٓ تؼذد اوثش ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح 

 ْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ ) ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .ٚ س٠رشاسدع

 
 

n M ًاٌرؼع١ 

196 0.363248068535437 0.363247973447465 Re 

50 0.363249434543404 0.363248480833537 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 1ظذٚي )

3

2

ln( )x
dx

x  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 
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n M ًاٌرؼع١ 

140 0.329753320333705 0.329753032634965 Re 

64 0.329754409291248 0.329753492022800 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 5ظذٚي )

2

1

xxe dx

  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

n M Ka 1 Ka 2 Ka 3 

1 0.334695240222645       

2 0.331117698556758       

4 0.330102626262681 0.329758904970096     

8 0.329840963526653 0.329753391740754     

16 0.329775048728115 0.329753054945734 0.329753032558610   

32 0.329758538743972 0.329753034025502 0.329753032631916   

64 0.329754409291248 0.329753032720042 0.329753032633029 0.329753032633047 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 6ظذٚي )

2

1

xxe dx

  تاٌطش٠محKa 

    

اٌّىاًِ ف١ٗ ِغرّش فٟ فرشج اٌرىاًِ ٌىٓ ِؼرً ؼ١س ( 8( ٚ)7اٌعذ١ٌٚٓ )ِا تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌشاتغ اٌّث١ٓ ل١ّرٗ اٌؼذد٠ح فٟ ا

 اٌّشرمح فٟ إٌٙا٠ح اٌغفٍٝ ٌٍرىاًِ ٚاْ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ إٌّاعثح ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ تإٌغثح ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘ 

 

 

, ؼ١س , , ,...M M Mb A B C  شٛاتد 

ٚوزٌه ؼصٍٕا ػٍٝ عثغ  n=256ػٕذ ذطث١ك لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ؼصٍٕا ػٍٝ ل١ّح صؽ١ؽح ٌخّظ ِشاذة ػشش٠ح ػٕذِا 

ؼصٍٕا ػٍٝ خّظ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح  Ka ذؼع١ً اٌىشِٟ فٟ ؼ١ٓ ػٕذ ذطث١ك n=1463ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

ٚترطث١ك ذؼع١ً  n=1463ذطث١ك ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ ػشش ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا ت١ّٕا ػٕذ  n=256ػٕذِا 

ٚوأد ٘زٖ افعً إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ , n=187صؽ١ؽح ٌغد ِشاذة ػشش٠ح فمػ ػٕذِا اٌم١ّح ا٠رىٓ وأد 

 ٚس٠رشاسدعْٛ)ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح(  ا٠رىٓ ٚس٠رشاسدعْٛ. ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ

 

N M ًاٌرؼع١ 

1463 0.399999971000666 0.399999999950085 Re 

187 0.399998247154488 0.399999526009672 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 7ظذٚي )

1

3

0

x dx  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

N M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 

1 0.353553390593274        

2 0.387259526419165        

4 0.396606818742048 0.399854396919443       

8 0.399114337804122 0.399974614013390       

16 0.399771941117509 0.399995540548427 0.400000021093177     

32 0.399941808515279 0.399999213565200 0.400000001233462     

64 0.399985243955453 0.399999861097173 0.400000000074656 0.399999999998100   

128 0.399996274179352 0.399999975452786 0.400000000004620 0.399999999999972   

256 0.399999062037193 0.399999995661098 0.400000000000288 0.400000000000000 0.400000000000000 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 8ظذٚي )

1

3

0

x dx  تاٌطش٠محKa 

 

2 2.5 4 6( )M M M ME h A h bh B h C h    
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اٌرىاًِ

1

2

0

x x dx ِغرّش فٟ فرشج اٌرىاًِ ٌىٓ ِؼرً اٌّشرمح فٟ ٔٙا٠رٟ فرشج اٌرىاًِ ٚتزٌه ذىْٛ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ

 اٌّشافمح ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ٟ٘ 

  

 

( ػٕذ اعرخذاَ لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ؼصٍٕا ػٍٝ ل١ّح صؽ١ؽح لاستغ ِشاذة ػشش٠ح ػٕذِا 10( ٚ )9ٔلاؼظ ِٓ اٌعذ١ٌٚٓ )

n=256  ٚn=2130  ذؼع١ً اٌىشِٟ ٚتؼذ ذطث١كKa  ؼصٍٕا ػٍٝ شلاز ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِاn=256  ت١ّٕا ػٕذ

ٚترطث١ك ذؼع١ً ا٠رىٓ وأد اٌّشاذة  n=2130ذطث١ك ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ ػشش ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

ٚوأد ٘زٖ اؼغٓ إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ , n=98اٌؼشش٠ح اٌصؽ١ؽح استغ ِشاذة فمػ ػٕذِا 

 ) ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .  ٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ س٠رشاسدعْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِ
 

N M ًاٌرؼع١ 

2130 0.392700320404140 0.392699081749617 Re 

98 0.392824432356483 0.392749998406866 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 9ظذٚي )

1

2

0

x x dx  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

N M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 

1 0.5000000000000     

2 0.4330127018922     

4 0.4074209160795 0.3931073699251    

8 0.3979911525765 0.3927704467935    

16 0.3945858664123 0.3927116011345 0.3926990068569   

32 0.3933689759908 0.3927012873171 0.3926990777814   

64 0.3929364253353 0.3926994710400 0.3926990814279 0.3926990817150  

128 0.3927830840017 0.3926991504816 0.3926990816762 0.3926990816984  

256 0.3927287966897 0.3926990938544 0.3926990816968 0.3926990816987 0.3926990816987 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 10ظذٚي )

1

2

0

x x dx  تاٌطش٠محKa 

 

فٟ اٌرىاًِ اٌغادط اٌّىاًِ ِغرّش خلاي فرشج اٌرىاًِ ٌىٓ ِؼرً فٟ اٌؽذ الادٔٝ ٌٍرىاًِ ٌزا ذىْٛ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح 

 ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ  والاذٟ

  
2 2 4 6E( ) ln(h)h ah bh ch dh eh      

,ؼ١س  , , ,a b c d f  .  شٛاتد 

 [ ( ٌٛظٛد اٌٍٛػاسذُ فٟ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ .4)عٕؼًّ تّمرشغ شأىظ ]

( اٌخاص١ٓ تاٌرىاًِ فٟ اػلاٖ ػٕذ ذطث١ك لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ؼصٍٕا ػٍٝ ل١ُ ل١ٍٍح اٌذلح 12( ٚ)11ٔلاؼظ ِٓ اٌعذ١ٌٚٓ )

, ٚػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً  n=349  ٚn=8791ذرشاٚغ ت١ٓ ِشذثر١ٓ ػشش٠ر١ٓ ٚالاستغ ِشاذة ٚتفرشاخ ظضئ١ح وص١شج ذرشاٚغ ت١ٓ 

فٟ ؼ١ٓ ػٕذ  n=1024[ ؼصٍٕا ػٍٝ استغ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 4تالاعرفادج ِٓ الرشاغ شأىظ ] Kaاٌىشِٟ 

ٚػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً ا٠رىٓ وأد افعً  n=8791اعرخذاَ ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ ؼصٍٕا ػٍٝ شّاْ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

, ٚوأد ٘زٖ افعً إٌرائط اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ  n=349شلاز ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا  ٔر١عح ِؽصً ػ١ٍٙا ٟ٘

ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ )ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ 

 اٌعضئ١ح(
 

 

 

n M ًاٌرؼع١ 

8791 0.749960570724941 0.750000004991593 Re 

349 0.749004507567204 0.749500911771556 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 11ظذٚي )

1

0

( 1) ln( )x x dx  ٓتاٌطش٠مر١ReٚAt 

1.5 2.5 3.5

1 2 3( )ME h b h b h b h   
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N M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 Ka 5 

1 0.34657359027997           

2 0.55582064447643           

4 0.65636810428685 0.75555687500133         

8 0.70448252666840 0.75187717987540         

16 0.72767755609058 0.75058519158988 0.75007184782715       

32 0.73897598286097 0.75017471365112 0.75001844747879       

64 0.74452933913515 0.75005074303900 0.75000467480664 0.75000006513436     

128 0.74727676897306 0.75001444937792 0.75000117348910 0.75000000379883     

256 0.74864185001119 0.75000405308904 0.75000029368750 0.75000000022153 0.74999999998521   

512 0.74932190155842 0.75000112344838 0.75000007344184 0.75000000001350 0.74999999999976   

1024 0.74966122246054 0.75000030840550 0.75000001836171 0.75000000000083 0.74999999999999 0.75000000000000 

 ( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 12ظذٚي )

1

0

( 1) ln( )x x dx  Kaتاٌطش٠مح  

 

ِغرّش فٟ اٌفرشج اٌّفرٛؼح  اِا تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌغاتغ ؼ١س اٌّىاًِ 0,1  ٓ1ِٚؼرً فٟ إٌمطر١x   ٚ0x  ذىْٛ ؼذٚد 

 اٌرصؽ١ػ اٌّشافمح ٌماػذج إٌمطح اٌٛعطٝ تإٌغثح ٌٍرىاًِ فٟ اػلاٖ ٟ٘  

                                                     
2 2 3 3 4 4( ) ln(h) ln(h) ln(h)E h ah bh ch dh eh fh gh         

,ؼ١س  , , ,a b c d f . شٛاتد 

ٌىٓ تؼذ  n=2048( ػٕذ ذطث١ك لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ ؼصٍٕا ػٍٝ شلاز ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 14ٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي )

[ ؼصٍٕا ػٍٝ استغ ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح تاٌؼذد ٔفغٗ ِٓ 4ٚتالاعرفادج ِٓ الرشاغ شأىظ ] Ka ذطث١ك ذؼع١ً اٌىشِٟ

( ٔلاؼظ ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً س٠رشاسدعْٛ وأد اٌّشاذة اٌؼشش٠ح صؽ١ؽح ٌغثغ ِشاذة ػٕذِا 13اٌفرشاخ اٌعضئ١ح , ِٚٓ اٌعذٚي )

n=4788 ح صؽ١ؽح فمػ ػٕذِا اِا ذؼع١ً ا٠رىٓ وأد دلح ٔرائعٗ ٟ٘ استغ ِشاذة ػشش٠n=1971  ٚوأد ٘زٖ افعً إٌرائط ,

   اٌّّىٓ اٌؽصٛي ػ١ٍٙا ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ

 ) ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .
 

 

 

 

N M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 Ka 5 

1 1.38629436111989           

2 1.49956038565016           

4 1.56685639404989 1.63770673449450         

8 1.60417206817244 1.64271029893588         

16 1.62402130837465 1.64426768295718 1.64485492050005       

32 1.63431824323279 1.64473928300994 1.64491476170474       

64 1.63957947401591 1.64487829258372 1.64492932012177 1.64493413465276     

128 1.64224336781478 1.64491835441609 1.64493288823554 1.64493407079818     

256 1.64358492990395 1.64492969705635 1.64493377286580 1.64493406703796 1.64493406684541   

512 1.64425844184498 1.64493286408483 1.64493399339841 1.64493406684976 1.64493406684588   

1024 1.64459596273360 1.64493373859492 1.64493404848783 1.64493406684681 1.64493406684807 1.64493406684846 

2048 1.64476493500978 1.64493397789659 1.64493406225806 1.64493406684793 1.64493406684821 1.64493406684823 

 ( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 14ظذٚي )

1

0

ln(1 )x
dx

x


  Kaتاٌطش٠مح  

 

n M ًاٌرؼع١ 

4788 1.64486170171595 1.64493405000754 Re 

1971 1.64475833101337 1.64485412793179 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 13ظذٚي )

1

0

ln(1 )x
dx

x


  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 
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( تاْ اٌم١ُ إٌاذعح ِٓ ذطث١ك ذؼع١ً 16ٔلاؼظ ِٓ اٌعذٚي )ػٍٝ اٌشغُ ِٓ اْ ل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح غ١ش ِؼشٚفح اِا اٌرىاًِ اٌصآِ 

( ٚ٘زٖ اٌم١ّح ٟ٘  n=128  ٚn=256  ٚn=512ذصثد افم١ا  ٚ ذمرشب ِٓ ِمذاس ِؼ١ٓ ٚذرطاتك ٌؼذج اػّذج ػٕذِا ) Ka  اٌىشِٟ 

غا٠ح الرشاب عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ  ٟٚ٘ صؽ١ؽح ٌخّغح ػشش ِشذثح ػشش٠ح , ػٕذ اعرؼّاي ذؼع١ٍٟ س٠رشاسدعْٛ ٚ ا٠رىٓ 

٘زا  n=130ٚتّماسٔح ٔرائعّٙا ِغ إٌر١عح ا٢ٔفح ِٓ ذؼع١ً اٌىشِٟ فاْ افعً ل١ّح ذظٙش ِمشتح لاشٕرٟ ػششج ِشذثح ػشش٠ح ػٕذِا 

) وّا  n=47شاسدعْٛ  اِا تإٌغثح اٌٝ ذؼع١ً ا٠رىٓ فاْ افعً ل١ّح صؽ١ؽح ٟ٘ خّظ ِشاذة ػشش٠ح ػٕذِا تإٌغثح ذؼع١ً س٠ر

 ( . ٚتزٌه ٠ىْٛ ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ ) ِٓ ؼ١س ذىٙٓ ل١ّح اٌرىاًِ 15ِٚث١ٓ فٟ اٌعذٚي )

 دلرٙا ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .
 

n M ًاٌرؼع١ 
130 0.803996140183506 0.803996500370572 Re 

47 0.80399374480940 0.80399552330213 At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 15ظذٚي )

4

3

1

ln( )
dx

x  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

n M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 

1 0.798235600147928         

2 0.802497036421847         

4 0.803617483235292 0.803993413850661       

8 0.803901477982209 0.803996315477562       

16 0.803972727873654 0.803996489002123 0.803996500504165     

32 0.803990556188716 0.803996499664502 0.803996500373778     

64 0.803995014259876 0.803996500327702 0.803996500371888 0.803996500371858   

128 0.803996128839725 0.803996500369100 0.803996500371860 0.803996500371859   

256 0.803996407488567 0.803996500371687 0.803996500371859 0.803996500371859 0.803996500371859 

512 0.803996477151020 0.803996500371848 0.803996500371859 0.803996500371859 0.803996500371859 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 16ظذٚي )

4

3

1

ln( )
dx

x  تاٌطش٠محKa 

 

( اٌخاص تا٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ تاعؼّاي 18الا إٔا ٔشٜ ِٓ خلاي اٌعذٚي )راعغ ل١ّرح اٌرؽ١ٍ١ٍح غ١ش ِؼشٚفح وزٌه اٌرىاًِ اٌ

 ٚ n=256  ٚn=512  ٚn=1024تاْ اٌم١ّح ذمرشب ِٓ ِمذاس ِؼ١ٓ شُ ذصثد افم١ا ٌؼذج اػّذج ػٕذِا ) Kaذؼع١ً اٌىشِٟ 

n=2048  ( ٟ٘ٚ ٘زا اٌرماسب ٠ّىٕٕا اْ ٔغرٕرط تاْ اٌم١ّح صؽ١ؽح ػٍٝ الالً ٌغد ػششج ِشذثح ػشش٠ح ِٓ , ) 

ىٓ ذىٙٓ ل١ّح اٌرىاًِ الا ِٓ خلاي ِماسٔح ٚٔلاؼظ ػٕذ اعرؼّاي ذؼع١ٍٟ س٠رشاسدعْٛ ٚا٠رىٓ لا ٠ّ 0.0297441000562105)

ػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً  n=324ٔرائعّٙا ِغ إٌر١عح اٌغاتمح ٌرؼع١ً اٌىشِٟ فؽصٍٕا ػٍٝ  شلاز ػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

ْٛ ( ( . ٚتزٌه ٠ى17) ظذٚي ) n=63س٠رشاسدعْٛ اِا تإٌغثح ٌرؼع١ً ا٠رىٓ  ؼصٍٕا ػٍٝ عثغ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

 ذؼع١ً اٌىشِٟ افعً ِٓ ذؼع١ٍٟ ا٠رىٓ ٚ س٠رشاسدعْٛ ) ِٓ ؼ١س ذىٙٓ ل١ّح اٌرىاًِ ٚ دلرٙا ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ( .
 

N M ًاٌرؼع١ 
324 0.0297441055437840 0.0297441000561513 Re 

63 0.0297442452379218 0.0297441496759464  At 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 17ظذٚي )

4

2

3

tan(x)
dx

x  ٓتاٌطش٠مر١Re  ٚAt 

 

N M Ka 1 Ka 2 Ka 3 Ka 4 Ka 5 

1 0.0305784196047832           

2 0.0299181590171384           

4 0.0297824805087818 0.0297385604121543         

8 0.0297532606482418 0.0297437295732417         

16 0.0297463604566401 0.0297440783827077 0.0297441018545506       

32 0.0297446632512398 0.0297440987535508 0.0297441000995034       

64 0.0297442407351586 0.0297440999758102 0.0297441000568631 0.0297441000561559     

128 0.0297441352184478 0.0297441000512024 0.0297441000562200 0.0297441000562099     

256 0.0297441088463009 0.0297441000558978 0.0297441000562107 0.0297441000562105 0.0297441000562105   

512 0.0297441022537038 0.0297441000561910 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105   

1024 0.0297441006055820 0.0297441000562093 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105 

2048 0.0297441001935533 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105 0.0297441000562105 

( ٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ 18ظذٚي )

4

2

3

tan(x)
dx

x  تاٌطش٠محKa 
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 المناقشت والاستنتاج -6
فأٙا ذؼطٟ ل١ُ صؽ١ؽح ٔغرٕرط ِٓ خلاي ٔرائط ظذاٚي ٘زا اٌثؽس أٗ ػٕذ ؼغاب اٌرىاِلاخ تاعرخذاَ غش٠مح إٌمطح اٌٛعطٝ 

21nٌؼذج ِشاذة ػشش٠ح ٚتذلح ذرشاٚغ ت١ٓ شلاز اٌٝ عد ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ٚتفرشاخ ظضئ١ح ذرشاٚغ ت١ٓ    ٚ  فرشج ظضئ١ح

2048n   ذفٛق رٌه تىص١ش ٚتفرشاخ فرشج ظضئ١ح فٟ ؼ١ٓ ػٕذ ذؽغ١ٓ إٌرائط تاعرخذاَ ص١غح ذؼع١ً اٌىشِٟ فأٙا ذؼطٟ دلح

64nظضئ١ح ذرشاٚغ ت١ٓ    ٚ  2048فرشج ظضئ١حn   فرشج ظضئ١ح ؼ١س ذرشاٚغ اٌذلح ت١ٓ شلاز ػششج اٌٝ عد ػششج ِشذثح

ؼ١س ذرشاٚغ دلح الاٌٚٝ ت١ٓ عثغ اٌٝ شلاز  ػشش٠ح صؽ١ؽح ٚ٘زٖ اٌذلح ذفٛق دلح اٌطش٠مر١ٓ اٌرؼع١ٍ١ر١ٓ س٠رشاسدعْٛ ٚا٠رىٓ

121nػششج ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح ٚتفرشاخ ذعضئح ذرشاٚغ ت١ٓ    ٚ  4788فرشج ظضئ١حn   فرشج ظضئ١ح تإٌغثح ٌلاٚي اِا

47nٚغ ت١ٓ اٌصأٟ فٟٙ ذرشاٚغ ت١ٓ شلاز اٌٝ عثغ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ٚتفرشاخ ذعضئح ذرشا   ٚ  1971فرشج ظضئ١حn  

فرشج ظضئ١ح . ِّا عثك ٔغرٕرط تشىً ٚاظػ اِىا١ٔح الاػرّاد ػٍٝ ذؼع١ً اٌىشِٟ فٟ ذؽغ١ٓ ٔرائط اٌرىاِلاخ اٌؼذد٠ح , وزٌه ٔشٜ 

شاخ اٌعضئ١ح اٌّغرخذِح. وّا ٠ُّىّٕٕا ذؼع١ً اٌىشِٟ ِٓ افع١ٍرٗ ػٍٝ ذؼع١ٍٟ س٠رشاسدعْٛ ٚا٠رىٓ ِٓ ؼ١س دلح إٌٛاذط ٚلٍح اٌفر

اعرٕراض ل١ّح اٌرىاًِ ٌٍرىاِلاخ غ١ش ِؼشٚفح اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح ٚرٌه ِٓ خلاي الرشاب ل١ّح اٌرىاًِ ِٓ ِمذاس ِؼ١ٓ ٚ شثٛخ اٌم١ّح 

ٍٟ س٠رشاسدعْٛ ٚا٠رىٓ وّا ٘ٛ افم١ا فٟ عٍغٍح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ؼ١س ٟ٘ عٍغٍح وٛش١ح ِرماستح ٚ٘زٖ اٌصفح غ١ش ِٛظٛدج فٟ ذؼع١

 ٚاظػ ِٓ اٌرىا١ٍِٓ اٌصآِ ٚاٌراعغ فٟ اٌثؽس .
 

 اٌذاٌح خ

M

n 

Ka

n
 

Re

n
 

At

n
 

1 

3

2

ln( )x
dx

x 6

128
 

15

128
 

12

196
 

6

50
 

2 

1

1

0.5

sin
2

x
dx  
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64
 

15

64
 

13

121
 

7

61
 

3 

2

1

xxe dx

 5

64
 

15

64
 

11

140
 

6

64
 

4 

1

3

0

x dx 5

256
 

15

256
 

10

1463
 

6

187
 

5 

1

2

0

x x dx 4

256
 

13

256
 

10

2130
 

4

98
 

6 

1

0

( 1) ln( )x x dx

 

3

1024
 

14

1024
 

8

8791
 

3

349
 

 
 

 

 ِخطػ ٠ث١ٓ ػذد اٌّشاذة اٌؼشش٠ح اٌصؽ١ػ اٌّؽصً ػ١ٍٙا ػٕذ اٌرؼع١لاخ اٌصلاز
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 خلاي اٌفرشج ( ٠ث١ٓ ذّص١ً ٕ٘ذعٟ ٌٍذاٌح 2اٌشىً )

7 

1

0

ln(1 )x
dx

x


 3

2048
 

14

2048
 

7

4788
 

4

1971
 

8 

4

3

1

ln( )
dx

x 5

128
 

15

128
 

12

130
 

5

47
 

9 

4

2

3

tan(x)
dx

x 7

256
 

16

256
 

13

324
 

7

63
 

ٌٍرؼع١لاخ اٌصلاز ( ٠ث١ٓ ٔغثح اٌّشاذة اٌصؽ١ؽح اٌٝ ػذد فرشاخ اٌعضئ١ح 27ظذٚي )

 M , At , Re , Kaٚلاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ 

 

 

 خلاي اٌفرشج اٌرىاًِ ( ٠ث١ٓ ذّص١ً ٕ٘ذعٟ ٌٍذاٌح 1اٌشىً )

 

 

  خلاي اٌفرشج  ( ٠ث١ٓ ذّص١ً ٕ٘ذعٟ ٌٍذاٌح 3اٌشىً )

 

 

 خلال الفترة تمثيل هندسي للدالة  ( يبين4) الشكل

 

  خلال الفترة  هندسي للدالة ( يبين تمثيل6) الشكل

 

 خلال الفترة  ( يبين تمثيل هندسي للدالة5الشكل )
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 خلاي اٌفرشج   ( ٠ث١ٓ ذّص١ً ٕ٘ذعٟ ٌٍذاٌح7اٌشىً )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 خلال الفترة  ( يبين تمثيل هندسي للدالة8الشكل )

 

 خلال الفترة  ( يبين تمثيل هندسي للدالة9الشكل )
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