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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

         

اشتقاق قاعذة  نحساب انتكايلاث انثلاثٍت انًعتهت فً كهتا َهاٌتً انتكايم باستخذاو قاعذة شبه  

 انًُحرف وقاعذة انُقطتانىسطى

 رَا حسٍ هلال عبذ الله    

 جايعت انكىفت /كهٍت انتربٍت نهبُاث/قسى انرٌاضٍاث     

 

 : انًستخهص  

اٌٙدف اٌسئ١ط ِٓ ٘را اٌجحث  ٘ثٛ ج٠جثبد لث١ُ اٌزىثبِثد اٌ ثل١ثٗ اٌجؼثد ػثدد٠به ِىبِثرٙثب ِؼزٍثخ اٌّئثزمبد اٌجصئ١ثخ كٚ ِؼزٍثخ  ثٟ وٍزثب  ثدٞ 

ِثً ٚثحظثٍٛة يد٠ثد ِغثب٠س ٌبظثٍٛة اٌثرٞ ارطثرٖٚ ثثب  ْٛ   ثسْٚ  ِٕطمخ اٌزىبًِ , ٚج٠جبد ص١غخ ػبِخ ٌصث١  اٌططثح  عثت ظثٍٛن اٌّىب

 ٚغ١سُ٘ .[6], ظ١بء ] [5, اٌطبئ4ٟ] [ِحّد

ٚلبػدح شجٗ  zٚاٌطبزيٟ  x)ٟ٘ غس٠مخ ِسوجخ ِٓ اظزطداَ لبػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ ػٍٝ اٌجؼد٠ٓ اٌدا ٍٟ   RMTMاْ اٌطس٠مخ 

ِغ رطج١ك غس٠مخ رؼج١ً زِٚجسن ػ١ٍٙب ػٕدِب ػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌزىبًِ , yإٌّحسف ػٍٝ اٌجؼد الاٚظػ  

)اٌدا ٍٟ ِعب٠ٚخ ٌؼدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌزىبًِ ػٍٝ اٌجؼد٠ٓ الاٚظػ ٚ اٌطبزيٟ ثّؼٕٝ اْ  )h h h    ١ 

( ٠ّىٓ zاٌّعب بد ث١ٓ الا دال١بد ػٍٝ اٌّحٛز hاٌّعب بد ث١ٓ الإ دال١بد اٌصبد٠خٚ hعب بد ث١ٓ الإ دال١بد اٌع١ٕ١خ ٚ اٌّ hجْ 

ٚثٛلذ الً ِّب ا زبيٗ  الاػزّبد ػ١ٍٙب  ٟ  عبة اٌزىبِثد اٌ ثل١خ  ١  كػطذ دلخ ػب١ٌخ  ٟ إٌزبئج ثفزساد يصئ١خ ل١ٍٍخ ٔعج١به 

 اٌجب  ْٛ اػثٖ اٌر٠ٓ رؼبٍِٛا ِغ اٌّٛظٛع ٔفعٗ

Mathematics Subject Classifications: 65XX 

 

تانًقذي-1

 ثزىبز غسائك ِزٕٛػخا٠ز١ّص ِٛظٛع اٌزح١ًٍ اٌؼددٞ  ٟ   

.  ظٍٛة  ؼبيحلإ٠جبد  ٍٛي رمس٠ج١خ ٌّعبئً ز٠بظ١خ ِؼ١ٕخ ث

رؼزّد وفبءح ٘رٖ اٌطسائك ػٍٝ وً ِٓ اٌدلخ ٚاٌعٌٙٛخ اٌزٟ 

٘ٛ اٌٛايٙخ    بٌزح١ًٍ اٌؼددٞ اٌحد٠ .  ٠ّىٓ ثٙب كْ رٕفر

ٌٍزىبِثد   ٚثّب كْ . اٌؼدد٠خ ٌٍّجبي اٌٛاظغ ٌٍزح١ًٍ اٌزطج١مٟ

ٌّساوص اٌّزٛظطخ ٚػصَ اٌ ثل١خ ك١ّ٘خ  ٟ ج٠جبد اٌحجَٛ ٚا

اٌمصٛز اٌرارٟ ٌٍحجَٛ ٚ ج٠جبد اٌىزً ذاد اٌى ب خ اٌّزغ١سح 

ػٍٝ ظج١ً اٌّ بي اٌحجُ اٌٛالغ دا ً
2 2 4x y x 

0zٚ ٛق   ٚرحذ  
2 2 4x y z   عبة ٚ

ٌٍحجُ اٌٛلغ دا ً   اٌّسوص اٌّزٛظػ
2 2 9x y  

0z  ٚ ٛق اٌّعزٛٞ   ٞٛ4ٚرحذ اٌّعزx z   ,

ٚورٌه ج٠جبد اٌىزً ذاد اٌى ب خ اٌّزغ١سح ِ ً لطؼخ ِٓ ظٍه 

ٌرٌه [  3]  ٠سش   سأه.ز ١غ كٚ صف١حخ زل١مخ ِٓ اٌّؼدْ

 . اٌ ثل١خػًّ ػدد ِٓ اٌجب  ١ٓ  ٟ ِجبي اٌزىبِثد 

غس٠مخ ػدد٠خ ٌحعبة ل١ُ  [7]لدِذ ػىبز  2010ػبَ  ٟ     

اٌزىبِثد اٌ ثل١خ  اٌّؼزٍخ  ٟ ا د غس ٟ  اٌزىبًِ ٚذٌه 

إٌبرجخ ِٓ رؼج١ً زِٚجسن   RMMMثبظزؼّبي غس٠مخ 

ٚ x ٚy  ػٍٝ الأثؼبد  ِغ لبػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ اٌّطجمخ

z  ػٕدِب رىْٛ ػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح 

 23/10/2016قبىل انُشر:             10/2016/ 16إرسال انتعذٌلاث:          24/1/2016استلاو انبحث: 

 رَا حسٍ 28-16صفحت 
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

اٌجؼد اٌدا ٍٟ ِعب٠ٚخ ٌؼدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب 

 زسح اٌجؼد الأٚظػ ِٚعب٠ٚخ ٌؼدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك 

ػٍٝ ٔزبئج ي١دح ِٓ  ١   ٚ صٍذ  ج١ٌٙب  زسح اٌجؼد اٌطبزيٟ

 .ٚثفزساد يصئ١خ ل١ٍٍخ ٔع١جبه   اٌدلخ ٚظسػخ الالزساة

غسائك ػدد٠خ ٌحعبة ل١ُ   [8]لدِذ ٘ثي 2013ٚ ٟ ػبَ   

اٌزىبِثد اٌ ثل١خ اٌّعزّسح ٚاٌّؼزٍخ  ٟ ا د  دٞ اٌزىبًِ 

 ٚذٌه ثبظزؼّبي اٌطسائك

, ,RMTT RTTM RTTT

, , , ,RMMT RTMM RTMT RMTM  إٌبرجخ

ِٓ رؼج١ً زِٚجسن ِغ لبػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ ٚ لبػدح شجٗ 

ػٕدِب رىْٛ ػدد اٌفزساد  z,y,xإٌّحسف ػٍٝ الاثؼبد 

اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌجؼد اٌدا ٍٟ ِعب٠ٚخ ٌؼدد 

اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌجؼد الأٚظػ ِٚعب٠ٚخ 

  ٙب  زسح اٌجؼد اٌطبزيٌٟؼدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌ

ٚوبٔذ اٌطسائك ِزىب ئخ ٚي١دح ِٓ  ١  اٌدلخ ٚظسػخ 

 .ٚثفزساد يصئ١خ ل١ٍٍخ ثبٌٕعجخ ٌٍزىبِثد اٌّعزّسح   الالزساة

غس٠مخ ػدد٠خ ٌحعبة  [9]لدَ ػجبض  2014ٚ ٟ ػبَ  

اٌزىبِثد اٌ ثل١خاٌّؼزٍخ  ٟ غ١س ا دٜ ٔٙب٠زٟ اٌزىبًِ ٚذٌه 

إٌبرجٗ ِٓ رؼج١ً زِٚجسن ِغ  RSSSثبظزؼّبي غس٠مخ 

ػٕدِب رىْٛ ػدد  xٚyٚz بػدح ظّجعْٛ اٌّطجمخ ػٍٝ الاثؼبد 

اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌّجصئٗ ػٍٝ الاثؼبد اٌ ثلخ ِزعب٠ٚٗ ٚ صً 

ػٍٝ ٔزبئج ي١دح ِٓ  ١  اٌدلخ ٚثعسػٗ ي١دٖ ٚٚلذ لص١س لا 

٠زجبٚش اٌجعؼخ لٛأٟ ٚزثّب ايصاء ِٓ اٌ ب١ٔٗ  ٟ ثؼط 

 الا ١بْ

غس٠مخ ػدد٠خ ٌحعبة  [10]لدَ ظٍّبْ  2014ػبَ ٚ ٟ   

اٌزىبِثد اٌ ثل١خاٌّؼزٍخ  ٟ غ١س ا دٜ ٔٙب٠زٟ اٌزىبًِ ٚذٌه 

إٌبرجٗ ِٓ رؼج١ً زِٚجسن ِغ RMMMثبظزؼّبي غس٠مخ 

ػٕدِب  xٚyٚz بػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ اٌّطجمخ ػٍٝ الاثؼبد 

 رىْٛ ػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌّجصئٗ ػٍٝ الاثؼبد اٌ ثلخ 

 

ِزعب٠ٚٗ ٚ صً ػٍٝ ٔزبئج ي١دح ِٓ  ١  اٌدلخ ٚثعسػٗ 

  .ي١دٖ ٚٚلذ لص١س يدا 

لاشزمبق   لدَ ِجسٕ٘خ ِغ اٌجس٘بْاكِب  ٟ ٘را اٌجح         

ٌٍزىبِثد اٌ ثل١خ اٌزٟ   يد٠دح ٌحعبة ل١ُ رمس٠ج١خ  لبػدح

ِؼزٍخ اٌّئزمبد اٌجصئ١خ  ٟ  وث  دٞ اٌزىبًِ ِغ ِىبِثرٙب 

ٔبرجخ ػٓ رطج١ك غس٠مخ رؼج١ً   اٌططح ٌٙب ٚ٘رٖ اٌمبػدح ص١غخ

إٌمطخ   زِٚجسن ػٍٝ اٌم١ُ إٌبرجخ ِٓ اظزؼّبي لبػدرٟ

ٚلبػدح شجٗ  zاٌطبزيٟ ٚ xاٌٛظطٝ ػٍٝ اٌجؼد٠ٓ اٌدا ٍٟ

1mػٕدِب   yإٌّحسف ػٍٝ اٌجؼد الأٚظػ  n n (

n  ٍٟ ػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌجؼد اٌدا

 0, nx x ٚ1n زسح   ػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌزٟ رجصك ج١ٌٙب 

اٌجؼد الأٚظػ  0 1, ny y ٚm  ٟػدد اٌفزساد اٌجصئ١خ اٌز

رجصك ج١ٌٙب  زسح اٌجؼد اٌطبزيٟ  0, mz z  ٖٚظٕسِص ٌٙر

غس٠مخ رؼج١ً  R ١   RMTMاٌطس٠مخ ثبٌسِص 

اٌمبػدح اٌّئزمخ ٚلد  صٍٕب ػٍٝ ٔزبئج  MTMزِٚجسن ٚ

ٓ  ١  اٌدلخ ظسػخ الالزساة ٚثؼدد  زساد يصئ١خ ل١ًٍ ي١دح ِ

 .    ٔعج١به ٚثٛلذ لص١س يدا

 انًكايلاث راث انثلاثٍت انتكايلاث حساب. 2

انًعتهتوانًعتهت انًشتقاث انجزئٍه فً كهتا حذي 

 عذدٌا  

 

 يبرهُت

)ٌزىٓ اٌداٌخ , )f x y  ِعزّسح ٚلبثٍخ ٌثشزمبق  ٟ وً ٔمطثخ

0 إٌّطمثثخ ِثثٓ ٔمثثبغ 0 0[ , ] [ , ] [ , ]n n nx x y y z z   ػثثدا

0ػٕثثثثثد إٌمثثثثثبغ 0 0( , , ),( , , )n n nx y z x y z   ثثثثثبْ اٌم١ّثثثثثخ 

  اٌزمس٠ج١ثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثخ ٌٍزىبِثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثً اٌ ثلثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثٟ

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz      ٠ّىٓ  عبثٙب  عت 

 

 َا حسٍر
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

 

اٌمبػثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثدح ا٢ر١ثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثخ                

0 0 0

3 1 1

0

0 0

( , , )

[ ( .5 , , .5 )
2

n n nz y x

z y x

n n

i k

k j

MTM f x y z dxdydz

h
f x h y z h

 

 



   

  



                                                       

1

1

( .5 , , .5 ) 2 ( .5 , , .5 )]
n

j n k j i k

i

f x h y z h f x h y z h




    

                             

5 2 2 2

6 3 3 3

2 2

2 2 2 2

7

1 1 1

5 2 2 2

6 3 3 3

2 2 2

1 1 1
{[ ]

24 12 24

1 1 1
[( )

48 24 48

1
( )

24

1
( )]

48

[ ]} ( , , )

1 1 1
{ [ ]

24 12 24

1 1 1
[( )

48 24 48

1 1
( ) (

48 24

x y z

x y z

y z y x

x z z x z y x y

x y z

x y z

x z z x y x

h D D D

h D D D

D D D D

D D D D D D D D

h f x y z

h D D D

h D D D

D D D D D D

  


   

 

  

  

   

  

  2

2 2

7

1 1 1

)]

[ ] } ( , , )

y z

x y z y

n n n

D D

D D D D

h f x y z  



 

   
 

 ٚاْ ص١غخ اٌططح ٟ٘ 

2 4

6

( ) ( )MTM MTM MTM

MTM

E h I MTM h A h B h

C h

   

 

                                                                           

   

 ١  , , ,...MTM MTM MTMA B C   ٍٝلٛاثذ رؼزّد ػ

 fاٌّئزمبد اٌجصئ١خ ٌٍداٌخ

 

 

 

 

 -انبرهاٌ:

ٌٕفسض أٗ ٌد٠ٕب اٌزىبًِ                                                                                                       

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz             

ِعزّسح  ٟ ِٕطمخ اٌزىبًِ f(x,y,z)ٌٕٚفسض اْ اٌداٌخ 

     0 0 0, n n nx x y y z z    ِبػدا ػٕد إٌمبغ

 , ,n n nx y zٚ 0 0 0, ,x y z  ًِ٠ّىٓ وزبثزٗ اٌزىب

 اػثٖ ثبٌئىً الارٟ  

          

     
1 0 0

, , ...(2)
k m nz y x

z y x

I f x y z dxdydz MTM h E h    

 ١  جْ   MTM h  َرّ ً ل١ّخ اٌزىبًِ ػدد٠به ثبظزطدا

ٚاْ  MTMاٌص١غخ  E h  ظٍعٍخ  دٚد ٟ٘

اٌّّىٓ جظب زٙب جٌٝ ل١ُ   correction termsاٌزصح١ح

 MTM h ْٚا , 

 
   

1

( )b a d c g e
h

n n m

  
    

ٚاْ صثثثثث١غخ اٌططثثثثثح ٌٍزىثثثثثبِثد الأ بد٠ثثثثثخ ذاد اٌّىثثثثثبِثد 

اٌّعثثثثثثثثزّسح ثبظثثثثثثثثزطداَ لبػثثثثثثثثدح شثثثثثثثثجٗ إٌّحثثثثثثثثسف ٘ثثثثثثثثٟ 

2 (1) (1)

0

4 (3) (3)

0

1
( ) ( )

12

1
( ) (3)

720

T n

n

E h h f f

h f f

   

 

   

ٚاْ صثثثثث١غخ اٌططثثثثثح ٌٍزىثثثثثبِثد الا بد٠ثثثثثخ ذاد اٌّىثثثثثبِثد 

 ثبظزطداَ لبػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ ٟ٘اٌّعزّسح 

1

1

2 (1) (1)

0

4 (3) (3)

0

1
( ) ( )

6

6
( ) (4)

360

M n

n

E h h f f

h f f

  

 

 

 رَا حسٍ



 

 

 

61 
 

( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

  

 ]2[  ٛوطٚ[1] ٛوط  

٠ّىٓ وزبثخ اٌزىبًِ

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz   

 ثبٌئىً اٌزبٌٟ ٚذٌه ٌغسض ػصي الاػزثي  ٟ اٌحد٠ٓ 

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz                         

                  

1 1 1

0 0 0

1 1 1

1 11

1 1 0 0 0 1

( , , )

( , , )

( , , ) ( , , )

n n n

n n n

n n n n n

n

z y x

z y x

z y x

z y x

z y z y xx

z y x z y x

f x y z dxdydz

f x y z dxdydz

f x y z dxdydz f x y z dxdydz

  

 







 

  

  

     

 

1

0 0 1

1

0 1 1

1 1 1

1 0 0 1 0 0

( , , )

( , , )

( , , ) ( , , )

n n n

n n

n n n n n n

n

z y x

z y x

y xz

z y x

z y x z y x

z y x z y x

f x y z dxdydz

f x y z dxdydz

f x y z dxdydz f x y z dxdydz



  









  

  

     

    

١سالا س  حْ ثبٌٕعجخ ٌٍزىبِثد اٌعذ ِبػدا الاٚي ٚالا   

اٌّىبًِ ِعزّس اٌّئزمبد  ٟ  زسح رىبٍِٙب٠ّٚىٓ  عبة ل١ُ 

 اٌزىبِثد  عت اٌّجسٕ٘خ اٌزب١ٌخ 

ٌزىٓ اٌداٌخ , ,f x y z  ِعزـّسح ٚ ي١ّغ ِئزمبرٙب ِٛيٛدح

 ثثثثثثثثثثثثثٟ وثثثثثثثثثثثثثـً ٔـمثثثثثثثثثثثثثـطخ ِثثثثثثثثثثثثثـٓ ٔثثثثثثثثثثثثثـمبغ إٌّثثثثثثثثثثثثثـطمخ 

     , , ,a b c d e g   ًثثبْ اٌم١ّثثثخ اٌزمس٠ج١ثثخ ٌٍزىبِثثث 

)اٌ ثلٟ   , , )

g d b

e c a

I f x y z dxdydz      ٓ٠ّى 

 

 

 خ  عبثٙب ِٓ اٌمبػدح ا٢ر١

3 1 1

2

0 0

1

2 2
1

( , ,
2

( , , ) 2 ( )

( , , )

)
2

, ,
2 2

g d b

e c a

n n

h
i k

i k

n
h h

i k i j k
j

h
f x c z

f x d z f x

MTM f x y z dxdydz

h

h h
y z

 

 





  

  

 

    

  

 

 

 ]8[٘ثي  

 ٠ٚىْٛ  عبة اٌزىبِثد  وبلارٟ 

1 11 1

1 1 0 0

1 1

1 1

3 1 1

0

1 1

2 4

0 1 1 1

1) ( , , ) ( , , )

[ ( , , )
2 2 2

( , , ) (5)
2 2

n n k i

k i

z y z yx xn n

k iz y x z y x

n n

i k

k i

i k

f x y z dxdydz f x y z dxdydz

h h h
f x y z

h h
f x y z Ah B h

  

 

 

 



 

  

     

      



 

1 1

1

32 2

0 0

2 2

1

0 0

1 1

2 4

2 2

2) ( , , )
2

[ ( , , )
2 2

( , , )]
2 2

        (6)

k i n

k i n

z y xn n

k iz y x

n n

n i k

k i

n i k

h
f x y z dxdydz

h h
f x y z

h h
f x y z

A h B h

 



 

 

 



 

 



  

  

 

   

  

1

0 0 1

1 1

1

31 1 2 1 1

0 0 1 0 1

2

1

1

2 4

2 2

3) ( , , )

( , , )
2

[ ( .5 , , .5 )

( .5 , , .5 )]

                (7)

n n n

k i n

k i

z y x

z y x

z y xn n n n n

k i j k iz y x

n

j i k

j

j i k

f x y z dxdydz

h
f x y z dxdydz

f x h y z h

f x h y z h

A h B h
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1

0 1 1

111

0

31 1 1 1

1 1 1 1

0 1 0

2 4

4 4

4) ( , , )

( , , )
2
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2 2 2 2

          (8)

n n

ji

i j

y xz

z y x

xyz n n n n

i j i jz y x

j i j i

f x y z dxdydz

h
f x y z dxdydz

h h h h
f x y z f x y z

A h B h

   

   







     

   

  

    

 

 

1 1

1 0 0

11

1

32 2 2 2

0 0 0 0

1 1 1

2 4

4 4
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( , , )
2

[ ( , , ) ( , , )]
2 2 2 2

       (9)

n n n

n

jn i

n i j

z y x

z y x

xz yn n n n

i j i jz y x

j i n j i n

f x y z dxdydz

h
f x y z dxdydz

h h h h
f x y z f x y z

A h B h

 







   

   

  





    

    

  

    

 

1

1 0 0

11 1

1

32 1 1

1 0 0

2 1 1

1
1 0 0

1 1

2 4

4 4

6) ( , , )

( , , )
2

[ ( , , )
2 2

( , , )]
2 2

                  (10)

n n n

jn i

i j

z y x

z y x

xz yn n n
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n n n

j i
k i j

j i

f x y z dxdydz

h
f x y z dxdydz

h h
f x y z

h h
f x y z

A h B h



   

  

  

  







  

 

    

  

    

  

0nx ١  اْ  x
h

n


  ْٚا

1,2, 1 jj n x a jh             

1,2, 1 ii n y c ih    

,1,2,3ٚاْ    , 1k n        

 

 

. ١  , , ,i i iA B C  ْ1,2,3ٚاi   لٛاثذ رؼزّد

ٚلارؼزّد  x,yػٍٝ ل١ُ اٌّئزمبد اٌجصئ١خ ثبٌٕعجخ ٌٍّزغ١س٠ٓ 

اِب اٌزىب١ٍِٓ الاٚي ٚ الا ١س ٠زُ  عبثٙب  عت  hػٍٝ 

 اٌّجسٕ٘خ اٌزب١ٌخ

)ٌزىٓ اٌداٌخ  , , )f x y z ًِعزثـّسح ٚ لبثٍثخ ٌثشثزمبق  ثٟ وثـ

ٔـمثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثـطخ ِثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثـٓ ٔثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثـمبغ   إٌّثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثـطمخ 

     0 0 0, , ,n n nx x y y z z  ٜػثثثثثثثثثثثثثثثثثدا ا ثثثثثثثثثثثثثثثثثد

ِئثثثثثزمبرٙبػٍٝ الالثثثثثً غ١ثثثثثس لبثٍثثثثثخ ٌثشثثثثثزمبق ػٕثثثثثد إٌمطثثثثثخ

( , , ) ( , , )n n nx y z x y z  ًثثبْ اٌم١ّثثخ اٌزمس٠ج١ثثخ ٌٍزىبِثث 

اٌ ثلثثثثثثثثثٟ 

0 0 0

( , , )
n n nz y x

z y x

I f x y z dxdydz       ٓ٠ّىثثثثثثثثث

 ح ا٢ر١خ  عبثٙب ِٓ اٌمبػد

0 0 0

3 2 2

0 0

0

1

1

( , , )
2

[ ( .5 , , .5 )

( .5 , , .5 )

2 ( .5 , , .5 )]

n n nz y x n n

k iz y x

i k

i n k

n

i j k
j

h
MTM f x y z dxdydz

f x h y z h

f x h y z h

f x h y z h

 

 





 

  

 

    

  



 

 ] 8  [٘ثي

٘راػٕدِب ٠ىْٛ الاػزثي  ٟ اٌحد الاػٍٝ ٠ٚىْٛ  عبثٗ  

  -وبلارٟ

1 1 1

3

1 1

1 1 1

5 2 2 2

1) ( , , ) [ ( , ,
2 2

) ( , , )]
2 2 2

1 1 1
{ [ ]

24 12 24
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h h
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h h h
z f x y z

h D D D
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ٚػٕدِب ٠ىْٛ الاػزثي  ٟ اٌحد الاظفً ا٠عب  عت ِجسٕ٘خ 

  ٘ثي اشزمزٗ

 ٠ىْٛ وبلارٟ ]8 [
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 ٔحصً ػٍٝ (12)اٌٝ  (5),(6) …ٚثجّغ اٌّؼبدلاد ِٓ
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 ١  , , ,MTM MTM MTMA B C   لٛاثذ رؼزّد ٟ٘

 ,x y, Zػٍٝ ل١ّخ اٌّئزمبد اٌجصئ١خ ثبٌٕعجخ ٌٍّزغ١س٠ٓ 

. ١  اْ اٌص١غخ اػثٖ رزعّٓ اظزطداَ  hٚلارؼزّد ػٍٝ 

 لبػدح إٌمطخ اٌٛظطٝ ػٍٝ اٌجؼد٠ٓ اٌدا ٍٟ ٚاٌطبزيٟ ٚ

 ِزعّٕخ ٌحدٚد Yلبػدح  شجٗ إٌّحسف ػٍٝ اٌجؼد  الاٚظػ 

ػزثي  ٟ اٌّئزمخ  ٟ اٌزصح١ح ِعب ب ا١ٌٙب اٌططح ثعجت الا

) إٌمطز١ٓ , , )n n nx y z, 0 0 0( , , )x y zٓٛي إٌمطز١ ٚ

1 1 1( , , )n n nx y z  ٚ1 1 1( , , )x y z  .  

 رَا حسٍ
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

 هتالأيث. 3

1-
1 1 1

0 0 0

( ) /3x y z xyzdxdydz     غ١س

 ِؼسٚف اٌم١ّخ اٌزح١ٍ١ٍخ

2-

1 1 1

0 0 0

(1/ 1 1/ )xyz x y z dxdydz     
 

 غ١س ِؼسٚف اٌم١ّخ اٌزح١ٍ١ٍخ

3-

0 1 0

2 2 1/ 2

1 0 1

( . . ( ^ 2 ) )x y z x y z z dxdydz
 

     

 1325989841650.اٌرٞ ل١ّزٗ اٌزح١ٍ١ٍٗ 

1-
1 1 1

0 0 0

( ) /3x y z xyzdxdydz      ًاٌّىبِثث

ٕ٘ب ِعزّساه  ٟ ِٕطمخ اٌزىبِثً , ٌىثٓ ِؼزثً اٌّئثزمبد اٌجصئ١ثٗ 

رزٞ ٌرا  ثبْ ٚٔٛع الاػزثي ي  (0,0,0)(,1,(1,1,ػٕد  إٌمبغ

  دٚد اٌزصح١ح غجمب ٌٍّجسٕ٘ٗ اػثٖ رىْٛ وبلارٟ

 

 

      

   ١ 

1,2,3, , , ,i MTM MTMi b A B

 لٛاثذ

ػٍٝ إٌزبئج اٌّدٚٔٗ   ذ صٍ RMTMٚثبظزؼّبي اٌطس٠مخ 

 (1 ٟ  اٌجدٚي )

ثثثبٌسغُ ِثثٓ اْ اٌزىبِثثً غ١ثثس ِؼثثسٚف اٌم١ّثثخ اٌزح١ٍ١ٍثثخ الا إٔثثب 

اْ اٌم١ّثخ  RMTMٔسٜ ِثٓ  ثثي اٌجثدٚي اٌطثبل ثبٌمبػثدح 

( ٌثثرا ٠ّىثثٓ n=256ٔفعثثٙب لبثزثثخ ا م١ثثب )ٌطّعثثخ اػّثثدح ػٕثثدِب 

اٌمثثٛي ثثثبْ اٌم١ّثثخ صثثح١حخ ػٍثثٝ الالثثً لالٕزثثب  ػئثثسح ِسرجثثخ 

 .(0.607511819343 (ػئس٠خ

 

2- 

1 1 1

0 0 0

(1/ 1 1/ )xyz x y z dxdydz     

اٌّىبًِ ٕ٘ب ِعزّساه  ٟ ِٕطمخ اٌزىبِثً , ٌىثٓ ِؼزثً اٌّئثزمبد 

ٚٔٛع الاػزثي يثرزٞ  (0,0,0)(,1,(1,1,اٌجصئ١ٗ ػٕد  إٌمبغ

 ٚٔعجٟ ٌرا  بْ  دٚد اٌزصح١ح غجمب ٌٍّجسٕ٘ٗ اػثٖ رىْٛ

1.5 2 2.5 3.5

1 1 2

4 4.5

( )MTM MTM

MTM i

E h a h A h b h b h

B h bh

   

   

 ١  اْ

11,2,3, , , , ,i MTM MTMi a b A B

 لٛاثذ

 صٍٕب  ػٍٝ إٌزبئج اٌّدٚٔٗ   RMTMٚثبظزؼّبي اٌطس٠مخ 

 (2 ٟ  اٌجدٚي )

ػٍٝ اٌسغُ ِٓ اْ اٌزىبًِ غ١س ِؼسٚف اٌم١ّخ اٌزح١ٍ١ٍخ الا 

اْ  RMTMإٔب ٔسٜ ِٓ  ثي اٌجدٚي اٌطبل ثبٌمبػدح 

( ٌرا ٠ّىٓ n=256)ٌ ثلخ اػّدح ػٕدِب  اٌم١ّخ ٔفعٙب لبثزخ ا م١ب

ثبْ اٌم١ّخ صح١حخ ػٍٝ الالً لا دٜ  ػئسح ِسرجخ  اٌمٛي

ٕٚ٘ب رىّٓ  بئدح ٘رٖ اٌطس٠مٗ  ((1.94964355464ئس٠خػ

 ثب٠جبد ل١ُ رمس٠ج١ٗ ٌٙر ا إٌٛع ِٓ اٌزىبِثد

3 -

0 1 0

2 2 1/ 2

1 0 1

( . . ( ^ 2 ) )x y z x y z z dxdydz
 

    
 ٟ ِىبًِ ِعزّس  ٌىٕٗ ِؼزً  اٌّئزمبد اٌجصئ١خ  ذاد 

إٌمطز١ٓ , , (0,0, 1)x y z   ٚ

 , , (0,0,0)x y z  ٚٔٛع الاػزثي يرزٞ ٚاٌم١ّخ

ِمسثخ لالٕٟ  1325989841650.اٌزح١ٍ١ٍخ ٌٙرا اٌزىبًِ ٟ٘ 

اْ    دػئسح ِسرجخ ػئس٠خ  ٚػٕد رطج١ك اٌّجسٕ٘خ اػثٖ ٚيد

  دٚد اٌزصح١ح ٟ٘ 

2 4

1

5.5 6 6.5 7.5

1 2

( )MTM MTM

MTM i

E h a h A h

b h b h B h bh

  

    
 

2 2.5

1

3.5 4

2

( )MTM MTM

MTM
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b h B h

  

  

 رَا حسٍ



 

 

 

02 
 

( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

ػٍٝ ل١ّخ صح١حخ   ذ  صٍ MTMاٌمبػدحِٚٓ رطج١ك 

ٌطّط ِسارت ػئس٠خ ثؼد اٌفبصٍخ ػٕدِب ٠ىْٛ 

m=n=n1=256  ًٌِٚىٓ  ,ِمبزٔخ ِغ اٌم١ّخ اٌزح١ٍ١ٍخ ٌٍزىب

ثؼد اظزطداَ رؼج١ً  زِٚجسن كٞ ػٕد رطج١ك غس٠مخ 

RMTM  ثبلاػزّبد ػٍٝ  دٚد اٌزصح١ح ٘رٖ رحعٕذ إٌز١جخ

ِسرجخ ػئس٠خ  ػٍٝ ل١ّخ صح١حخ لا دٜ  ػئسح ذ ١   صٍ

( ػٍّب اْ اٌٛلذ اٌرٞ 3ثؼد اٌفبصٍخ وّب ِج١ٓ ثبٌجدٚي )

لب١ٔخ  ثبٌسغُ ِٓ  7.50اظزغسلٗ ثسٔبِج اٌّبلثة  ٌٍحعبة 

 ٚيٛد اػزثي  ٟ إٌمطز١ٓ

 انًُاقشت

ٍزىثبِثد اٌمث١ُ اٌزمس٠ج١ثخ ٌ  عثبة   ٟ ٘را اٌجحث ذ رٕبٌٚ       

ذاد اٌّىثثبِثد  اٌّعثثزّسح  ٌٚىٕٙثثب ِؼزٍثثخ اٌّئثثثزمبد  اٌ ثل١ثثخ

اٌجصئ١ثخ اٚ اٌّؼزٍثخ  ثٟ وثث  ثدٞ اٌزىبِثً  ثبظثزطداَ لبػثدرٟ ا 

ٚلبػثثدح x,zٌٕمطثثخ اٌٛظثثطٝ ػٍثثٝ اٌجؼثثد٠ٓ اٌثثدا ٍٟ ٚاٌطثثبزيٟ

ػٕثثثدِب رىثثثْٛ اٌفزثثثساد  yشثثثجٗ إٌّحثثثسف ػٍثثثٝ اٌجؼثثثد الاٚظثثثػ

 .  MTMٚاٌزٟ ٠سِص ٌٙب ة اٌجصئ١خ ِزعب٠ٚخ ػٍٝ وً الاثؼبد 

 . RMTMٚػٕد اظزطداَ رؼج١ً زِٚجسن ٠سِص ٌٙب 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ٔعزٕزج ِٓ  ثثي  ٔزثبئج ٚيثداٚي ٘ثرا اٌجحث  اْ ٘ثرٖ اٌطس٠مثخ 

رؼطثثٟ ٔزثثبئج ي١ثثدح ٚثدلثثخ ػب١ٌثثخ  ١ثث  اْ ٘ثثرٖ اٌمبػثثدح اػطثثذ 

ٔزثثبئج صثثح١حخ ٌطّثثط ِسارثثت ػئثثس٠خ ل١بظثثب ثبٌم١ّثثخ اٌزح١ٍ١ٍثثخ 

صثثثٍذ ػٍثثثٝ ل١ّثثثخ ِمسثثثثخ ٚثؼثثثد اظثثثزطداَ رؼج١ثثثً زِٚجثثثسن  

ٚثٛلذ لصث١س  (3)لا دٜ ػئسح ِسرجخ ػئس٠خ وّب  ٟ اٌّ بي 

ل١ّثبه  ورٌه ػٕد اظزطداِٙب  ٟ اٌّ ب١ٌٓ الاٚي ٚاٌ بٟٔ  لثداػطذ

ػٍثثٝ اٌثثسغُ ِثثٓ ػثثدَ ِؼس ثثخ صثثح١حخ )ٌؼثثدح ِسارثثت ػئثثس٠خ( 

ػٍثٝ ل١ّثٗ  ذفٟ اٌزىبًِ الأٚي   صثٍ , اٌم١ّخ اٌحم١م١خ ٌٍزىبًِ

 (ِسرجثثثثثثثخ ػئثثثثثثثس٠خب  ػئثثثثثثثسح لالٕزثثثثثثثرمس٠ج١ثثثثثثثٗ  ِمسثثثثثثثثٗ 

( ٚذٌه ِٓ  ثثي رطثبثك   ّعثخ كػّثدٖ               0.607511819343

. 

256nػٕثدِب      ل١ّثثٗ  اٌزىبِثً اٌ ثثبٟٔ  صثٍٕب ػٍثٝ وثرٌه

 ((1.94964355464رمس٠ج١ثثٗ لا ثثدٜ  ػئثثسح ِسرجثثخ ػئثثس٠خ

ٚذٌثثه ِثثٓ  ثثثي رطثثبثك لثلثثخ اػّثثدح ٕٚ٘ثثب رىّثثٓ  بئثثدح ٘ثثرٖ 

ِٚثٓ , .اٌطس٠مٗ ثب٠جبد ل١ُ رمس٠ج١ٗ ٌٙر ا إٌثٛع ِثٓ اٌزىثبِثد  

 RMTMِث ظخ ٔزبئج الاِ ٍخ اٌّروٛزح ٔعزٕزج ا ْ اٌطس٠مثخ 

ذاد دلخ ػب١ٌخ ٚظسػخ ِّزبشح ٚٚلذ لصث١س  ٠ّٚىثٓ الاػزّثبد 

 ػ١ٍٙب  ٟ  عبة اٌزىبِثد اٌ ثل١خ.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 رَا حسٍ
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1)يدٚي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 5.5 6 6.5 

64 0.607511819329     

128 0.607511819342 0.607511819342   

256 0.607511819343 0.607511819343 0.607511819343 

n mtm 2 2.5 3.5 4 

1 0.611423746779         

2 0.607921116893 0.607168971840       

4 0.607551500689 0.607472130328 0.607501524070     

8 0.607515520691 0.607507794446 0.607511252379 0.607511702193   

16 0.607512157559 0.607511435369 0.607511788387 0.607511813171 0.607511815679 

32 0.607511849890 0.607511783822 0.607511817607 0.607511818958 0.607511819089 

64 0.607511822082 0.607511816111 0.607511819242 0.607511819317 0.607511819325 

128 0.607511819588 0.607511819052 0.607511819337 0.607511819341 0.607511819342 

256 0.607511819365 0.607511819317 0.607511819342 0.607511819343 0.607511819343 

 

 رَا حسٍ
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 )2يدٚي )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

N MTM K=1.5 K=2 K=2.5 K=3.5 

1 1.93090365978         

2 1.94565057016 1.95371592327       

4 1.94888363912 1.95065186324 1.94963050990     

8 1.94950529730 1.94984529344 1.94957643684 1.94956482534   

16 1.94961884093 1.94968094000 1.94962615552 1.94963683198 1.94964381362 

32 1.94963916708 1.94965028381 1.94964006508 1.94964305198 1.94964365507 

64 1.94964277773 1.94964475247 1.94964290869 1.94964351931 1.94964356463 

128 1.94964341721 1.94964376695 1.94964343845 1.94964355221 1.94964355540 

256 1.94964353034 1.94964359221 1.94964353396 1.94964355447 1.94964355469 

K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 

1.94964364450       

1.94964355860 1.94964355462     

1.94964355478 1.94964355461 1.94964355461   

1.94964355465 1.94964355464 1.94964355464 1.94964355464 

 رَا حسٍ
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)

 (2016اٌعٕخ)

 

 

n mtm k=2 k=4 k=5.5 k=6 

1 0.153093108924         

2 0.137402620883 0.132172458203       

4 0.133790489537 0.132586445755 0.132614044925     

8 0.132896713997 0.132598788817 0.132599611688 0.132599285549   

16 0.132673431384 0.132599003846 0.132599018181 0.132599004770 0.132599000313 

32 0.132617598574 0.132598987638 0.132598986557 0.132598985843 0.132598985542 

64 0.132603638063 0.132598984559 0.132598984353 0.132598984304 0.132598984279 

128 0.132600147668 0.132598984204 0.132598984180 0.132598984176 0.132598984174 

256 0.132599275043 0.132598984168 0.132598984166 0.132598984165 0.132598984165 

 

 

 

 

 (3يدٚي)

k=6.5 k=7.5 k=8 k=8.5 

0.132598985377       

0.132598984265 0.132598984259     

0.132598984173 0.132598984172 0.132598984172   

0.132598984165 0.132598984165 0.132598984165 0.132598984165 
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( 2( اٌؼدد)8ِجٍخ اٌمبدظ١خ ٌؼٍَٛ اٌحبظٛة ٚاٌس٠بظ١بد اٌّجٍد)
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Using Trapezoidal rule and Midpoint and when the Singularity at both of End Integrals. 
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Abstract 

        The main aim of this paper to find values of the triple integration numerically which is improper 

(singular) of the partial derivatives or improper at both of of the integration . 

Also in this paper, we find general formula of the errors according behaviour of the integrands using 

new approach is different from the previous approached by Mohammed [4] , Alttai [5] , Dayaa [6] and 

others . 

The RMTM method is a composition method of using trapezoidal on the dimension of y  and 

midpoint rule on the two dimensions interior x and exterior z  with applying Romberg acceleration 

method when the number of subintervals of interval of interior integral are equal to the number of 

subintervals of exterior integral  h h h   such that h  is the distances between coordinates of  x

and h is the distances between coordinates of y  and h  is the distances between coordinates of z  

such that we can depend on it to calculate the triple integrations , and given higher accuracy in the 

results by few subintervals and time less than the request time for the researchers in the same subject . 
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