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 وAI(MMS)  انتكايلاث انثلاثٍت راث انًكايلاث انًستًرة عذدٌاً باستخذاو انطرٌقتٍٍحساب 

RO(MMS) وانًقارَت بٍُهًا 

 و.و طفاء يهذي يىسى انجظاص        

 قسى انرٌاضٍاث /كهٍت انتربٍت نهبُاث  /جايعت انكىفت 
 

 26/2/9024قبىل انُشر                    92/8/9024ارسال انتعذٌلاث        92/5/9024استلاو انبحث 

 نًستخهضا

 

ٍٓ تاعرخذاَ غشٌمر اٌّغرّشج عذدٌا   اٌّىاِلاخ حغاب اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح راخ ٘ٛ اٌٙذف اٌشئٍظ ِٓ ٘زا اٌثحس        

 Zاٌثعذٌٓ اٌخاسظً  سِٚثشن ِع اٌماعذج اٌّشوثح ِٓ ) لاعذذً إٌمطح اٌٛعطى عٍىٚ ٔاذعرٍٓ ِٓ اٌرععٍٍٍٓ آٌرىٓ

اٌخاسظً  عٍى اٌثعذاٌرمغٍّاخ  عذد عٕذِا ) MMSٚسِضٔا ٌٙا تـ  Xلاعذج عّثغْٛ عٍى اٌثعذ اٌذاخًٍ ٚ Yٚالأٚعػ

 اٌثش٘اْ ِع ِثشٕ٘ح حٍس لذِٕا عٍى اٌثعذ اٌذاخًٍاٌرمغٍّاخ  ٌعذد ِٚغاٚي الأٚعػ عٍى اٌثعذاٌرمغٍّاخ  ٌعذد ِغاٚي

ٚاعٍّٕا  MMSتإٌغثح ٌٙا ٌٚرحغٍٓ إٌرائط اعرخذِٕا اٌرععٍٍٍٓ اٌّزوٛسٌٓ ِع لاعذج اٌرصحٍح لاعذج ٚحذٚد لإٌعاد ٘زٖ

) اٌطشٌمرٍٓ )AI MMS ٚ( )RO MMS الصش ٚتٛلد ٔغثٍا   لٍٍٍح ظضئٍح تفرشاخ إٌرائط فً عاٌٍح دلح عٍى حصٍٕا حٍس. 

 

Mathematics Subject Classification:  65XX      

 انًقذيت.1

 
 ٌٚشظع ِعٍٓ, ٌرىاًِ اٌرمشٌثٍح اٌمٍّح إٌعاد وٍفٍح دساعح تأٔٗ ( Numerical Integration ) اٌعذدي ٌعشف اٌرىاًِ       

 ٚرٌه (Greek quadrature) الإغشٌمً اٌرشتٍع تطشٌمح دائشج ِغاحح إٌعاد فً تذاٌاذٗ إٌى اٌعذدي اٌرىاًِ ذطثٍك ذاسٌخ

 أٌعاد ِٓ اسخٍّذط ذّىٓ اٌطشٌمح ٘زٖ ٚتٛاعطح Regular  polygon)ِٕرظّح )  ِعٍعاخ إٌى اٌذائشج ذعضئح خلاي ِٓ

 اٌصاترح إٌغثح ٌمٍّح ٚاٌذٍٔا اٌعٍٍا اٌحذٚد  [3], ِٛعى . 

 
 عثًٍ عٍى ٌٍحعَٛ اٌزاذً اٌمصٛس ٚعضَ اٌّرٛعطح ٚاٌّشاوض اٌحعَٛ إٌعاد فً أٍّ٘ح اٌصلاشٍح ٚتّا أْ ٌٍرىاِلاخ       

2داخً اٌٛالع اٌحعُ اٌّصاي 2 4x y x    0ٚفٛقz   2ٚذحد 2 4x y z  . ُالاعطٛأح داخً اٌٛالع ٚاٌحع 

4cos( )  2 تاٌىشج الأعٍى ِٓ اٌّحذد 2 16p z  ِٓٚ ً0 تاٌّغرٛي الأعفz . اٌّرٛعػ اٌّشوض ٚحغاب 

2z لع ذحدااٌٛ ٌٍحعُ xy  ٚفٛق اٌّصٍس, 0, 4y x y x  . ٚ حغاب عضَ اٌمصٛس اٌزاذً ٌٍحعُ اٌٛالعوزٌه 

2 داخً 2 9x y   0 اٌّغرٛي ٚفٛقz  4 اٌّغرٛي ٚذحدx z . إٌعاد فً أٍّ٘ح اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح ٚذثشص 

 [ . 4] آٌشص  اٌّعذْ, فشأه ِٓ سلٍمح صفٍحح أٚ سفٍع عٍه ِٓ لطعح ِصً اٌّرغٍشج اٌىصافح راخ اٌىرً

        

غشائك  حٍس اعرخذِد 2002 عاَ فً[ 5] ظٍاء ُِٕٙ اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ ِعاي فً اٌثاحصٍٓ ِٓ عذد عًّ ٚلذ        

)ً٘  ِشوثح عذدٌح  )RMRM RS,( )RMRM RM,( )RMRS RM ٚ( )RMRS RS ٖٔاذعح اٌطشائك ٚ٘ز ِٓ 

 اٌٛعطى إٌمطح ِع لاعذج سِٚثشن  ذععًٍ غشٌمح RMاٌثعذ عٍى ( ًاٌخاسظZٚ )

( ), ( ), ( ), ( )RS RS RS RM RM RM RM RS  الأٚعػ اٌثعذ عٍى (Y )اٌذاخًٍ ٚاٌثعذ (X )إْ إٌى ذٛصٍد ٚلذ 

 ذععًٍ ِع اٌٛعطى إٌمطح ٚلاعذج ٚالأٚعػ اٌذاخًٍ اٌثعذٌٓ عٍى سِٚثشن ذععًٍ ِع عّثغْٛ لاعذج ِٓ اٌّشوثح اٌطشٌمح

) اٌخاسظً اٌثعذ عٍى سِٚثشن )RMRS RS ً٘ ًِغرّشج ِٓ  دٚاي ِىاِلاذٙا اٌرً شلاشٍح  ذىاِلاخ حغاب عٕذ الأفع

 حٍس اٌذلح ٚعذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌّغرخذِح ٚاٌضِٓ. 

 

 سِٚثشن ذععًٍ غشٌمح تاعرعّاي ٚرٌه اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ لٍُ ٌحغاب عذدٌح غشٌمح [6] عىاس لذِد 2010 عاَ ٚفً      

 اٌعضئٍح اٌفرشاخ عذد ذىْٛ عٕذِا X ٚY ٚZ حالأتعاد اٌصلاش عٍى اٌٛعطى إٌمطح لاعذج ذطثٍك ِٓ إٌاذعح اٌمٍُ عٍى

 اٌفرشاخ ٌعذد ِٚغاٌٚح الأٚعػ اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذعضأ اٌرً اٌعضئٍح اٌفرشاخ ٌعذد ِغاٌٚح اٌذاخًٍ اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذعضأ اٌرً

 ظضئٍح ٚتفرشاخ اٌذلح حٍس ِٓ ظٍذج ٔرائط عٍى ٚحصٍد RMMM ٚأعّرٙا اٌخاسظً اٌثعذ فرشج إٌٍٙا ذعضأ اٌرً اٌعضئٍح

 .ٔغٍثا   لٍٍٍح

 92-20طفحت 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 

غشٌمح عذدٌح ٌحغاب لٍُ اٌرىاِلاخ اٌصلاشٍح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج ٚرٌه  [7]لذَ ِحّذ ٚآخشْٚ  2013ٚفً عاَ        

ِا ذىْٛ عٕذ X ٚY ٚZعٍى الأتعاد اٌصلاشح إٌاذعح ِٓ ذععًٍ سِٚثشن ِع لاعذج عّثغْٛ RSSSتاعرعّاي غشٌمح 

عذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌثعذ اٌذاخًٍ ِغاٌٚح ٌعذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌثعذ الأٚعػ 

ٚحصٍٛا عٍى ٔرائط ظٍذج ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشعح  ِٚغاٌٚح ٌعذد اٌفرشاخ اٌعضئٍح اٌرً ذعضأ إٌٍٙا فرشج اٌثعذ اٌخاسظً

  .اٌمٍُ اٌحمٍمٍح ٌٍرىاِلاخ ٚتفرشاخ ظضئٍح لٍٍٍح ٔغٍثا   إٌىالرشاب اٌمٍُ اٌرمشٌثٍح 

 

 راخ اٌصلاشٍح ٌٍرىاِـلاخاٌمٍُ اٌرمشٌثٍح  لاعذج عذدٌح ظذٌذج ٌحغاب لإٌعاد اٌثش٘اْ ِع ِثشٕ٘ح لذِٕا اٌثحس ٘زا فً أِا        

 (إٌمطح اٌٛعطى) وٛذظ -ٍٔٛذٓ لاعذذً ِٓ لٛاعذ ٌٙا ٚ٘زٖ اٌماعذج ٔاذعح ِٓ ذطثٍك اٌرصحٍح ٚحذٚد اٌّغرّشج اٌّىاِلاخ

2 عٕذِا ,Xعٍى اٌثعذ اٌذاخًٍ (لاعذج عّثغْٛ) ٚ Yٚالأٚعػ Zاٌثعذٌٓ اٌخاسظً عٍى 1m m m  ( حٍسm

عٍى اٌثعذ اٌرمغٍّاخ  عذد Y ٚ2mالأٚعػ عٍى اٌثعذاٌرمغٍّاخ  عذد Z ٚ1mاٌخاسظً اٌثعذعٍى اٌرمغٍّاخ  عذد

 ٚسِضٔا ٌٗ ِع اٌماعذج اٌّزوٛسج آٌرىٓ الأٚي ,تاعرعّاي ذععٍٍٍٓ طإٌرائ ترحغٍٓ شُ لّٕا MMSٚأعٍّٕا٘ا ) Xاٌذاخًٍ

) تاٌشِض )AI MMS ٌٗ ِع اٌماعذج اٌّزوٛسج تاٌشِض ٚاٌصأً سِٚثشن ٚسِضٔا( )RO MMS . ٍٓشُ لاسٔا تٍٓ اٌطشٌمر 

 

2ٌمذ اخرشٔا  -: يلاحظت 1, ,m m m رشاخ اٌعضئٍح ٚلا أعذاد صٚظٍح لاْ لاعذج عّثغْٛ ذحراض إٌى عذد صٚظً ِٓ اٌف

  . لاعذج إٌمطح اٌٛعطىٌٛشش رٌه عٍى 

  

 انعذدٌت وحذود انتظحٍح بانُسبت  نها   MMS . قاعذة2

 :يبرهُت

)ٌرىٓ اٌذاٌح  , , )f x y z   0ِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشترماق فتً وتً ٔمطتح ِتٓ ٔمتاغ إٌّطمتح 0 0[ , ] [ , ] [ , ]m m mx x y y z z  

فاْ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ 

0 0 0

( , , )
m m mz y x

z y x

I f x y z dxdydz     ٌّىٓ حغاتٙا ِٓ اٌماعذج اَذٍح 

1
3 2 2

0 (2 1) (2 )

1 1 1 1

( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )
3

m m

m m

j k m j k i j k i j k

k j i i

h
MMS f x y z f x y z f x y z f x y z





   

 
     
 

  

 

(2 1) 0 (2 1)  ,   1,2, ,
2

i

m
x x i h i                  ٚ               

(2 ) 0 (2 )  ,   1,2, , -1
2

i

m
x x i h i    

0

(2 1)
 ,   1,2, ,

2
k

k
z z h k m


                ٚ                

0

(2 1)
 ,   1,2, ,

2
j

j
y y h j m


    

2 4 6

1 2 3( )I MMS h h h h                                                                        -ٚصٍغح حذٚد اٌرصحٍح )صٍغح اٌخطأ( ً٘:   

1حٍس أْ  2 3, , ,   شٛاتد. 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 

 انبرهاٌ 
 تاٌصٛسج اَذٍح : Iٌّىٓ وراتح اٌرىاًِ       

   
0 0 0

( , , )
m m mz y x

z y x

I f x y z dxdydz MMS h E h                                                                      

...(1) 

 

إر إْ  MMS h َاٌثعتذٌٓ اٌختاسظً إٌمطتح اٌٛعتطى عٍتى لاعتذج ً٘ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ ٚاٌّحغٛتح عذدٌا  تاعرخذا

Z الأٚعػ ٚ Y  ًٍٚلاعذج عّثغْٛ عٍى اٌثعذ اٌذاخX ْٚا . E h  عٍغٍح حذٚد اٌرصحٍح اٌّّىٓ إظافرٙا إٌتى ً٘

لٍُ MMS h  ْ0, ٚا 0 0

1 2

m m mz z y y x x
h

m m m

  
    ْتفشض إ 1 2m m m . 

 

1حٍس اْ  2, ,m m m  عذد اٌرمغٍّاخ عٍى الأتعاد اٌصلاشح ً٘, ,Z Y X . ًٌعٍى اٌرٛا 

 

 أْ صٍغح اٌخطأ ٌٍرىاِلاخ الأحادٌح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاعرخذاَ لاعذج إٌمطح اٌٛعطى ً٘ : 

 

2 4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0 2 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( )

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f                             

…(2) 

 

 :   ٚتاعرخذاَ لاعذج عّثغْٛ ً٘

 

4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0

1 1
( ) ( ) ( )                                                                ...(3)

180 1512
S n nE h h f f h f f     

  [1]فٛوظ 

 

 

  -( ٔحصً عٍى:3( ٚ) (2ٚتاعرخذاَ ٔظشٌح اٌمٍّح اٌّرٛعطح فً اٌرفاظً ٌٍصٍغرٍٓ

     
     

 
 2 42 0 2 0 2 02 4 6 (6)

1 2 3

7 31
( ) ...             ...(4)

6 360 15120

n n n

M

x x x x x x
E h h f h f h f  

  
   

     
     4 62 0 2 04 6

1 2( ) ...                                                   ... (5) 
180 1512

n n

S

x x x x
E h h f h f 

  
  

حٍس  0 21,2,3,... , , ,i i ni x x   ,[6] عىاس. 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

فثإٌغثح ٌٍرىاًِ الأحادي  
0

, ,
mx

x

f x y z dx  ٌّىٓ حغاتٗ عذدٌا  تماعتذج عّثغتْٛ عٍتى اٌثعتذX اٌرعاِتً ِتع( ٚY ٚZ 

        -وصاترٍٓ( ٚوالاذً:

( 2 1)

0

1
2 2

(2 )

1 1

4 64 6

0 01 2

4 6

0

...                 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 4 ( , , ) 2 ( , , )
3

( ) ( )( , , ) ( , , )
(6)

180 1512

m

i

m m
x

i

i ix

m m

m

h
f x y z dx f y f y z f x y z f x y z

x x h x x hf y z f y z

x x

x z x

 





 



 
 

   
 
 
 

  
 

 

 

 0 2 0 02 -1
 1, 2,...   ,  ( , ) , 1, 2,..., -1  ,   2 , 1, 2,...,   ,   (2 1)

2 2
L m i i

m m
L x x i x x ih i x x i h        

( عذدٌا عٍى اٌفرشج 6ٚ تّىاٍِح اٌصٍغح ) 0 , my y تاعرخذاَ لاعذج إٌمطح اٌٛعطى عٍى اٌثعذY  : ٔحصً عٍى 


0

2 4
2 40 0 1 0 0 2

0 0 2 4
1

6
60 0 3

6

( ) ( , , ) 7( ) ( , , )
( , , ) ( , , )

6 360

31( ) ( , , )
                                                                       

15120

my m
m m

j

jy

m

y y f x z y y f x z
i f x y z dy h f x y z h h

y y

y y f x z
h

y

 





   
  

 

 
  

 



                     ...(7)


0

2 4
2 40 01 2

2 4
1

6
60 3

6

( ) 7( )( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )

6 360

31( ) ( , , )
                                                                      

15120

my m
m mm m

m m j

jy

m m

y y y yf x z f x z
ii f x y z dy h f x y z h h

y y

y y f x z
h

y

 





  
  

 

 
  

 



                         ...(8)


( 2 1) ( 2 1)

0

2
2 2 2

(2 1) 120

2
1 1 1 1

4 6

(2 1) 2 (2 14 60 0

4

( , , )( )
4 ( , , ) 4 ( , , ) 4

6

( , , ) (7( ) 31( )
                                    

360 15120

m

i i

m m m
y m

i im
j

i i j iy

i i im m

f x zy y
iii f x y z dy h f x y z h

y

f x z f xy y y y
h h

y





 



   

 


  



  
 



  

) 3

6

, , )
  ...(9)

i z

y

 
  


( 2 ) ( 2 )

0

1 1 1 2
2 2 2

(2 ) 120

2
1 1 1 1

4 6

(2 ) 2 (2 ) 34 60 0

4

( , , )( )
2 ( , , ) 2 ( , , ) 2

6

( , , ) ( , ,7( ) 31( )
                                  

360 15120

m

i i

m m m
y m

i im
j

i i j iy

i i i im m

f x zy y
iv f x y z dy h f x y z h

y

f x z f x zy y y y
h h

y



 

  

   


  



  
 



  

6

)
     ...(10)

y


  


0

4 64 6

0 01 2

4 6
...

( ) ( )( , , ) ( , , )
                                     ...(11)

180 1512

my

m m

y

x x h x x hf y z f y z
v dy

x x

 


   
  

  


0 0

(2 1)
1,2,3,... , ( , )  ,      1,2,... ,   

2
r m j

j
r y y j m y y h


     

 

 

 

 اٌفرشج عٍى عذدٌا أعلا٘ا اٌصٍغ ٚ تّىاٍِح 0 , mz z أٌعا عٍى اٌثعذ تاعرخذاَ لاعذج إٌمطح اٌٛعطىZ ًعٍى ٔحص: 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 

 

 

 -:عٍى ( ٔحص16ً,)15)(, )14(, )13(,)12ٚتعّع اٌصٍغ )
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( , , ) ( , , ) ( , , )( ) 7( ) 31( )

6 360 15120

m j j m j j m j jm m m
f x y f x y f x yz z z z z z

h h h
z z z

      
   

  

2 4 6
2

(2 1) 1 (2 1) 2 (2 1) 32 4 60 0 0

2 4 6
1

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) 7( ) 31( )
4

6 360 15120

m

i j ij i j ij i j ijm m m

i

f x y f x y f x yz z z z z z
h h h

z z z

    



    
        


1 2 4 6
2

(2 ) 1 (2 ) 2 (2 ) 32 4 60 0 0

2 4 6
1

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) 7( ) 31( )
2

6 360 15120

                                                                         

m

i j ij i j ij i j ijm m m

i

f x y f x y f x yz z z z z z
h h h

z z z

  




    
        


                                                                                                           ...(17)

ٚتّا إْ    
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ِغرّشج فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمح دٚاي  

     0 0 0, , ,m m mx x y y z z . 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 -ذصثح : MMSتماعذج  Iفاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشً  
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        ( 18 )

حٍس أْ          0 0 0, , , , , , , , , , ,t t t t t t t t t m m mx x y y z z        
 

   
 
 ,  1,2,3,...t . 

ٌزا إرا واْ اٌّىاًِ داٌح ِغرّشج ِٚشرماذٙا اٌعضئٍح ِٛظٛدج فً وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ 

     0 0 0, , ,m m mx x y y z z   : ًفأٗ ٌّىٓ وراتح صٍغح اٌخطأ  ٌٍماعذج اٌّزوٛسج واَذ 

2 4 6

1 2 3( )I MMS h h h h                                                                               …( 19) 

 

 

 

1حٍس أْ  2 3, , ,   ذعرّذ عٍى اٌّشرماخ اٌعضئٍح ٌٍذاٌح فً ِٕطمح اٌرىاًِ. شٛاتد 

 

 
 
 
 
 

04 



( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 و AI(MMS)ٍ ٍانطرٌقتباستعًال عذدٌاً حساب انتكايلاث انثلاثٍت راث انًكايلاث انًستًرة .3

(MMS)RO 

) عرعّاي غشٌمرًتا عذدٌا   اٌصلاشٍحاٌرىاِلاخ ٌحغاب          ), ( )RO MMS AI MMS  2ٔثذأ تٛظعm  ٚ ٔحغة

 ٚاٌرً ذغاٚي MMSاٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشً تاعرخذاَ لاعذج 
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2mٚٔصثد فً ظذإٌٚا ٘زٖ اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح عٕذِا     4شُ ٔععm  لٍّح لاعذج ٚ ٔحغةMMS حٍس إٔٙا ذغاٚي 
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8mٚٔحغة لٍّح اٌماعذج عٕذِا أٌعا ٔصثد ٘زٖ اٌمٍّح فً ظذإٌٚا عٍى إٔٙا اٌمٍّح اٌرمشٌثٍح ٌٍرىاًِ اٌصلاشً    ٚاٌرً ذغاٚي 
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   ٔطثك اٌرععٍٍٍٓ اَذٍٍٓ حرحغٍٓ اٌمٍُ اٌرمشٌثٌٍٚ ٔصثد ٘زٖ اٌمٍّح فً ظذإٌٚا ٚوزٌه  

                                                                                                   -: ٚاٌزي صٍغرٗ اٌعاِحذععًٍ آٌرىٓ  -: أولا

    20) ...)                                 

 
2
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4 2
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4 2

h h
MMS h MMS MMS
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h h
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 .[2]ساٌغرْٛ 

) أْ حٍس )AI MMS ٚوً آٌرىٓ ظذٚي ِٓ اٌعذٌذ اٌعّٛد فً لٍّح  , , ( )
4 2

h h
MMS MMS MMS h

   
   
   

 لٍُ 

 إٌى اٌرمشٌثٍح اٌمٍُ Accelerating The Convergence الرشاب ذععًٍ ٘ٛعٍٍّح آٌرىٓ ذععًٍ إْ, اٌغاتك ِٕٗ عّٛداٌ فً

 تذلا   ٌٍرىاِلاخ أفعً لٍُ عٍى اٌحصٛي ٌرععًٍ اٌّزوٛسج ماعذجاٌ ِٓ إٌاذعح اٌمٍُ عٍى ٚعٕطثمٙا.خٌٍرىاِلا اٌحمٍمٍح اٌمٍّح

 عٍى ٔحصً فغٛف MMS تماعذج لٍّح n اٌّصاي عثًٍ عٍى ٌذٌٕا واْ فارا.  اٌعضئٍح اٌفرشاخ عذد صٌادج فً الاعرّشاس ِٓ

2n  2 اٌمٍُ عٍى آٌرىٓ ذععًٍ أٌعا ٔغرخذَ شُ( 20) اٌصٍغح تاعرخذاَ ٚرٌه آٌرىٓ ذععًٍ تطشٌمح لٍّحn  ًفٕحص 

4n عٍى  اٌّطٍٛتح. اٌذلح عٍى ٔحصً أْ إٌى ٔغرّش ٚ٘ىزا لٍّح 

 

ٌٙزا  اٌعاِح  حغصٍاٌ( 19ٚتالاعرفادج ِٓ حذٚد اٌرصحٍح اٌرً حصٍٕا عٍٍٙا ِٓ اٌصٍغح )ٚ ذععًٍ سِٚثشن  -: ثاٍَا

   -:اٌرععًٍ ً٘ 

 
 

 

2
2

2 1

k

k

h
MMS MMS h

RO MMS

  
  

  


                                                        …(21) 

 . [2]ساٌغرْٛ 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

) حٍس )RO MMS ٚوً ٌعذٚي سِٚثشن اٌعـذٌذ اٌعـّٛد فً لٍّح ِٓ  MMS h,
2

h
MMS

 
 
 

 اٌعّٛد فً لٍّراْ 

ٚتزٌه ٔحصً عٍى لٍّح ذمشٌثٍح ٌٍرىاًِ  MMSلـٍُ لاعذج  ٌّصً اٌعذٚي ِٓ الأٚي اٌعّٛد إْ عٓ فـعلا,  ِٕٗ اٌغاتك

4mتإٌغثح ٌثمٍح لٍُ  MMSٚ٘ىزا ٔغرّش ترطثٍك لاعذج  .اٌّزوٛسج ماعذجاًٌ تطشٌمح ذععًٍ سِٚثشن ِع اٌصلاش   ُش

ٔطثك عٍٍٙا غشٌمح ذععًٍ سِٚثشن ٌرععًٍ الرشاب اٌمٍُ إٌى اٌمٍّح اٌحمٍمٍح ٌٍرىاًِ إٌى أْ ٔحصً عٍى اٌمٍّح تاٌذلح 

 . اٌّطٍٛتح اٌرً ٔخراس٘ا

 

 الأيثهت وانُتائج .4

اٌرىاًِ -: 1يثال  
2 2 2

0 0 0

cos 3 2I x y z dxdydz

  

     ِمشتح لاشٕرً  0.411233516712اٌزي لٍّرٗ اٌرحٍٍٍٍح(

) ٌىً ِعشف ِىاًِ عشش ِشذثح عششٌح( راخ , , ) 0, 0, 0,
2 2 2

x y z
       

       
     

 اٌرصحٍح حذٚد صٍغح فاْ ٌزا  

غشٌمرً ٚترطثٍك( 19) ٌٍصٍغح ِّاشٍح ذىْٛ اٌرىاًِ ٌٙزا   ,RO MMS AI MMS فً اٌّذٚٔح إٌرائط عٍى حصٍٕا  

 - : والأذً ( 2ً٘ٚ)( 1) اٌعذٌٍٚٓ

64m ( عٕذِا1اٌعذٚي ) ِٓ ٔغرٕرط -1  ٌصلاز ِشاذة عششٌح تاعرخذاَ لاعذج اٌمٍّح صحٍححMMS  ٚعٕذ ذطثٍك

)غشٌمح )AI MMS ٚتـ عششٌح ِشاذة ٌصآِ لٍّح صحٍحح عٍى حصٍٕا (
18

2
  

  ( .ظضئٍح فرشج

64m عٕذِا (2)ٚٔلاحظ ِٓ اٌعذٚي  -2  ٌصلاز ِشاذة عششٌح تاعرخذاَ اٌماعذج اٌّزوٛسج ٚعٕذ  اٌمٍّح صحٍحح

)غشٌمح ذطثٍك )RO MMS ٚتـ) (عششٌح ِشذثح عشش لاشٕرً ِمشتح)اٌرحٍٍٍٍح  ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى حصٍٕا 
18

2
  

)ٚتزاٌه فاْ  غشٌمح  ( .ظضئٍح فرشج )RO MMS  .الأفعً ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشعح الالرشاب ً٘ 

 

اٌرىاًِ -: 2يثال  
1 1 1

0 0 0

x y ze dxdydz 

    ِمشتح لاشٕرً عشش ِشذثح  5.073214111772اٌزي لٍّرٗ اٌرحٍٍٍٍح(

 عششٌح( راخ ِىاًِ ِعشف ٌىً       , , 0,1 0,1 0,1x y z     ٌزا فاْ صٍغح حذٚد اٌرصحٍح ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح

ٚعٕذ اعرعّاي غشٌمرً (  19) ٌٍصٍغح  , ( )RO MMS AI MMS  ٌٍٓٚ( 3)حصٍٕا عٍى إٌرائط اٌّذٚٔح فً ظذ(ٚ 

 -:  عٍى اٌرٛاًٌ ً٘ والأذً 4)

32m ( عٕذِا3اٌعذٚي ) ِٓ ٔغرٕرط -1  لاعذجعششٌرٍٓ تاعرخذاَ  ٌّشذثرٍٓ اٌمٍّح صحٍححMMS ٚعٕذ ذطثٍك 

)غشٌمح )AI MMS ٚتـ عششٌح ِشاذة ٌغثع لٍّح صحٍحح عٍى حصٍٕا (
15

2
  

فً حٍٓ حصٍٕا عٍى لٍّح  ( .ظضئٍح فرشج

64m عٕذِاششٌح تاعرخذاَ اٌماعذج اٌّزوٛسج ع ِشاذة ٌصلاز صحٍحح  َغشٌمح ٚتاعرخذا( )AI MMS عٍى حصٍٕا 

) ٚتـ عششٌح ِشاذة ٌرغع لٍّح صحٍحح
18

2
  

 ( .ظضئٍح فرشج

32m عٕذِا (4)ٚٔلاحظ ِٓ اٌعذٚي  -2  لاعذجتاعرخذاَ  ٌّشذثرٍٓ عششٌرٍٓ اٌمٍّح صحٍححMMS ٚعٕذ ذطثٍك   

)غشٌمح )RO MMS ٚتـ (عششٌح ِشذثح عشش لاشٕرً ِمشتح)اٌرحٍٍٍٍح  ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى حصٍٕا (
15

2
  

     ( .ظضئٍح فرشج

)ٚتزاٌه فاْ  غشٌمح  )RO MMS  اٌّغرخذِح عشعح الالرشاب ٚعذد اٌفرشاخ اٌعضئٍحاٌذلح ٚ ً٘ الأفعً ِٓ حٍس . 

 

 

 

 

 اٌرىاًِ -: 3يثال  

4 3 2

3
3.5 2.5 1.5 (1 )

y
I dxdydz

xz



   إٌى ِمشتح)  0.01672449864664 ً٘ اٌرحٍٍٍٍح لٍّرٗ اٌزي 

ٌىً ِعشف راخ ِىاًِ(  عششٌح ِشذثح عشش لأستع       , , 1.5,2 2.5,3 3.5,4x y z    حذٚد صٍغح فاْ ٌزا 

غشٌمرً تاعرعّاي عذدٌا   أعلاٖ اٌرىاًِ حغاب ٌثٍٕاْ (6) ,(5) ٚاٌعذٌٍٚٓ( 19) ٌٍصٍغح ِّاشٍح ذىْٛ اٌرىاًِ ٌٙزا اٌرصحٍح

( )AI MMS ( ),RO MMSًٌعٍى اٌرٛا. 

 

01 



( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

يهذيطفاء   

32m ( عٕذِا5اٌعذٚي ) ِٓ ٔغرٕرط -1  لاعذجعششٌح تاعرخذاَ  ِشاذة ٌغثع  اٌمٍّح صحٍححMMS ٚعٕذ ذطثٍك 

)غشٌمح )AI MMS ٚتـ ٌعشش ِشاذة عششٌح لٍّح صحٍحح عٍى حصٍٕا (
15

2
  

 ( .ظضئٍح فرشج

32m عٕذِا (6)ٚٔلاحظ ِٓ اٌعذٚي  -2  ماعذج اٌّزوٛسج ٚعٕذ اٌعششٌح تاعرخذاَ  ِشاذة ٌغثع اٌمٍّح صحٍحح

)غشٌمح             ذطثٍك       )RO MMS ِشذثح عشش لأستع إٌى ِمشتح)اٌرحٍٍٍٍح  ٌٍمٍّح ِطاتمح لٍّح عٍى حصٍٕا 

) ٚتـ (عششٌح
15

2
  

)ٌه فاْ  غشٌمح ٚتز ( .ظضئٍح فرشج )RO MMS عشعح الالرشاب.اٌذلح ٚ ً٘ الأفعً ِٓ حٍس 

 

  انًُاقشت 5.
   -اٌثحس الأذً : ٘زا ظذاٚي ٔرائط خلاي ذثٍٓ ِٓ          

 اٌٛعطى إٌمطح لاعذذً ِٓ اٌّشوثح تاٌماعذج اٌّغرّشج اٌّىاِلاخ راخ اٌصلاشٍح ٌٍرىاِلاخ  اٌرمشٌثٍح اٌمٍُ حغاب عٕذ -1

اٌرمغٍّاخ  ٌٍعذد ِغاٚي اٌذاخًٍ اٌثعذ اٌرمغٍّاخ عٍى عذد عٕذِا Xاٌثعذ عٍى ٚعّثغْٛ Y ٚZاٌثعذٌٓ عٍى

 صحٍحح لٍّا   ذعطً(  MMS) اٌماعذج ٘زٖ إْ اٌخاسظً اٌثعذ اٌرمغٍّاخ عٍى ٌٍعذد ِٚغاٚي الأٚعػ اٌثعذ عٍى

 أٌح اعرعّاي دْٚ ِٓ اٌعضئٍح اٌفرشاخ ِٓ عذد ٚتاعرعّاي ٌٍرىاِلاخ اٌحمٍمٍح اٌمٍُ ِع ِماسٔح( عششٌح ِشاذة ٌعذج)

64m عٕذِا عششٌح فً اٌرىاًِ الأٚي ٌصلاز ِشاذة صحٍحح لٍّح عٍى حصٍٕا حٍس غشٌمح ذععٍٍٍح عٍٍٙا   ٚ

32mعششٌرٍٓ فً اٌرىاًِ اٌصأً ٚعثع ِشاذة عششٌح فً اٌرىاًِ اٌصاٌس عٕذِا  ِشذثرٍٓ  . 

حصٍٕا عٍى لٍّح ٌٍرىاِلاخ اٌمٍُ اٌحمٍمٍح  إٌىٌرععًٍ الرشاب اٌمٍُ اٌرمشٌثٍح  آٌرىٓذععًٍ  غشٌمح اعرعّاي عٕذ -2

) تـ شٌحعش ِشاذة ٌصآِ صحٍحح
18

2
  

 تـ عششٌح ِشاذة ٌغثع عٍى لٍّح صحٍححٚ فً اٌرىاًِ الأٚي( ظضئٍح فرشج

(
15

2
  

) تـ عششٌح ِشاذة ٌعشش حصٍٕا عٍى لٍّح صحٍحح فً حٍٓ فً اٌرىاًِ اٌصأً,( ظضئٍح فرشج
15

2
  

( ظضئٍح فرشج

 فً اٌرىاًِ اٌصاٌس. 

 عشعحاٌذلح ٚ حٍس ِٓ أفعً ٔرائط حصٍٕا عٍى اٌّزوٛسج  اٌماعذج ِع سِٚثشن ذععًٍ غشٌمح اعرعّاي عٕذ -3

 اٌّزوٛسج . حفً اٌرىاِلاخ اٌصلاش  اٌحمٍمٍح ٌمٍّح ِطاتمح وأد آر لرشابلاا

) اٌطشٌمرٍٓ عٍى الاعرّاد ٌّىٓ ٚتزٌه ), ( )RO MMS AI MMS  ًاٌّىاِلاخ راخ  اٌصلاشٍح اٌرىاِلاخ حغاب ف 

)ٌىٓ غشٌمح  اٌّغرّشج )RO MMS أشثرد أفعٍٍرٙا عٍى غشٌمح( )AI MMS  لرشاب اٌمٍُ ِٓ حٍس اٌذلح ٚعشعح ا

 .اٌّغرخذَاٌمٍُ اٌرىاِلاخ اٌحمٍمٍح ٚاٌضِٓ إٌى  اٌرمشٌثٍح 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

m  قٍى قاعذةMMS k=2 k=4 k=6 k=8 k=10 

2 0.582450707820           

4 0.447425678128 0.402417334897         

8 0.419932710475 0.410768387924 0.411325124793       

16 0.413387368267 0.411205587531 0.411234734171 0.411233299400     

32 0.411770683294 0.411231788302 0.411233535020 0.411233515986 0.411233516836   

64 0.411367727537 0.411233408952 0.411233516995 0.411233516709 0.411233516712 0.411233516712 

( حساب انتكايم انثلاثً 2انجذول )  
2 2 2

0 0 0

cos 3 2 0.411233516712I x y z dxdydz

  

      باستخذاو طرٌقت RO MMS 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    m MMS قٍى قاعذة  AI(MMS) AI(MMS) 

2 0.582450707820     

4 0.447425678128     

8 0.419932710475 0.412903520706   

16 0.413387368267 0.411342195904   

32 0.411770683294 0.411240382609 0.411233280269 

64 0.411367727537 0.411233947005 0.411233512762 

حساب انتكايم انثلاثً ( 1)انجذول   
2 2 2

0 0 0

cos 3 2 0.411233516712I x y z dxdydz

  

     باستخذاو طرٌقت AI MMS 

m MMS قٍى قاعذة  AI(MMS) AI(MMS) 

2 4.970505562463     

4 5.046982203674     

8 5.066620381046 5.073405539977   

16 5.071563427106 5.073226134558   

32 5.072801299583 5.073214864087 5.073214108580 

64 5.073110899907 5.073214158802 5.073214111643 

انثلاثً انتكايم حساب( 3)انجذول

1 1 1

0 0 0

5.073214111772x y ze dxdydz      باستخذاو طرٌقت AI MMS 

m   قٍى قاعذةMMS k=2 k=4 k=6 k=8 

2 4.970505562463         

4 5.046982203674 5.072474417410       

8 5.066620381046 5.073166440170 5.073212575021     

16 5.071563427106 5.073211109126 5.073214087056 5.073214111057   

32 5.072801299583 5.073213923742 5.073214111384 5.073214111760 5.073214111772 

      

انثلاثً انتكايم حساب( 4) انجذول

1 1 1

0 0 0

5.073214111772x y ze dxdydz       باستخذاو طرٌقت RO MMS 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح
 

 طفاء يهذي

 

 

 

 

 

 

 

 

m  قٍى قاعذةMMS k=2 k=4 k=6 k=8 

2 0.01671705713723         

4 0.01672239312928 0.01672417179330       

8 0.01672395599688 0.01672447695274 0.01672449729671     

16 0.01672436195094 0.01672449726896 0.01672449862337 0.01672449864443   

32 0.01672446440787 0.01672449856018 0.01672449864626 0.01672449864663 0.01672449864664 

انثلاثً انتكايم حساب( 6)انجذول
4 3 2

3
3.5 2.5 1.5

0.01672449864664
(1 )

y
I dxdydz

xz
 


     باستخذاو طرٌقت RO MMS 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

m  قٍى قاعذةMMS AI(MMS) AI(MMS) 

2 0.01671705713723     

4 0.01672239312928     

8 0.01672395599688 0.01672460335297   

16 0.01672436195094 0.01672450439781   

32 0.01672446440787 0.01672449899604 0.01672449868445 

انثلاثً انتكايم حساب( 5)انجذول
4 3 2

3
3.5 2.5 1.5

 0.01672449864664
(1 )

y
I dxdydz

xz
 


    باستخذاو طرٌقت AI MMS 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح

 طفاء يهذي

 انًظادر 
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( 2) ( اٌعذد4) ِعٍح اٌمادعٍح ٌعٍَٛ اٌحاعٛب ٚاٌشٌاظٍاخ اٌّعٍذ  

 (2102) اٌغٕح
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Abstract 
       The main aim of this  paper is to evaluate the triple integrals with continuous integrands 

numerically by using two  method obtained  from two accelerations Aitken‘s and Romberg 

with the combination rule from( two rules Mid- point rule on  both two dimensions of 

exterior Z and middle dimension  Y and Simpson‘s rule on the interior dimension X, denoted 

by MMS) where the number of divisions on the exterior dimension is equal to the number of 

divisions on the middle dimension and equal to the number of divisions on the interior 

dimension where we have introduced theorem with proof to find this rule and the correction 

error bounds with respect  its and to improve the results we used two accelerations mentioned 

with rule MMS and we shall call these two methods AI(MMS) and RO(MMS) where we got 

high accuracy in the results by few subintervals relatively and short time .   
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