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باستخذاو قاعذة سًبسوٌ  راث انًكايلاث انًعتهت انًشتقت وانًعتهت  طريقت عذديت نحساب انتكايلاث انثُائيت

 عُذيا تكوٌ عذد انفتراث انجزئيت عهي انبعذيٍ غير يتساويت

        فاضم رؤى عزيز                           عهي حسٍ يحًذ     أ.

نهبُاث/جايعت انكوفتقسى انرياضياث /كهيت انتربيت   

 انًستخهص

اٌٙذف اٌشئ١غٟ ٌٍثذس ٘ٛ إشرماق لاعذج عذد٠ح ٌذغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّعرٍح اٌّشرمح ٚ اٌّعرٍح فٟ ادذٜ        

(  ٚ ا٠جاد دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙا)ص١غح اٌخطأ ( yاٌخاسجٟ ٚ  xاٌذاخٍٟ ) ٔٙا٠رٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاعذج عّثغْٛ عٍٝ اٌثعذ٠ٓ

اٌرٟ (  m) ِع ذذغ١ٓ إٌرائج تاعرخذاَ ذعج١ً سِٚثشن ِٓ خلاي دذٚد اٌرصذ١خ اٌرٟ ٔجذ٘ا عٕذِا ٠ىْٛ عذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح 

x ، (( n  )اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ عٍٝ اٌثعذ اٌذاخٍٟ (  n)  اٌفرشاخظعف عذد  y ً عٍٝ اٌثعذ اٌخاسجٟذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاِ

 ( ،m ) تاٌرذذ٠ذ ( اعذاد صذ١ذح صٚج١ح ،  (2عٕذِاh1=2h د١س ) h1   عٍٝ اٌّذٛس ذعٕٟ اٌّغافح ت١ٓ الادذاش١اخ x ٚh2    ٟٕذع

 .  y اٌّغافح ت١ٓ الادذاش١اخ عٍٝ اٌّذٛس

sim ))تاٌشِض ( yٚاٌخاسجٟ   xخٍٟاٌٍماعذج عّثغْٛ عٍٝ اٌثعذ٠ٓ ) اٌذٚعٛف ٔشِض 
2
ٍماعذج ِع ذعج١ً سِٚثشن عٕشِض ٌٚ  

Rsim ) ) تاٌشِض 
2

 ٠ّٚىٓ الاعرّاد عٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ دغاب ِصً ذٍه اٌرىاِلاخ د١س أعطد دلح عا١ٌح فٟ إٌرائج تفرشاخ ل١ٍٍح 

 .ٔغث١اً 

 1- انًقذيت:-

اْ ا١ّ٘ح ِٛظٛع اٌرذ١ًٍ اٌعذدٞ ذىّٓ فٟ اترىاس غشائك ذغاُ٘ فٟ  ا٠جاد دٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً فٟ اٌش٠اظ١اخ ِٕٚٙا           

اٌرىاِلاخ اٌرٟ ذشىً جضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع ار اْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظذح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌع١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا 

 Oneح فٟ ا٠جاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ ) عٕذ ِذاٌٚح ا٠جاد ل١ُ ذىاًِ ادادٞ إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ ، ذىّٓ اٌّشىٍ

Dimensional Integral  ٓفٟ عٍٛن اٌّىاًِ ، أٞ ف١ّا إرا واْ اٌّىاًِ ِرزتزتا أٚ ِغرّشا أٚ ِعرلا فعلا عٓ وْٛ فرشج  ِع١ )

ـٍٛاٌرىاًِ )فرشج ِغٍمح أٚ فرشج ِفرٛدح(  ِّ ٚفـٛوـظ  7661[ عاَ  2ا فٟ اٌرىاِلاخ الاداد٠ح فـٛوـظ ] ِٚٓ اٌـثادص١ٓ اٌـز٠ـٓ عَـ

ل١ّح اٌرىاًِ اٌصٕائٟ فأٙا ذشىً ِغأٌح اوصش ذعم١ذاً ِٓ ِشىٍح ا٠جاد ل١ّح ا٠جاد اْ ع١ٍّح  [ 6ٚشأىظ ]  7611[ عاَ  ١٘ٚ3ض ] 

ذشىً صعٛتاخ وث١شج ٚوزٌه فإٔا عٛف  اٌرىاًِ ٕ٘ا ٠عرّذ عٍٝ ِرغ١ش٠ٓ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح ٌٍّىاًِاٌرىاِلاخ الاداد٠ح وْٛ  

( ١ٌٚظ ِع فرشاخ اٌرىاًِ وّا فٟ داي اٌرىاًِ الاداد٠ح ، ٌٙزا فاْ   surfacesاٚ عطٛح )( Region ) ٔرعاًِ ِع ِٕاغك اٌرىاًِ 

ح ٌٙزٖ اٌرىاِلاخ ا٠جاد ل١ُ اٌرىاِلاخ ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ ٌثعط اٌذالاخ ٚع١ٍٗ اصثذد اٌذاجح ٍِذح لا٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١

عضَٚ اٌّشوض٠ح اٌزاذ١ح ٌٍغطٛح اٌّغر٠ٛح اٌٚذىّٓ ا١ّ٘ح اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح فٟ ا٠جاد ِغادح اٌغطٛح ٚا٠جاد اٌّشاوض اٌّرٛعطح  ٚ

ِّا دعا وص١ش ِٓ اٌثادص١ٓ اٌٝ اٌعًّ فٟ ِجاي  اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح  [ 8 ]فشأه ا٠ضس  ٚا٠جاد اٌذجُ اٌٛالع ذذد عطخ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ

ِٚٓ اٌثادص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء عٍٝ دغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّعرٍح ٌىُٕٙ وأٛا ٠ٍّْٙٛ الاعرلاي داف١١ض 

 [ 11 ]، ٔاصش 2177عاَ [10]ِٛعٝ   ،  2171عاَ [ 9 ]، عىاس 2116عاَ [ 7 ]ٚظ١اء  7615عاَ [  4 ] ٚسات١ٕٛذض 

2177   .  

 ) عٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ اعرعّاي لاعذج عّثغْٛ عٍٝ اٌثعذ٠ٓ [ 6 ] ،[ 2 ]  ٚفٟ تذصٕا ٘زا عٛف ٔطثك غش٠مح ذعج١ً سِٚثشن 

اٌجضئ١ح اٌرٟ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ اٌخاسجٟ ظعف ٌعذد اٌفرشاخ  ( عٕذِا ذىْٛ عذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ yٚاٌخاسجٟ  xاٌذاخٍٟ

٠رجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ اٌذاخٍٟ ٚتاٌرذذ٠ذ عٕذِا
1 2

2h h. 
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 راث انًكايلاث انًعتهت انًشتقت وانًعتهت  باستخذاو قاعذة سًبسوٌ  حساب انتكايلاث انثُائيت -2

 Evaluate double integrals its integrands have singular derivatives and singular by use 

Simpson's rule 

 -ِعشف وا٢ذٟ : I ٔفشض إْ اٌرىاًِ    

 ,
d b

c a

I f x y dxdy                                                                                                                   …(1) 

 ف١ّىٓ وراترٗ تاٌص١غح :

     2

2
1 2 1 2, , ,

d b

sim
c a

I f x y dxdy sim h h E h h                                                                …(2)  

)ٚاٌزٞ ف١ٗ اٌذاٌح  , )f x y  ًِِعشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا    , ,a b c d ْد١س إ 2

1 2
,sim h h  ذّصً ل١ّح

ٚاْ (yٚاٌخاسجٟ xاٌذاخٍٟ ) عٍٝ ولا اٌثعذ٠ٓ 2simذمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ تاعرخذاَ اٌماعذج  2 1 2
,

sim
E h h  عٍغٍح دذٚد ٟ٘

اٌّّىٓ إظافرٙا إٌٝ ل١ُ اٌرصذ١خ 2

1 2
,sim h h   ٌٕرّىٓ ِٓ اعرخذاَ ذعج١ً سِٚثشن. 

]عٛف ٔمغُ فرشج اٌرىاًِ عٍٝ اٌثعذ اٌذاخٍٟ , ]a b ٌعذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح( )n ٟٚٔمغُ فرشج اٌرىاًِ عٍٝ اٌثعذ اٌخاسج[ , ]c d 

)ٌعذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  )m ( ،( )n،( )m  1اعذاد صذ١ذح صٚج١ح ( ، د١س

b a
h

n


،2

d c
h

m


داٌح   ،) ٚعٕأخز

2mخاصح ف١ٙا عٕذِا  n ) 1ٚتاٌرذذ٠ذ عٕذِا 22h h ٚ ْاٌص١غح اٌعاِح ٌٍماعذجا 2

1 2
,sim h h     ٟ٘ 

 
( /2) 1 /2

2 1 2
1 2 0 0 2 0 2 1 0 0

1 1

( , ) ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
9

n n

i i n

i i

h
h h f x y f x y f x y f x y

h
sim





 


  


  

 
( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1/2

0 2 2 2 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1

2 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
m m n m mn

j i j i j n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y
    



     

        
                             

 
( /2) 1/2 /2 /2 /2 /2

0 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

4 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
nm m m n m

j i j i i n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y


    

     

                                 

  
( /2) 1 /2

0 2 2 1

1 1

( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
n n

m i m i m n m

i i

f x y f x y f x y f x y




 


    


                   

…(3)          

-د١س أْ :
 1  ix a ih 

    
،

    
 0,1,2, ,  i n،2 jy c jh 

 
،

 
0,1,2, ,  j m

 

 [1] ت١شدْ ٚفشط

 ٚدذٚد اٌرصذ١خ ٟ٘ 

                                 …( 4 )  

1د١س  2 3 4, , , ,...A A A A  ٍٝ1شٛاتد ذعرّذ عٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح فمػ  ٚلا ذعرّذ ع
h ٚ2

h. 

1عٕذِا ٚ 22h h   شىً  اٌفاْ دذٚد اٌرصذ١خ ذصثخ ت 

 2

2 4 4 6 6

1 2 1 1 2 2 3 1 4 2,
sim

E I sim h h A h A h A h A h      
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                                                          …( 5 ) 

1د١س  2
, ,...B B  ٍٝ1شٛاتد ذعرّذ عٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح فمػ  ٚلا ذعرّذ ع

h.  

 انًشتقت انتكايلاث انثُائيت نًكايلاث يعتهت -اولاً:

ٌٕفشض الاْ اْ       ,f x y  ًِِعشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا   , ,a b c d  ١ٌٚظ ٌٙا  اعرلاي ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌجضئ١ح

تاٌذالاخ اعلاٖ  فٟ ٔمطح ٚادذج أٚ أوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ ٚعٕٕالش و١ف١ح دغاب ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ  Undefinedغ١ش ِعشفح 

  -:الاذ١ح

 اٌذاٌح الاٌٚٝ

ٌرىٓ اٌذاٌح    -:  )1 يبرهُت ) ,f x y  ًِِغرّشج  فٟ وً ٔمطح ِٓ  ٔماغ  ِٕطمح اٌرىا    , ,a b c d ٚ ٌٜىٓ عٍٝ الالً ادذ

عٕذ إٌمطح  اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  ٌٙا غ١ش ِعشفح ,a c  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI ِٓ ح   اٌماعذج الاذ١ ٠ّىٓ دغاتٙا 

                                       

            

          2

2

1 2 1 2, , , ;

d b

sim

c a

I f x y dxdy sim h h E h h      

     2

5 4 5 4 7 6 7 6 6 2 5 2 6 5

1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 2 6 1 2, x y x y x y x ysim
E h h a h h D a h h D a h h D a h h D a h h D D a h h D D        

         5 3 4 2 3 5 2 4 8 7 8 7 4 4

7 1 2 8 1 2 9 1 2 10 1 2 1 1 1 1 2 2... ... ,x y x y x ya h h D D a h h D D a h h D a h h D f x y A h A h         

6 6

3 1 4 2 ...A h A h        

,1د١س  2,3,..., ,
l l

l A a  0,1,2  ,1 ٚ  فمػشٛاتد ذعرّذ عٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح, ,  , ii n x a ih  

2
0,1,2, ,  , 

j
j m y c jh   ْد١س ا 2

1 2
,sim h h  (3ٌٍص١غح )ِّاشٍح 

 ِعشف  تاٌص١غح  Iاٌرىاًِ اٌصٕائٟ   -انبرهاٌ:

       2

0 0

2

1 2 1 2, , , ,
m ny xd b

sim

c a y x

I f x y dxdy f x y dxdy sim h h E h h        

 ح٠ّىٓ وراترٗ تاٌص١غ

       
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 2 2 0

( /2) 1 ( /2) 1

1 1

, , , ,
m n k l

k l

y x y x y x y xn m

k ly x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
  

 

               

          
2 2

1 2 3 4, , ,
m ny x

y x

f x y dxdy I I I I                                                                                          …( 6)  

 [9] عىاس

ّْ اٌرىاِلاخ اٌصأٟ ٚاٌصاٌس ٚاٌشاتع  2ٔلادظ ٕ٘ا أ 3 4( , , )I I I  ًِف١ٙا داٌح اٌرىا ,f x y  ِغرّشج ٚغ١ش ِعرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح

ا اٌرىاًِ الاٚي( 4،)  ( 3 ) ر١ِٓٓ خلاي اٌص١غ٘زٖ اٌرىاِلاخ  ٌزا ٠ّىٓ دغاب ل١ُفٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا  ِّ ، أ

1( )I ٗداٌح اٌرىاًِ  ف١ ,f x y  ِغرّشج ٌىٕٙا ِعرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح   0 2 0 2
, ,x x y y  ٟذذذ٠ذاً ف

إٌمطح  0 0
,x y ٓٚ٘زا ٠عٕٟ أْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي راخ اٌّرغ١ش٠ Taylor's series for a functions of two variables 

 2

2 4 6

1 2 1 1 2 1,
sim

E I sim h h B h B h    
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، ِٛجٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ِاعذا إٌمطح  0 0
,x y ٞاٌذاٌح  ، ٌزا عٕغرخذَ ٘زٖ اٌّرغٍغٍح فٟ ٔشش]  5[ عغرش

 ,f x y  دٛي إٌمطح 2 2
,x y ًٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغ . 

تإٌغـثح ٌٍرىاِـً الأٚي فـٟ إٌّطـمح اٌجضئ١ـح     0 2 0 2
, ,x x y y ٌٍذاٌح  ٌٕشش ٔغرعّـً ِرغٍغـٍح ذا٠ٍش ,f x y  دٛي إٌمطح

 2 2
,x y : ٍٝفٕذصً ع- 

  
2 2

2 22 2
2 2 2 2

( ) ( )
( , ) 1 ( ) ( ) ( )( )

2! 2!
x y x x y y

x x y y
f x y x x D y y D D x x y y D D D

  
         


    

                    

23 2 3
3 2 2 32 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3! 2! 2! 3!
x x y x y y

x x x x y y x x y y y y
D D D D D D

     
       

34 3 2 2
4 3 2 2 32 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

4! 3! 2! 2! 3!
x x y x y x y

x x x x y y x x y y x x y y
D D D D D D D

      
  


 

                

4 5 5
4 5 52 2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( , )

4! 5! 5!
y x y

y y x x y y
D D D f x y

  
    


                     …( 7 ) 

عٍىىىٝ فىىىشض إْ ج١ّىىىع اٌّشىىىرماخ اٌجضئ١ىىىح ٌىىىـ  ,f x y  ِٛجىىىٛدج عٕىىىذ إٌمطىىىح 2 2
,x y  ٚتأخىىىز اٌرىاِىىىً اٌصٕىىىائٟ ٌٍصىىى١غح

أعلاٖ فٟ إٌّطمح  فٟ   0 2 0 2
, ,x x y y : ٍٝٔذصً ع- 

  
2 2

0 0

2 2 2 2 2 2 3 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

16 16
, 4 4 4 4

3! 3!

y x

x y x x y y

y x

f x y dxdy h h h h D h h D h h D h h D D h h D      

4 3 3 2 2 2 3 2 4 3 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

32 8 8 32 64

4! 3 3 4! 5!
x x y x y y xh h D h h D D h h D D h h D h h D                                           

    3 3 2 2 4 2 3 2 4 3 5 4 6 5

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

64 64 64 64 128

36 48 48 5! 6!
x y x y x y y xh h D D h h D D h h D D h h D h h D                                 

     6 5

1 2 2 2

128
,

6!
y fh h D x y                                                            …( 8 )    

                                   

   
 ( ٔذصً عٍٝ الاذٟ 1ِٚٓ ) 

i)    2 2 2 2 3 3 2 2

0 0 1 2 1 2 1 2 1 1 2

8
, 1 2 2 2 2 4 4

3!
x y x y x y x x yf x y h D h D h D h D h h D D h D h h D D           

                     2 2 3 3 4 4 2 2 2 2 3 3

1 2 2 1 1 2 1 2

8 16 16
4 4

3! 4! 3!
x y y x x y x yh h D D h D h D h h D D h h D D              

                        3 3 4 4 5 5 5 5

1 2 2 21 2 2

16 16 32 32

3! 4! 5
 

! !
  ,

5
x y y x yh h D D h D h D f x yh D                 …( 9 ) 

ii)
 

   2 2 2 2 3 3

0 0 1 2 1 1 2 2 1

1 1
, 1 2 2 2

2! 3!
x y x x y y xf x h y h D h D h D h h D D h D h D          

           2 2 2 2 3 3 4 4 3 3

1 2 1 2 2 1 1 2

8 1 2
2

3! 4! 3!
x y x y y x x yh h D D h h D D h D h D h h D D                                

   2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 5 5

1 2 1 2 2 1 2 2 2,
8 16 1 32

3! 4! 5! 5!
x y x y y x yh h D D h h D D h D h D h fD x y          …(10)                             
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…(11)           iii)
 

     2 2 3 3 4 4 5 5

2 0 2 2 2 22 2 2

8 16 32
, 1 2 2

3! 4! 5!
,  y y y y yf x y h D h D h D h fD h x yD       

iv)
 

   2 2 2 2 3 3

0 0 2 1 2 1 2 1 2 1

1 8
, 1 2 2 2

2! 3!
x y x y x y xf x y h h D h D h D h D h h D D h D            

                  

               
             2 2 2 2 3 3 4 4 3 3

1 2 1 2 2 1 1 2

1 16 8
2

3! 4! 3!
x y x y y x x yh h D D h h D D h D h D h h D D          

  
4 5

2 2 2 2 3 3 4 5 5 52 2
22 21 1 2 1

2 32

3! 4! 5! 5!
,x y x y y x y

h h
h h D D h h D D D h D D f x y                …(12)                           

v)     2 2 2 2 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 10 0

1 1

2! 3!

1
, 1

2!
x y x y xx y D h D h h D D h Df x h y h h D h D h             

                                       2 2 2 2 3 3 4 4 3 3

1 2 1 2 2 1 1 2

1 1 1 1 1

2! 2! 3! 4! 3!
x y x y y x x yh h D D h h D D h D h D h h D D      

2 2 2 2 3 3 4 4 5 5 5 5

1 2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1

4 3! 4! 5! 5!
x y x y y x yh h D D h h D D h D h D h D                                         

 2 2( , )f x y                                                                                       …(13)                                      

           …(14)vi)
 

     
4 5

2 4 52 2
22 22

2 3
32 2

2 0
4

,
! 5!

, 1
2! 3!

y y yy y

h h
f xD D D yD

h h
f x y h h D       

 
 

               …(15)vii)
 

     32 2 3 4 4 5 5

0 2 1 1 1 1 1 2 2

8 16 32
, 1 2 2 ...

3! 4! !
,

4
xx x x xf x y h D h D h D h fD yh D x      

viii)    2 2

4 5
2 4 51 1

1 1
3

2 3
1 1

0 2
,

4! 5!
, 1

2! 3!x x xxx f x y
h h

D D D D
h h

f x h y h D                   …(16) 

 -ٔذصً عٍٝ :  ( 16 )، ( 15 ) ،( 14 ) ،( 13 ) ، ( 12 ) ،  ( 11 )، ( 10) ،( 9 ) ، ( 8 ) ِٓ اٌص١غ

   
2 2

0 0

1 2
1 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2, ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , )

9

y x

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y h            

   5 4

2 0 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 2 1 2

1
( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , ))

45
xf x y h f x h y f x h y f x h y h h h D           

      5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

1

45
,y x y x y x yh h D h h D h h D h h D yD D fh h D x                   …(17)           

2  ٚتّا أْ   2 1 1( , ) ( , )f x y Ef x y(
1 2( , ) ( , )Ef x y f x h y h  ) ٚ 1 2x yh D h D

E e


 : ْفا 

            
2 2

0 0

1 2
1 0 0 0 2 2 0 2 2 0 0 2, , , , , 4 ,

9

y x

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y h       

            5 4

2 0 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 2 1 2

1
, , , 4 ,

45
xf x y h f x h y f x h y f x h y h h h D            

        5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

1
,

45
y x y x y x yh h D h h D h h D h h D D h h D D Ef x y                  …(18) 
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2 2

0 0

1 2
1 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2, , , , , 4 ,

9

y x

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y f x y h        

 

               5 4

2 0 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 2 1 1 2, , , 4 , xf x y h f x h y f x h y f x h y h a h h D          

 4 4 7 6 7 6

2 1 2 3 1 2 4 1 2

6 2 5 2 6 5 5 3 4 2

5 1 2 6 1 2 7 1 2y x y x y x y x ya h h D a h h D a h h D a h h D D a h h D D a h h D D     

      3 5 2 4 8 7 8 7

8 1 2 9 1 2 10 1 2 1 1... ... ,x y x ya h h D D a h h D a h h D f x y                                 …(19)          

         
2 2 2

0 2

( /2) 1 ( /2) 1

1 2
2 2 0 2 2 2 2 0 2 2 2

1 1

, , , , ,
9

k

k

y xn n

k k k k

k ky x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

 

 

 

    
  

               2 0 2 2 2 0 2 2 1 0 2 1 2 2 1 0 24 , , , , 4 ,k k k k kf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h
          


  

      
4 4 6 6

1 1 2 2 3 1 4 2e h e h e h e h                                                                                                  …(20)

         
2 2 2

2 0

( /2) 1 ( /2) 1

1 2
3 0 22 2 2 2 2 2 2 2

1 1

, , , ,
9

,
l

l

y xm m

l l l

l ly x

h h
I f x y dxdy f x y f x yf f xx y y

 

 

 

    
       

              0 2 2 2 2 2 0 1 2 0 1 2 2 0 1 2 24 , , , , 4 ,l l l l lf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h
          

 

    4 4 6 6

1 1 2 2 3 1 4 2g h g h g h g h                                                                                                         …(21)   

2 2 2 2

2 2 2 2

( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1( /2) 1
1 2

4 2 2 2 2 2
1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
9

m n l k

l k

y xy x m n m n

k l k l
l k l ky x y x

h h
I f x y dxdy f x y dxdy f x y f x y

    


   




         

           2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2, , 4( , , ,k l k l k l k l k lf x y f x y f x h y f x h y f x y h             

         4 4 6 6

2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 3 1 4 2, 4 ,k l k lf x y h f x h y h j h j h j h j h 
        


              …(22)                                                                     

, د١س , ii ie g j ٌٍذاٌح اٌجضئ١ح اٌّشرماخ عٍٝ ذعرّذ شٛاتد  ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i    

 -:ٔذصً عٍٝ  (22) ،  ( 21 )، (20) ، (19) ٚتجّع اٌص١غ 

        
0 0

2 4 4 7 6 7 6

1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2

5 4

1 1 2, ,
m ny x

y x y

y x

xI f x y dxdy sim h h a h h D a h h D a h h Da h h D         

             6 2 5 2 6 5 5 3 4 2 3 5 2 4 8 7

5 1 2 6 1 2 7 1 2 8 1 2 9 1 2x y x y x y x y xa h h D D a h h D D a h h D D a h h D D a h h D      

                 8 7 4 4 6 6

10 1 2 1 1 1 1 2 2 3 1 4 2... , ...ya h h D f x y A h A h A h A h                                      …(23) 

1ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ ٚفٟ داٌح خاصح عٕذِا 22h h  ٍٝٔذصً ع 

       
0 0

2 6 4 4 8 6 6 5 5

1 2 1 1 2 1 3 4 5 6, ,
m ny x

x y x y x y x y

y x

I f x y dxdy sim h h h b D b D h b D b D b D D b D D         

          4 2 2 4 9 7 7 4 6

7 8 1 9 10 1 1 1 1 2 1... , ...x y x y x yb D D b D D h b D b D f x y B h B h                  …(24) 
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, د١س ,,i i i ia bA B ٌٍذاٌح اٌجضئ١ح اٌّشرماخ عٍٝ ذعرّذ شٛاتد  ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i  . 

 

 

  

 -اٌذاٌح اٌصا١ٔح :

ٌرىٓ اٌذاٌح   -:) 2)يبرهُت  ,f x y  ًِِغرّشج  فٟ وً ٔمطح ِٓ  ٔماغ  ِٕطمح اٌرىا    , ,a b c d ٚ ٌٜىٓ عٍٝ الالً ادذ

عٕذ إٌمطح  اٌّشرماخ اٌجضئ١ح  ٌٙا غ١ش ِعشفح ,b d  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI ِٓ ح   اٌماعذج الاذ١ ٠ّىٓ دغاتٙا 

     2

2

1 2 1 2, , , ;

d b

sim

c a

I f x y dxdy sim h h E h h    

     2

5 4 5 4 7 6 7 6 6 2 5 2 6 5

1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 2 6 1 2, x y x y x y x ysim
E h h c h h D c h h D c h h D c h h D c h h D D c h h D D     

     5 3 4 2 3 5 2 4 8 7 8 7 4 4

7 1 2 8 1 2 9 1 2 10 1 2 1 1 1 1 2 2... ... ,x y x y x y n mc h h D D c h h D D c h h D c h h D f x y C h C h        

6 6

3 1 4 2 ...C h C h   

,1د١س  2,3,..., ,
l l

l C c  0,1,2  ,1ٚ فمػشٛاتد ذعرّذ عٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح, ,  , ii n x a ih  

20,1,2, ,  , jj m y c jh  
 

د١س اْ  2

1 2
,sim h h   ( 3ِّاشٍح ٌٍص١غح )

  

 ِعشف  تاٌص١غح : I اٌرىاًِ اٌصٕائٟ -انبرهاٌ :

       2

0 0

2

1 2 1 2
, , , ,

m ny xd b

sim

c a y x

I f x y dxdy f x y dxdy sim h h E h h        

 ٠ّىٓ وراترٗ تاٌص١غح

       
2 2 2 22 2

0 0 0 0 2 2 2 2

( / 2) 2 ( / 2) 2

0 0

, , , ,

m n lm n m k n

n k l n

y x yy x y x xn m

k ly x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy

  

 

 

 

           

             
2 2

5 6 7 8,
m n

m n

y x

y x

f x y dxdy I I I I

 

                                                                             …(25) 

 [ 9 ] عىاس

 

ّْ اٌرىاِلاخ اٌ             5 غاتعٚاٌ غادطٚاٌ خاِظٔلادظ ٕ٘ا أ 6 7( , , )I I I  ًِف١ٙا داٌح اٌرىا ,f x y  ِغرّشج ٚغ١ش ِعرٍح

، اِا   (4) ،(3)  ر١ِٓٓ خلاي اٌص١غ٘زٖ اٌرىاِلاخ  ل١ٌُزا ٠ّىٓ دغاب اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕاغك ذىاِلاذٙا 

)8 صآِاٌرىاًِ اٌ )I ٗداٌح اٌرىاًِ  ف١ ,f x y  ِغرّشج ٌىٕٙا ِعرٍح اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح

   2 2
, ,

n n m m
x x y y

 
  ذذذ٠ذاً فٟ إٌمطح ,

n m
x y ٓٚ٘زا ٠عٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي راخ اٌّرغ١ش٠ Taylor's series 

for a functions of two variables  ِٛجٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ِاعذا إٌمطح ، ,
n m

x y  ٞ5[ عغرش [  ،

اٌذاٌح  ٌزا عٕغرخذَ ٘زٖ اٌّرغٍغٍح فٟ ٔشش ,f x y  دٛي إٌمطح 2 2,n mx y   ًٚعٕذغة ل١ُ ٘زٖ اٌرىاِلاخ تشىً ِرغٍغ : 
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2 2 2 2 2 2

0 0 2 2

( /2) 2 ( /2) 2 ( /2) 2 ( /2) 2
1 2

5 2 2 2 2 2
0 0 0 0

, , , ,
9

m n l k

l k

y xy x m n m n

k l k l
l k l ky x y x

x y x y
h h

I f dxdy f dxdy f x y f x y
      


   




              

         1 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , 4( , , ,k l k l k l k l k lf x y f x y f x h y f x h y f x y h           

     4 4 6 6
2 1 2 1 1 2 2 3 1 4 22 2 2 2 2 2, 4 ,k l k lf x y h f x h y h p h p h p h p h 




                  …(26)                                                                                     

         1 2

2 2

2 2

6

( /2) 2 ( /2) 2

2 22 2 2 2 2 2
0 0

, , , , ,
9

m k

m k

xy n n

m mm mk k k k
k ky x

I
h h

f x y dxdy f x y f x y f x y f x y




 

  
 




     

          2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 1 24 , , , , 4 ,k m k m k m k m k mf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h 
          


    

4 4 6 6

1 1 2 1 3 1 4 2q h q h q h q h                                                                                                     …(27) 

         
2 2

2 2

( /2) 2 ( /2) 2

1 2
7 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

, , , , ,
9

l n

l n

y xm m

n l n l n l n l

l ly x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y





 

   

 

    
  

             2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 24 , , , , 4 ,n l n l n l n l n lf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h 
          


 

4 4 6 6

1 1 2 2 3 1 4 2r h r h r h r h                                                                                                …(28) 

, د١س ,i i ip q r ٌٍذاٌح اٌجضئ١ح اٌّشرماخ عٍٝ ذعرّذ شٛاتد  ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i        

فٟ إٌّطمح اٌجضئ١ح  صآِتإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌ   2 2
, ,

n n m m
x x y y

 
  ٔغرعًّ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ,f x y  دٛي إٌمطح

 2 2
,

n m
x y

    تٕفظ اٌطش٠مح اٌّرثعح تإٌشش اٌذاٌح ,f x y  دٛي إٌمطح 0 0
,x y فٕذصً عٍٝ   ( 1 )فٟ اٌّثشٕ٘ح  

          
2 2

1 2
8 2 2 2 2, , , , ,

9

m n

m n

y x

n m n m n m n m

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

 

         

          2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 24 , , , , 4 ,n l n l n l n l n lf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h 
          


    5 4 5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

45 45
x y x y x y x yh h D h h D h h D h h D h h D D h h D D          

 2 2( , )n mf x y                                                                                                             …(29) 

1ٚتّا أْ  

2 2 1 1
( , ) ( , )

n m n m
f x y E f x y



   
 ،  (

1

1 2
( , ) ( , )E f x y f x h y h


    ) : ْفا 

          
2 2

1 2
8 2 2 2 2, , , , ,

9

m n

m n

y x

n m n m n m n m

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

 

         

          2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 24 , , , , 4 ,n l n l n l n l n lf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h 
          


      

     5 4 5 4 6 5 6 5 5 2 4 2 5 4 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

1 1
( , )

45 45
x y x y x y x y n mh h D h h D h h D h h D h h D D h h D D E f x y

        

                                                                                                                                               …(30) 
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2 2

1 2
8 2 2 2 2, , , , ,

9

m n

m n

y x

n m n m n m n m

y x

h h
I f x y dxdy f x y f x y f x y f x y

 

          

          2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 24 , , , , 4 ,n l n l n l n l n lf x y h f x y h f x h y f x h y f x h y h 
          


    

 5 4 7 6 7 6 6 2 5 2 6 5 5 3 4 2

2 1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 2 6 1 2 7 1 2y x y x y x y x yc h h D c h h D c h h D c h h D D c h h D D c h h D D       

              3 5 2 4 8 7 8 7

8 1 2 9 1 2 10 1 2 1 1... ... ,x y x y n mc h h D D c h h D c h h D f x y                                         …(31) 

                                                               -ٔذصً عٍٝ : ( 27 ) , ( 28 ) , ( 31 )   ( 26 ) ,ٚتجّع اٌص١غ

       
0 0

2 5 4 5 4 7 6 7 6

1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2, ,
m ny x

x y x y

y x

I f x y dxdy sim h h c h h D c h h D c h h D c h h D       

   
 6 2 5 2 6 5 5 3 4 2 3 5 2 4 8 7

5 1 2 6 1 2 7 1 2 8 1 2 9 1 2x y x y x y x y xc h h D D c h h D D c h h D D c h h D D c h h D      

           8 7 4 4 6 6

10 1 2 1 1 1 1 2 2 3 1 4 2... , ...yc h h D f x y C h C h C h C h                                         …(32)   

1فٟ داٌح خاصح  عٕذِا  ٚ ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ    22h h  ٍٝٔذصً ع 

       
0 0

2 6 4 4 8 6 6 5

1 2 1 1 2 1 3 4 5, ,
m ny x

x y x y x y

y x

I f x y dxdy sim h h h d D d D h d D d D d D D          
   

     5 4 2 2 4 9 7 7 4 6

6 7 8 1 9 10 1 1 1 1 2 1... , ...x y x y x y x y n md D D d D D d D D h d D d D f x y G h G h                

…(33) 

, د١س     , ,
i i i i

C G c d ٌٍذاٌح اٌجضئ١ح اٌّشرماخ عٍٝ ذعرّذ شٛاتد  ,f x y 1,2 ٚ  فمػ,i  .  

 : انتكايلاث انثُائيت نًكايلاث يعتهت ثاَياً 

                                       ٌٕفشض اْ ٌذ٠ٕا اٌرىاًِ الاذٟ                                                  ,

d b

c a

J f x y dxdy    

)ولتكن الدالة      , )f x y  إٌمطح عذا اٌرىاًِ ِٕطمح ٔماغ ِٓ ٔمطح وً فٟمستمرة وقابلة للاشتقاق  0 0
,x y  ٟلا اٌذاٌح ٘زٖ ٚف 

 اٌثعذ٠ٓ ولا عٍٝ عّثغْٛ لاعذج ذطث١ك  ٠ّىٓ
2( )sim إٌمطح فٟ اٌّىاًِ ل١ّح ذغرعًّ لأٔٙا  0 0

,x y ٠ىْٛ ٚتزٌه ِٓ 

 اٌماعذج تاعرخذاَ اٌرىاًِ ل١ّح عٍٝ ٌٍٚذصٛي ( 7 ) اٌّثشٕ٘ح اعرعّاي غ١شاٌّّىٓ
2( )sim  ل١ّح تإّ٘اي ٔمَٛ عٛف  0 0

,f x y 

ِٚٓ شُ  خـلاٌٙا ِـٓ اٌخطـأ ص١غ ٚدغاب  ( 1 )اٌّثشٕ٘ح اعرعّاي ٠ّىٓ ٚتزٌه  [ 4 ]ٚسات١ٕٛذض داف١١ض الرشاح دغة،  اٌماعذج ِٓ

)اٌذاٌح  وأد إرا اٌذـاي ٚوـزٌه، ٔطثك ذعج١ً سِٚثشن ٌرذغ١ٓ إٌرائج , )f x y فٟ إٌمطح ِعـشفح غـ١ش ,
n m

x y. 

 -الايثهت: -3
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  1:- ِصاي
1 1

0 0
2

x y
I dxdy


  عٕذ ١حاٌرىاًِ  راخ ِىاًِ ِعرً اٌّشرماخ اٌجضئ   , 0,0x y   ٞٚٔٛع الاعرلاي جزس

ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ  ٚ ِمشتح لاستع عشش ِشذثح عشش٠ح  ( 1.66654315113364) ٚل١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٙزا اٌرىاًِ ٟ٘

2ٟ٘( 24تاعرخذاَ اٌص١غح )
1

5/2 4 6

1 1 1 2 1sim
E a h A h A h      11,2,3د١س,... , ,ii A a    ٍٝشٛاتد ، دصٍٕا ع

لاعذج( عٕذ ذطث١ك 7إٌرائج اٌّذٚٔح فٟ اٌجذٚي )
2

sim ٌ ٍٝ64ِشاذة عشش٠ح صذ١ذح عٕذِا  غرحدصٍٕا عn   ٚ128m   ٚ

 عّثغْٛ  غش٠مح ذعج١ً سِٚثشن ِع اٌماعذجترطث١ك 
2

Rsim ٍٝتـ ) ِطاتمح ٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ل١ّح دصٍٕا ع
عٍّاً ، جضئ١ح(فرشج132

 .( شا١ٔح 1.635354) اْ اٌٛلد اٌزٞ  اعرغشلٗ اٌثشٔاِج  ٌذغاب اٌرىاًِ واْ 

 -:2ِصاي 
1 1

1

0.5 0.5

sin ( )
2

x y
I dxdy

 
   اٌرىاًِ ٕ٘ا راخ ِىاًِ ِغرّش فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ٌىٓ ِعرً اٌّشرماخ اٌجضئ١ح فٟ إٌمطىح

   , 1,1x y  دىذٚد اٌرصىذ١خ  حصى١غ ٚعشىشج ِشذثىح عشىش٠ح  لأستىعِمشتىح  (1.27616776663664) ٟ٘ ٚل١ّرٗ اٌرذ١ٍ١ٍح

2 ( ٘ىىىىىىىىىىىىىىىىٟ 33) اٌصىىىىىىىىىىىىىىىى١غح دغىىىىىىىىىىىىىىىىة

2.5 3.5 4 4.5 5.5 6

1 1 2 1 1 3 1 4 1 2sim
E h h B h h h B h         ,  د١ىىىىىىىىىىىىىىىىس

1,2,3, , ,i ii B  عٕذ ذطث١ك اٌماعذج(  2ِٓ اٌجذٚي )  شٛاتد ، ٔلادظ
2

sim  ٍِٝشاذة عشش٠ح صذ١ذح  ٌصّاْدصٍٕا ع

256nعٕذِا   ٚ512m   عّثغىْٛ  غش٠مىح ذعج١ىً سِٚثىشن ِىع اٌماعىذجٚ ترطث١ك 
2

Rsim  ٝل١ّىح ِطاتمىح ٌٍم١ّىح دصىٍٕا عٍى

اٌرذ١ٍ١ٍح تـ )
 .شا١ٔح ( 7.461111 )اعرغشلٗ اٌثشٔاِج  ٌذغاب اٌرىاًِ واْ  ،عٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞفرشج جضئ١ح(  172

 -:3ِصاي
1 1

0.5 0.5 1

x y
I dxdy

xy





   ٕ٘ا اٌرىاًِ ِعرً اٌّىاًِ عٕذ( , ) (1,1)x y   ٚٔٛع الاعرلاي جزسٞ ٌزا فاْ دذٚد

2(  ذىْٛ  33اٌرصذ١خ تاعرعّاي  اٌص١غح )

3/2 5/2 7/2 4 9/2

1 2 3 1 4sim
E a h a h a h Ah a h       ْد١س إ,i ia A  ٚ  شٛاتد  

1,2,i   ( ًِ1.6356144613676ٚاٌم١ّح اٌرذ١ٍٍح ٌٍرىا )  ٠ٛظخ إٌرائج   ( 3 ) اٌجذاٚي ِمشتح ٌصلاز عشش ِشذثح عشش٠ح

اٌّذصً ع١ٍٙا تاعرعّاي اٌطش٠مح 
2

sim   256 عٕذِاn   ٚ512m  دصٍٕا عٍٝ ل١ّح صذ١ذح لاستع ِشاذة عشش٠ح  ٚ 

 عّثغْٛ  غش٠مح ذعج١ً سِٚثشن ِع اٌماعذجترطث١ك 
2

Rsim ٍٝل١ّح ِطاتمح ٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  تـ ) دصٍٕا ع
 ، فرشج جضئ١ح (172

 . شا١ٔح (7.126117)عٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ اعرغشلٗ اٌثشٔاِج  ٌذغاب اٌرىاًِ واْ 

 -:4ِصاي 
1 1

0 0

xy
I dxdy

x y



    اٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّشاً فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ عذا عٕذ إٌمطح( , ) (0,0)x y   فٙٛ ِعرً ٚٔٛع

( 24ٚفما ٌصــــ١غح )عششج ِشذثح عشش٠ح  لأستعِمشتح (  1.22375613674356)ٚاٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ الاعرلاي جزسٞ ،

2دصٍٕا عٍٝ دذٚد اٌرصذ١خ )ص١غح اٌخطأ(  

3.5 4 6 8

1 1 1 1 2 1 3 1sim
E a h B h B h B h      د١س,i ia B،1,2,3,i   

، ذٛظخ إٌرائج اٌّذصً ع١ٍٙا تاعرعّاي اٌطش٠مح شٛاتد 
2

sim   64 عٕذِاn ، 128m   ( اْ  5، وّا ِٛظخ فٟ اٌجذٚي )

 عّثغْٛ  غش٠مح ذعج١ً سِٚثشن ِع اٌماعذجترطث١ك ٚ اٌم١ّح صذ١ذح ٌغثع ِشاذة عشش٠ح 
2

Rsim  ٍٝطاتمح ل١ّح ِدصٍٕا ع

تـ )ٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح 
 .شا١ٔح ( 1.63766 )، عٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ  اعرغشلٗ اٌثشٔاِج  ٌذغاب اٌرىاًِ واْ فرشج جضئ١ح (132
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 -:5ِصاي 
1 1

4 4

0 0

I x y dxdy    ًِعٕذ ١حراخ ِىاًِ ِعرً اٌّشرماخ اٌجضئ غ١ش ِعشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٚ٘ٛاٌرىا

   , 0,0x y    ( 24ٚٔٛع الاعرلاي جزسٞ ٌزا فاْ ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙزا اٌرىاًِ تاعرخذاَ اٌص١غح  )

2

4 6

1 1 2 1 ...
sim

E A h A h      د١سiA،1,2,...i    أْ  ( تاٌشغُ ِٓ  5 دصٍٕا عٍٝ إٌرائج اٌّذٚٔح فٟ اٌجذٚي )، شٛاتد

64nغ١ش ِعشٚف اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ألا إٔٔا ٔشٜ ِٓ خلاي اٌجذٚي  عٕذِا  اٌرىاًِ اٌّزوٛس ،128m   اٌم١ّح ٔفغٙا شاترح أفم١ا

ِع مح ذعج١ً سِٚثشن ( ٌزا ٠ّىٓ أْ ٔمٛي تاْ اٌم١ّح ٘زا اٌرىاًِ تاعرعّاي غش٠ K=6,8,10,12فٟ الاعّذج الاستعح الاخ١شج ) 

عّثغْٛ اٌماعذج
2

Rsim  ٟ٘1.5441741166724  ِمشتح اٌٝ شلاشح عشش ِشذثح  عشش٠ح ت١ّٕا تذْٚ اعرعّاي اٌرعج١ً فأٙا

 . شا١ٔح ( 1.666653) عٍّاً اْ اٌٛلد اٌزٞ  اعرغشلٗ اٌثشٔاِج  ٌذغاب اٌرىاًِ واْ ،صذ١ذح ٌصّاْ ِشاذة عشش٠ح  

.١ّح اٌرمش٠ث١ح اٌرٟ دصٍٕا ع١ٍٙا ٚظعٕا اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٔٙا٠ح اٌجذاٚي ِٓ اجً عٌٙٛح اٌّماسٔح ت١ٕٙا ٚت١ٓ اٌم -يلاحظت :  
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٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ  : (1جذول )
1 1

0 0
2

x y
I dxdy


    2تطش٠محRsim 

n M sim
2 

K=2.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

2 4 0.68724900275662 
     

4 8 0.68912681016177 0.68953004532966 
    

8 16 0.68946873187701 0.68954215520033 0.68954296252504 
   

16 32 0.68952986489239 0.68954299242701 0.68954304824212 0.68954304960271 
  

32 64 0.68954071622047 0.68954304640464 0.68954305000315 0.68954305003110 0.68954305003278 
 

64 128 0.68954263728291 0.68954304980655 0.68954305003334 0.68954305003382 0.68954305003383 0.68954305003384 

 
0.68954305003384 

٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ  :(2جذول )
1 1

1

0.5 0.5

( )
sin ( )

2

x y
I dxdy 
    2تطش٠محRsim 

 

 

 

 

n m sim2 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 K=6.5 

2 4 0.21666291051811 
       

4 8 0.21619505953990 0.21609459451498 
      

8 16 0.21610974956201 0.21609143033334 0.21609112353956 
     

16 32 0.21609448332721 0.21609120509818 0.21609118325975 0.21609118724110 
    

32 64 0.21609177212569 0.21609118992978 0.21609118845907 0.21609118880570 0.21609118887804 
   

64 128 0.21609129201223 0.21609118891399 0.21609118881550 0.21609118883926 0.21609118884081 0.21609118883997 
  

128 256 0.21609120708256 0.21609118884500 0.21609118883831 0.21609118883983 0.21609118883985 0.21609118883983 0.21609118883983 
 

256 512 0.21609119206503 0.21609118884021 0.21609118883974 0.21609118883984 0.21609118883984 0.21609118883984 0.21609118883984 0.21609118883984 

 0.21609118883984 
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٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ  :(3جذول )
1 1

0.5 0.5 1

x y
I dxdy

xy





   2تطش٠محRsim 

 

 

 

 

 

 

 

٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ  :(4جذول )
1 1

0 0

xy
I dxdy

x y



   2تطش٠محRsim 

N m sim
2 

K=3.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

2 4 0.22214964966365 
     

4 8 0.22303060584809 0.22311602189262 
    

8 16 0.22314295667705 0.22315385002632 0.22315637190190 
   

16 32 0.22315534876915 0.22315655028576 0.22315673030305 0.22315673599196 
  

32 64 0.22315660451881 0.22315672627421 0.22315673800677 0.22315673812905 0.22315673813743 
 

64 128 0.22315672565456 0.22315673739968 0.22315673814138 0.22315673814351 0.22315673814357 0.22315673814358 

 0.22315673814358 

N m sim2 K=1.5 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 

2 4 0.6011950188225 
       

4 8 0.6236650365364 0.6359542972948 
      

8 16 0.6314619134826 0.6357261670810 0.6356771790300 
     

16 32 0.6341914022299 0.6356842091951 0.6356751992748 0.6356750073210 
    

32 64 0.6351513083870 0.6356762984969 0.6356745997754 0.6356745416490 0.6356745106042 
   

64 128 0.6354897313530 0.6356748210191 0.6356745037497 0.6356744944392 0.6356744912918 0.6356744903989 
  

128 256 0.6356092067595 0.6356745500291 0.6356744918375 0.6356744906825 0.6356744904320 0.6356744903923 0.6356744903921 
 

256 512 0.6356514160350 0.6356745010543 0.6356744905375 0.6356744904115 0.6356744903934 0.6356744903916 0.6356744903916 0.6356744903916 

 0.6356744903916 
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٠ث١ٓ ل١ّح اٌرىاًِ  :(5جذول )
1 1

4 4

0 0

I x y dxdy    2تطش٠محRsim 

 

n m sim
2 k=4 k=6 k=8 k=10 k=12 

2 4 0.5416174635570 
     

4 8 0.5445433732481 0.5447384338942 
    

8 16 0.5447040168824 0.5447147264581 0.5447143501495 
   

16 32 0.5447140394748 0.5447147076476 0.5447147073490 0.5447147087498 
  

32 64 0.5447146649321 0.5447147066292 0.5447147066131 0.5447147066102 0.5447147066081 
 

64 128 0.5447147040076 0.5447147066127 0.5447147066124 0.5447147066124 0.5447147066124 0.5447147066124 
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  والاستُتاج انًُاقشت -4

اٌّغرّشج اٌّعرٍح اٌّشرمح  ٠رعخ ِٓ خلاي جذاٚي ٘زا اٌثذس أٗ عٕذ دغاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ         

sim ٚ اٌّعرٍح  فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تماعذج عّثغْٛ عٍٝ ولا اٌثعذ٠ٓ
2

ٚعٕذِا ذىْٛ عذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا اٌفرشج عٍٝ  

ذ١ذح ٌعذج اٌثعذ اٌخاسجٟ ظعف اٌعذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا اٌفرشج عٍٝ اٌثعذ اٌذاخٍٟ لذ اعطد ٘زٖ اٌماعذج ل١ّاً ص

ِشاذة عشش٠ح ِماسٔح ِع اٌم١ُ اٌذم١م١ح ٌٍرىاِلاخ ٚتاعرعّاي عذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ِٓ دْٚ اعرعّاي ذعج١ً سِٚثشن ، إلا أٗ 

Rsim اٌماعذج اٌّزوٛسجعٕذ اعرعّاي غش٠مح ذعج١ً سِٚثشن ، ِع 
2 

اعطد ٔرائج افعً ِٓ د١س اٌذلح ٚ عشعح الالرشاب تعذد ل١ًٍ 

ٔغث١ا ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  ِماسٔح ِع اٌم١ُ اٌرذ١ٍ١ٍح ٚتزٌه ٠ّىٓ الاعرّاد عٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ دغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ 

 اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج اٌّعرٍح اٌّشرمح اٚ اٌّعرٍح .
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Abstract 

          The main aim of this research is to derive  numerical  rule to calculate values of double 

integrals its integrands have singular partial derivatives and  singular integrals at one end of limits  

region of integration by  using Simpson's rule with two dimensions (on the interior x and exterior y)       

, and to find correction terms (formula of error) for it  ،  and using Romberg acceleration to improve 

the results of integrations by depending on correction terms that we found when the number of 

subintervals (m) on the dimension y equal to twice of  subintervals (n) on the dimension x,((n),(m) 

even integers number) , precisely when h1=2h2 where h1 is the distance between ordinates on x-axis 

and h2  the distance between ordinates on y-axis .                                                                                                            

      we will use the symbol ( sim
2
 ) to indicate this Simpson's rule with two dimensions and 

symbolized the base with Romberg acceleration  the symbol ( Rsim
2
 ) , and we can depend on this 

rule to calculate like these integrals because it gave high accuracy on the results with respect to the 

analytical values of integration with little subintervals.   

 


