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Numerical Method for Evaluation of Double Integrals with 

continuous Integrands by using Simpson's rule and Romberg 

acceleration when number of subintervals at the two 

dimensions unequal 
 

باستخذاو قاعذة  راث انًكايلاث انًســتًرة طريقت عذديت نحساب انتكايلاث انثنائيت

عنذيا تكوٌ عذد انفتراث انجزئيت عهي انبعذيٍ غير وتعجيم رويبرك سًبسوٌ 

 يتساويت
        فاضم عهي حسٍ يحًذ                رؤى عزيز أ.

 جايعت انكوفت / كهيت انتربيت نهبناث قسى انرياضياث /
 انبحث يستم 

 

  -انًستخهص :
اٌٙذف اٌشئ١غٟ ٌٍثذس ٘ٛ إ٠جاد غش٠مح ػذد٠ح ٌذغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ           

ٚو١ف١ح ا٠جاد دذٚد اٌرصذ١خ ٌٙا ) ص١غح اٌخطأ ( ِغ  ( yٚاٌخاسجٟ  x) اٌذاخٍٟتاعرخذاَ لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ 

( اٌرٟ mذذغ١ٓ إٌرائج تاعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن ِٓ خلاي دذٚد اٌرصذ١خ اٌرٟ ٔجذ٘ا ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح )

اًِ ػٍٝ اٌثؼذ ( اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرى nظؼف ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح )  yذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ 

))د١س اْ  xاٌذاخٍٟ  )n,( )m  اػذاد صذ١ذح صٚج١ح ( , تاٌرذذ٠ذ ػٕذِاh1=2h2  ْٚاh1  ٍٝذؼٕٟ اٌّغافح ت١ٓ الادذاش١اخ ػ

 . yس ذؼٕٟ اٌّغافح ت١ٓ الادذاش١اخ ػٍٝ اٌّذٛ x   ٚh2اٌّذٛس 

ٚعٛف ٔشِض ٌٙزٖ اٌطش٠مح تاٌشِض
2sim  ٠ّٚىٓ الاػرّاد ػٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ دغاب اٌرىاِلاخ  اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ

 اٌّغرّشج د١س أػطد دلح ػا١ٌح فٟ إٌرائج تفرشاخ جضئ١ح ل١ٍٍح ٔغث١اً .

  Abstract:- 

        The main aim of this research is to construct method to find values of double integrals 

numerically its integrands continuous in its region by using Simpson's rule with two dimensions 

x   and y   and to  find the correction terms ( error forms ) , and to improve the results we will use 

Romberg acceleration when the number of subintervals     ( m ) on the dimension y equal to 

twice to subintervals ( n )  on the dimension x, ((m),(n) even integers numbers ) and  specifically 

when h1= 2h2 where h1  is the distance between coordinates on the x-axis and h2  the distance 

between coordinates on the y-axis.                                                                                                                         

We will use the symbol (sim
2
) to indicate this mothed and we can depend on this method because 

it gave high accuracy on the results with respect to the analytical values of integration with little 

subintervals.       

 

 -: انًقذيت-1
اْ ا١ّ٘ح ِٛظٛع اٌرىاِلاخ اٌرٟ ذشىً جضءاً ِّٙا ِٓ ٘زا اٌّٛظٛع ار اْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح ذىْٛ ٚاظذح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ         

 اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠ّاسعٙا إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ ٚاْ ا٠جاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ جاء ٔر١جح صؼٛتاخ وص١شج ِٕٙا :

 ٌٍرىاًِ .اعرذاٌح ا٠جاد اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح  -9

 ػٕذِا ذىْٛ ػ١ٍّح ا٠جاد اٌم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ٌٍرىاًِ ِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح ٚصِٓ غ٠ًٛ . -2

 ل١ّح اٌرىاًِ اٌرذ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح اعاعاً لادرٛائٙا ػٍٝ دذٚد ذأخز ل١ّرٙا ِٓ اٌجذاٚي )ِصً اٌٍٛغاس٠رُ اٚ ِؼىٛط اٌظً (. لذ ذىْٛ -3

ٚي ل١ُ )أٞ اْ اٌذاٌح ِؼشفح فٟ ٔماغ  ِؼذٚدج فٟ فرشج اٌرىاًِ ( وّا لذ ذىْٛ اٌّغأٌح ٟ٘ ا٠جاد ِغادح ذذد ِٕذٓ ِؼشف تجذ -4

 .[ 4 ] داف١١ض ٚ سات١ٕٛذض  ٘ٛ اٌذاي ػٕذ ذذ١ًٍ ٔرائج اٌرجاسب
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اْ ػ١ٍّح ا٠جاد ل١ّح اٌرىاًِ اٌصٕائٟ ذشىً ِغأٌح اوصش ذؼم١ذاً ِٓ ِشىٍح ا٠جاد ل١ّح اٌرىاِلاخ الاداد٠ح وْٛ اٌرىاًِ ٕ٘ا ٠ؼرّذ          

ػٍٝ ِرغ١ش٠ٓ ٚاْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح ٌٍّىاًِ ذشىً ا١ّ٘ح وث١شج ٚوزٌه فٟ جٛدج إٌرائج فإٕٔا عٛف ٔرؼاًِ ِغ ِٕاغك ذىاًِ 

(Region) اٚ ع( طٛحSurfaces  ١ٌٚظ ِغ فرشاخ اٌرىاًِ وّا فٟ داٌح اٌرىاِلاخ الاداد٠ح ٌٙزا فاْ ا٠جاد ل١ُ اٌرىاِلاخ )

ِٓ ٘زا إٌٛع ١ٌظ تالأِش اٌغًٙ ٌثؼط اٌذالاخ ٚػ١ٍٗ اصثذد اٌذاجح ٍِذح لإ٠جاد ل١ُ ذمش٠ث١ح ٌٙزٖ اٌرىاِلاخ ٚذىّٓ ا١ّ٘ح 

اد اٌّشاوض اٌّرٛعطح  ٚػضَٚ اٌّشوض٠ح اٌزاذ١ح ٌٍغطٛح اٌّغر٠ٛح ٚا٠جاد اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح فٟ ا٠جاد ِغادح اٌغطٛح ٚا٠ج

ِّا دػا وص١ش ِٓ اٌثادص١ٓ اٌٝ اٌؼًّ فٟ ِجاي  اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح [8]  فشأه آ٠ضس  اٌذجُ اٌٛالغ ذذد عطخ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ

اٌّغرّشج تاٌص١غح ِٚٓ اٌثادص١ٓ اٌز٠ٓ عٍطٛا اٌعٛء ػٍٝ دغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ 

1 2( , ) ( ). ( )f x y f x f yٓأستغ غشائك [7] لذِد ظ١اء  2119, فٟ ػاَ 9973ػاَ    [ 3 ]     ّ٘ا ٘أظ جاسٚجاوٛتغ

)ػذد٠ح ِشوثح ٟٚ٘  )RM RMٚ( )RS RS ٚ( )RS RMٚ( )RM RS  ٝٚذؼرّذ ٘زٖ اٌطشائك ػٍٝ لاػذذٟ إٌمطح اٌٛعط

ٚعّثغْٛ ِغ ذؼج١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسجٟ ٚاٌذاخٍٟ ٌذغاب ل١ُ اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح اٌرٟ ِىاِلاذٙا دٚاي ِغرّشج 

شلاز غشائك ػذد٠ح  [10]لذِد ِٛعٝ  2199ٚلذ اػطد ٔرائج ج١ذج ِٓ د١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح , ٚفٟ ػاَ 

ٚاػرّذخ ِٓ د١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌّرثؼح فٟ ٘زٖ اٌطشائك ػٍٝ لاػذذٟ  RSS,RSM,RMSشوثح ٟٚ٘ ِ

عّثغْٛ ٚإٌمطح اٌٛعطٝ ِغ ذؼج١ً سِٚثشن ػٕذِا ذىْٛ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

1 اْ اٌخاسجٟ أِٞغا٠ٚح ٌؼذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ  2h h  ٚلذ اػطد ا٠عأً ٔرائج ج١ذج

 ِٓ د١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌّغرخذِح.
    ػٍٝ اٌم١ُ إٌاذجح ِٓ اعرؼّاي لاػذج عّثغْٛ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ[6] ,[2]ٚفٟ تذصٕا ٘زا عٛف ٔطثك غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن           

ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ ظؼف ػذد  (yٚاٌخاسجٟ xاٌذاخٍٟ )

1تاٌرذذ٠ذ ػٕذِا اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ٠رجضأ ا١ٌٙا فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ  22h h. 

 

 

 راث انًكايلاث انًستًرة باستخذاو قاعذة سًبسوٌ   حساب انتكايلاث انثنائيت -2

Evaluation of Double Integrals with Continuous Integrands by Using Simpson's Rule. 

 ِؼشف وا٢ذٟ:   Iٌٕفشض اْ اٌرىاًِ 

 ,

d b

c a

I f x y dxdy                                                                                                       …( 1 ) 

  : ف١ّىٓ وراترٗ تاٌص١غح

     2

2
1 2 1 2, , ,

d b

sim
c a

I f x y dxdy sim h h E h h                                                           …( 2 ) 

)ٚاٌزٞ ف١ٗ اٌذاٌح  , )f x y  ًِِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىا    , ,a b c d ْد١س إ 2

1 2,sim h h  ذّصً ل١ّح

ٚاْ (yٚاٌخاسجٟ x)اٌذاخٍٟ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ 2simذمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ تاعرخذاَ اٌماػذج  2 1 2,
sim

E h h  عٍغٍح دذٚد ٟ٘

( اٌّّىٓ إظافرٙا إٌٝ ل١ُ Correction terms) اٌرصذ١خ 2

1 2,sim h h. 

]عٛف ٔمغُ فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ , ]a b ٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح( )n ٟٚٔمغُ فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسج[ , ]c d 

)ٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح  )m  ,(( )n,( )m 1صٚج١ح ( , د١س  اػذاد صذ١ذح

b a
h

n


,2

d c
h

m


 ٚعٕأخز داٌح ( ,

2mخاصح ػٕذِا n 1( ٚتاٌرذذ٠ذ ػٕذِا 22h h . 
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ٌرىٓ اٌذاٌح   :  )1 يبرهنت  ) ,f x y   فٟ وً ٔمطح ِٓ  ٔماغ  ِٕطمح اٌرىاًِ ٚلاتٍح ٌلاشرماق ِغرّشج    , ,a b c d  ْفا

 ح  اٌماػذج الاذ١ ٠ّىٓ دغاتٙا ِٓ Iاٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائٟ 

 

   
( /2) 1 /2

1 2
0 0 2 0 2 1 0 0

1 1

( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , ),
9

n n

i i n

i i

d b

c a

h
f x y f x y f x y f x y

h
I f x y dxdy





 


  


    

 

 
( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1/2

0 2 2 2 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1

2 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
m m n m mn

j i j i j n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y
    



     

        
                 

 

 
( /2) 1/2 /2 /2 /2 /2

0 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

4 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
nm m m n m

j i j i i n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y


    

     

                                                    

   2

( /2) 1 /2

0 2 2 1

1 1

1 2( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , ) ,
n n

m i m i m n m

i i
sim

f x y f x y f x y f x y E h h




 


    


 

 2

4 4 6 6

1 1 2 2 3 3 4 41 2 ...,
sim

A h A h A h A hE h h       حيث إن                                                                         

1حيث  2 3 4
, , , ,...A A A A  ثوابت تعتمد على المشتقات الجزئية للدالة( , )f x y 1فقط  ولا تعتمد على

h 2و
h. 

ix 1أْ  ٚ a ih    ,
 
  0,1,2, ,  i n

 
,2 jy c jh ,0,1,2, ,  j m

 

  ٠ّىٓ وراترٗ تاٌشىً   Iاٌرىاًِ :انبرهاٌ 

     2

2
1 2 1 2, , ,

d b

sim
c a

I f x y dxdy sim h h E h h    

اٌص١غح اٌؼاِح ٌٍماػذج  د١س إْ  2

1 2,sim h h   ٟ٘ 

 
( /2) 1 /2

2 1 2
1 2 0 0 2 0 2 1 0 0

1 1

( , ) ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
9

n n

i i n

i i

h
h h f x y f x y f x y f x y

h
sim





 


  


  

 

 
( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1 ( /2) 1/2

0 2 2 2 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1

2 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
m m n m mn

j i j i j n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y
    



     

        
                 

    

 

 

 
( /2) 1/2 /2 /2 /2 /2

0 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

4 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
nm m m n m

j i j i i n j

j j i j i j

f x y f x y f x y f x y


    

     

                         

      
( /2) 1 /2

0 2 2 1

1 1

( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )
n n

m i m i m n m

i i

f x y f x y f x y f x y




 


    


      

                 …(3) 

1د١س أْ 
 

i
x a ih    ،

 
  0,1,2, ,  i n

 
،2 jy c jh ،0,1,2, ,  j m

 
 ٚدذٚد اٌرصذ١خ ذىْٛ 

4 4 4 4 4/2 1 /2
2 1

0 0 2 2 2 1 2 14 4 4 4
1 1

( )
( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )

540

m m

j j j j m m

j j

h b c h f f f f
E y y y y

x x x x
   



 

 

     
     

    
 

 

      
4 4

2

4

( )
( , )

180

b

a

d c h f
x dx

y


 



                                                                                                  …(4) 

ٚتّا إْ 
4

4

f

x




 ٚ

4

4

f

y




دٚاي ِغرّشج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ إٌّطمح      , ,a b c d . ذصثخفاْ ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ  
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4 4
4 4

1 24 4

( )( ) ( , ) ( , )

180

d c b a f f
E h h

x y

        
  

   

                                             …(5) 

)د١س  , ) , ( , )    ًِ[ 1 ]ذٕرّٟ اٌٝ ِٕطمح  اٌرىا . 

ص١غح اٌخطأ ٌٍرىاِلاخ الأداد٠ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاعرخذاَ لاػذج عٕمَٛ ترٛعؼح دذٚد اٌرصذ١خ ٌرشًّ دذٚد اوصش تّا اْ 

 ٟ٘ [ 2 ] فٛوظ عّثغْٛ 

4 3 3 6 5 5

0 0

1 1
( ) ( ) ( )       

180 1512
S n nE h h f f h f f                                                     …(6) 

  ٔذصً ػٍٝ (6)ٌٍص١غح    Mean-value theorem for derivatives [5 ]فٟ اٌرفاظً ٚتاعرخذاَ ٔظش٠ح اٌم١ّح اٌّرٛعطح

     
     4 60 04 6

1 2( ) ...
180 1512

n n

S

x x x x
E h h f h f 

  
                                                           …(7)                                                                                   

 

 د١س 01,2,... , ,i ni x x   [ 8]ػىاس 

2

4 4 4 4 4( /2) 1 /2
2 1

0 0 2 2 2 1 2 14 4 4 4
1 1

( )
( , ) 2 ( , ) 4 ( , ) ( , )

540

m m

j j j j m msim
j j

h b c h f f f f
E y y y y

x x x x
   



 

 

     
     

    
 

    

  

4 64 6 6( /2) 1

2 2 1
1 0 0 2 24 6 6

1

( ) ( )
( , ) ( , ) 2 ( , )

180 4536

b m

j j

ja

d c h h b a hf f f
x dx y y

y x x
  





   
   

  


66 6 6/2
2

2 1 2 1 26 6 6
1

...
( )

4 ( , ) ( , ) ( , )
1512

bm

j j m m

j a

d c hf f f
y y x dx

x x y
   




   

 
  

           

         …(8) 

 إْ ٚتّا
4 6

4 6
, ,...

f f

x x

 

 
 ٚ

4 6

4 6
, ,...

f f

y y

 

 
 إٌّطمح ٔماغ ِٓ ٔمطح وً فٟ ِغرّشج دٚاي    , ,a b c d. َاٌم١ِّح  ٔظش٠ح ٚتاعرخذا (

 Weighted Mean Value( ٚ ) ٔظش٠ح اٌم١ّح اٌّرٛعطح اٌّٛصٚٔح ٌرىاِلاخ Intermediate Value Theoremاٌّرٛعطح 

Theorem for Integrals  اٌصٕائٟ ٌٍرىاًِ )اٌخطأ( اٌرصذ١خ دذٚد ص١غح فاْ ( فٟ ِىاٍِح دذٚد اٌرصذ١خ اٌٛاسدج I تماػذج 

 -: ذصثخ x ٚy اٌثؼذ٠ٓ ػٍٝ عّثغْٛ

  
   

2

4 6
4 6

1 1 2 2
1 1

1 2 4 6

, , 
( , )

180 1512sim

f n f nh h
E h h d c b a

x x

         
  
 

 

                   

  

4 6

4 61 1 2 2

2 2

4 6

, ,
 

 
180 1512

f n f n
h h

d c b a
y y

 
       

             
  

 
 

                               …( 9) 

 

     إ ٌد١س           1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , , , , , , ,n n a b c d n n a b c d   
      

      
    

 ٚتّا أْ اٌذاٌح ِغرّشج ٚلاتٍح ٌلاشرماق ٠ّىٓ ص١اغح اٌخطأ تاٌشىً الاذٟ 

                                          …( 10 )
 

1د١س  2 3 4
, , , ,...A A A A  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح( , )f x y ٍٝ1فمػ  ٚلا ذؼرّذ ػ

h ٚ2
h. 

 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ .

1ٚػٕذِا  22h h    ٍٝٔذصً ػ 

     2

2
1 1 1 1, ,0.5 ,0.5

d b

sim
c a

I f x y dxdy sim h h E h h                                                    …(11)  

 تذ١س اْ 

                                                                 …(12)  2

2 4 6

1 1 1 1 2 1,0.5
sim

E I sim h h B h B h    

 2

2 4 4 6 6

1 2 1 1 2 2 3 1 4 2,
sim

E I sim h h A h A h A h A h      
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1د١س  2
, ,...B B  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌجضئ١ح ٌٍذاٌح( , )f x y ٍٝ1فمػ  ٚلا ذؼرّذ ػ

h . 

 

 الأيثهت-3

 -:1يثال

2 2

( )

1 1

0.076682141300108x yI ye dxdy     ًاٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌى     , 1,2 1,2x y    ٌْزا فا

32nػٕذِا  (1)اٌجذٚي  , ٔلادع ِٓ(12) ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غح  ,64m    ًِفاْ ل١ّح اٌرىا

ت١ّٕا تاعرخذاَ غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج اصثذد اٌم١ّح  2simصذ١ذح ٌرغغ ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج

 فرشج جضئ١ح(. 112 تـ ) ٚ ِشذثح ػشش٠ح  ( جػشش خّظِطاتمح ٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ) ِمشتح ٌ
 

n m sim
2 

K=4 K=6 K=8 K=10 

2 4 
0.07670500346353

0     

4 8 
0.07668360434912

3 

0.07668217774149

6    

8 
1

6 

0.07668223328735

9 

0.07668214188324

1 

0.07668214131406

2   

1

6 

3

2 

0.07668214705790

5 

0.07668214130927

5 

0.07668214130016

4 

0.07668214130011

0  

3

2 

6

4 

0.07668214166010

5 

0.07668214130025

2 

0.07668214130010

9 

0.07668214130010

8 

0.07668214130010

8 

( 9جذٚي )   

 

 -:2يثال
3 3

2 2

ln 0.91293034365166( )
2

x y
I dxdy


    ًاٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌى     , 2,3 2,3x y    ٌْزا فا

16nػٕذِا  (2)اٌجذٚي  , ٔلادع ِٓ(12) ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غح  ,32m   ًِفاْ ل١ّح اٌرىا

ت١ّٕا تاعرخذاَ غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج ذىْٛ ل١ّح ِطاتمح  2simِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج  رغغصذ١ذح ٌ

 .فرشج جضئ١ح  92ِشذثح ػشش٠ح  ( تـ جٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح )ِمشتح لأستغ ػشش

n m sim
2 

K=4 K=6 K=8 

2 4 0.91292664072840 
   

4 8 0.91293010810594 0.91293033926444 
  

8 16 0.91293032886293 0.91293034358006 0.91293034364856 
 

16 32 0.91293034272630 0.91293034365053 0.91293034365165 0.91293034365166 

(2جذٚي )  

 -:3يثال

1 1

0 0

cos( ) 0.85945127165042
2

x y
I dxdy


    ًاٌّىاًِ ٕ٘ا ِغرّش ٌى     , 0,1 0,1x y     ٌْزا فا

16nػٕذِا  (3)اٌجذٚي  , ٔلادع ِٓ(12) ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غح  ,32m   ًِفاْ ل١ّح اٌرىا

ِطاتمح ٌٍم١ّح  ت١ّٕا تأعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج ذىْٛ 2simِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج  ٟصّأصذ١ذح ٌ

تـ ( ِشذثح ػشش٠ح جلأستغ ػشش اٌرذ١ٍ١ٍح )ِمشتح
 فرشج جضئ١ح . 92
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n m sim
2 

K=4 K=6 K=8 

2 4 0.85947123053055 
   

4 8 0.85945251241831 0.85945126454416 
  

8 16 0.85945134909497 0.85945127154008 0.85945127165113 
 

16 32 0.85945127648909 0.85945127164870 0.85945127165043 0.85945127165042 

(3جذٚي )  

 

 -:4يثال
1 1

0 0

0.30713455119050
3

y
I dxdy

xy
 


   ٌىً  اٌّىاًِ ِغرّش     , 0,1 0,1x y    ٌزا فاْ ص١غح

32nػٕذِا (4)ٔلادع ِٓ اٌجذٚي سلُ ,  (12) دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غح   ٚ 64m  ًِفاْ ل١ّح اٌرىا

اصثذد اٌم١ّح 2simت١ّٕا تاعرخذاَ غش٠مح ذؼج١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج  2simأػلاٖ صذ١ذح ٌرغغ ِشاذة ػشش٠ح تاعرخذاَ لاػذج 

 فرشج جضئ١ح . 112ِشذثح ػشش٠ح ( تـ جػششلأستغ ٌٍم١ّح اٌرذ١ٍ١ٍح ) ِمشتح  ِطاتمح

n m sim
2 

K=4 K=6 K=8 K=10 

2 4 0.30714210554068 
    

4 8 0.30713504239934 0.30713457152325 
   

8 16 0.30713458231097 0.30713455163842 0.30713455132278 
  

16 32 0.30713455314277 0.30713455119822 0.30713455119124 0.30713455119072 
 

32 64 0.30713455131263 0.30713455119062 0.30713455119050 0.30713455119050 0.30713455119050 

(4جذٚي )  

 

   -:5يثال
1 . 5 1 . 5 l n ( )

2 2
1 1

( ) x yxy
I dxdy

x y






 ٌىً  اٌرىاًِ ٕ٘ا ِٓ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ١ٌظ ٌٙا دلاً ذذ١ٍلاً ٚوزٌه اٌّىاًِ ِغرّش

     , 1,1.5 1,1.5x y    اٌطش٠مح  ٕٚ٘ا ذىّٓ فائذج ٘زٖ (12)  ٌزا فاْ ص١غح دذٚد اٌرصذ١خ ٌٍرىاًِ ذىْٛ ِّاشٍح ٌٍص١غح

32n( ذذذ٠ذاً ػٕذِا5ٔلادع ِٓ اٌجذٚي ) فٟ ا٠جاد ل١ّح ذمش٠ث١ح ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ ,  ٚ64m   اْ اٌم١ّح افم١ا

6,8,10kٔفغٙا ظٙشخ فٟ الاػّذج اٌصلاشح الاخ١شج ػٕذِا  1.293996281645868   ٌزا ٠ّىٓ اٌمٛي تاْ ٘زٖ ٟ٘ ل١ّح ٘زا

خذاَ اٌرؼج١ً فأٙا ِشذثح ػشش٠ح ت١ّٕا تذْٚ اعر جػشش ٟٚ٘ صذ١ذح ٌخّظ2sim اٌرىاًِ تاعرخذاَ ذؼج١ً سِٚثشن ِغ لاػذج 

 ػشش٠ح . ِشذثح جػشش لإدذٜ صذ١ذح 
 

n m sim2 K=4 K=6 K=8 K=10 

2 4 0.213996429539688 
    

4 8 0.213996292303402 0.213996283154316 
   

8 16 0.213996281414349 0.213996280688412 0.213996280649271 
  

16 32 0.213996280694530 0.213996280646542 0.213996280645878 0.213996280645864 
 

32 64 0.213996280648920 0.213996280645879 0.213996280645868 0.213996280645868 0.213996280645868 

(5جذٚي )  
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 انًناقشت-4
٠رعخ ِٓ خلاي جذاٚي ٘زا اٌثذس أٗ ػٕذ دغاب اٌم١ُ اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج فٟ ِٕطمح          

ذجضأ ا١ٌٙا اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسجٟ ظؼف ػذد اٌرىاًِ تماػذج عّثغْٛ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ػٕذِا ذىْٛ ػذد اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ 

اٌفرشاخ اٌجضئ١ح اٌرٟ ذجضأ ا١ٌٙا اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ لذ اػطد ٘زٖ اٌماػذج ل١ّاً صذ١ذح ٌؼذج ِشاذة ػشش٠ح ِماسٔح ِغ اٌم١ُ 

ػٕذ اعرؼّاي غش٠مح ذؼج١ً  اٌذم١م١ح  ٌٍرىاِلاخ ٚتاعرؼّاي ػذد ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ِٓ دْٚ اعرؼّاي ذؼج١ً سِٚثشن , إلا أٗ

سِٚثشن ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج اػطد ٔرائج افعً ِٓ د١س اٌذلح ٚ عشػح الالرشاب تؼذد ل١ًٍ ٔغث١ا ِٓ اٌفرشاخ اٌجضئ١ح ِماسٔح ِغ 

 اٌم١ُ اٌرذ١ٍ١ٍح ٚتزٌه ٠ّىٓ الاػرّاد ػٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ دغاب اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج .
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  وجش١٘ٚكككً ٌٍٕشكككش[ فشأكككه آ٠كككشص , " عٍغكككٍح ٍِخصكككاخ شكككَٛ ٔظش٠كككاخ ِٚغكككائً فكككٟ دغكككاب اٌرفاظكككً ٚاٌرىاِكككً " , داس ِا8]

 اٌذ١ٌٚح ٌٍٕشش ٚاٌرٛص٠غ , ذشجّح ٔخثح ِٓ الأعاذزج اٌّرخصص١ٓ .  اٌذاس  ,

  ػىكككاس , تركككٛي دكككاذُ  " تؼكككط اٌطشائكككك اٌؼذد٠كككح ٌذغكككاب ذىكككاِلاخ أداد٠كككح ٚشٕائ١كككح ٚشلاش١كككح ", سعكككاٌح ِاجغكككر١ش ِمذِكككح [ 9]

ٰٝ   جاِؼح اٌىـٛفح  . 2010,  إٌ

ٰٝ , صكككفاء ِٙكككذٞ , " ذذغككك١ٓ ٔركككائج دغكككاب اٌرىكككاِلاخ اٌصٕائ١كككح ػكككذد٠اً تاعـكككـرؼّاي غـكككـش٠مح  ذؼج١كككً سِٚثكككشن ِكككغ[ 91]  ِٛعككك
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