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  RM (RMM)طریقة  ستعمالعددیاً باذات المكاملات المستمرة الثلاثیة  حساب التكاملات

  م صفاء مھدي موسى الجصاص        .م

  قسم الریاضیات /كلیة التربیة للبنات  /جامعة الكوفة 

  خلاصةال

ً  المستمرة المكاملات البحث ھو حساب التكاملات الثلاثیة ذات الھدف الرئیس من ھذا          من  جدید ناتج توسیع عمالباست عددیا
البعد الخارجي  على )(RM النقطة الوسطى رومبرك مع قاعدة تعجیل وھي الأحاديلتكامل القیم التقریبیة ل أیجاد طرائق أفضل
Z  النقطة الوسطى على كلا البعدین الداخلي قاعدة تعجیل رومبرك معوھي  القیم التقریبیة للتكامل الثنائيأیجاد طرائق  إحدىمع
X والأوسطY  (RMM)  كلاھما لكن  الأوسطعدد التقسیمات على البعد  إلىعندما عدد التقسیمات على البعد الداخلي مساوي

)بـ ةواسمینا الطریقالخارجي  البعد غیر مساوي لعدد التقسیمات على )RM RMMبفترات النتائج في عالیة دقة على حصلنا حیث 
ً  قلیلة جزئیة  .قلیل وبوقت نسبیا

 
 المقدمة.1

ً  أن          قیم تقریبیة لھذه  لإیجادالحاجة ملحة  أصبحتلذا  الأحیانلیس من السھل في كثیر من  یجاد قیم التكاملات الثلاثیة تحلیلیا
 ً  الواقع الحجم المثال سبیل على للحجوم الذاتي القصور وعزم المتوسطة والمراكز الحجوم إیجاد في لأھمیتھا التكاملات ونظرا

2داخل 2 4x y x   0وفوقz   2وتحت 2 4x y z . 4الاسطوانة داخل الواقع والحجمcos( ) الأعلى من المحدد 
2بالكرة 2 16p z  0بالمستوي الأسفل ومنz . 2الواقع تحت للحجم المتوسط المركز وحسابz xy  وفوق المثلث

, 0, 4y x y x  . 2داخل كذلك حساب عزم القصور الذاتي للحجم الواقع 2 9x y  0المستوي وفوقz  وتحت 
4xالمستوي z . وصفیحة رفیع سلك من قطعة مثل المتغیرة الكثافة ذات الكتل إیجاد في أھمیة التكاملات الثلاثیة وتبرز 

 ] . 3[ آیرز فرانك، المعدن من رقیقة
  

إیجاد القیم  طرائق حیث استخدمت 2009 عام في] 4[ ضیاء منھم الثلاثیة التكاملات مجال في الباحثین من عدد عمل وقد        
)ھي  عددیة مركبةالتقریبیة للتكاملات الأحادیة لتكوین طرائق  )RMRM RS،( )RMRM RM،( )RMRS RM و( )RMRS RS 

الوسطى النقطة مع قاعدة رومبرك تعجیل طریقة من ناتجة الطرائق وھذه RMالخارجي  البعد على)Z (و, ( )RM RS
( ), ( ), ( )RS RS RS RM RM RMالأوسط البعد على )Y (الداخلي والبعد )X (من المركبة الطریقة إن إلى توصلت وقد 

الخارجي البعد على رومبرك تعجیل مع الوسطى النقطة وقاعدة والأوسط الداخلي البعدین على رومبرك تعجیل مع سمبسون قاعدة
( )RMRS RS الفترات الجزئیة مستمرة من حیث الدقة وعدد  دوال مكاملاتھا التي ثلاثیة تكاملات حساب عند الأفضل ھي

  . المستخدمة 
  

 على رومبرك تعجیل طریقة باستعمال وذلك الثلاثیة التكاملات قیم لحساب عددیة طریقة [5] عكار قدمت 2010 عام وفي        
 إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات عدد تكون عندما Zو Yو Xة الأبعاد الثلاث على الوسطى النقطة قاعدة تطبیق من الناتجة القیم
 إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات لعدد ومساویة الأوسط البعد فترة إلیھا تجزأ التي الجزئیة الفترات لعدد مساویة الداخلي البعد فترة
ً  قلیلة جزئیة وبفترات الدقة حیث من جیدة نتائج على وحصلت RMMMوأسمتھا الخارجي البعد فترة  .نسیبا

 
طریقة عددیة لحساب قیم التكاملات الثلاثیة ذات المكاملات المستمرة وذلك  [6]قدم محمد وآخرون  2013وفي عام        

عندما تكون عدد Zو Yو Xعلى الأبعاد الثلاثة من تعجیل رومبرك مع قاعدة سمبسونالناتجة  RSSSباستعمال طریقة 
وسط ومساویة لعدد الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا فترة البعد الداخلي مساویة لعدد الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا فترة البعد الأ

حصلوا على نتائج جیدة من حیث الدقة وسرعة اقتراب القیم التقریبیة إلى قد و الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا فترة البعد الخارجي
 ً  .القیم الحقیقیة للتكاملات وبفترات جزئیة قلیلة نسیبا

 
) RMTS, RMST,RSTM, RSMT, RTMS, RTSM ( ھي عددیة ائقطرست  [7] قدم شبر 2014وفي عام        

 –وھذه الطرائق الناتجة من تعجیل رومبرك مع قواعد نیوتن  لتكاملات الثلاثیة ذات المكاملات المستمرةالتقریبیة ل قیماللحساب 
عندما تكون عدد الفترات الجزئیة التي تجزأ Zو Yو Xعلى الأبعاد الثلاثة)النقطة الوسطى و سمبسون ،شبھ المنحرف ( كوتس

 إلیھا فترة البعد الداخلي مساویة لعدد الفترات الجزئیة التي تجزأ إلیھا فترة البعد الأوسط ومساویة لعدد الفترات الجزئیة التي تجزأ
 .نتائج جیدة علىحصل قد و إلیھا فترة البعد الخارجي
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 ھيست طرائق عددیة  أیضا [7]وشبر [6]محمد، [5]الباحثین عكار سلوبأ وبنفس [8]وفي العام نفسھ قدمت كاظم       
)RSTS, RSST,RTSS, RTST, RSTT, RTTS  (وھذه  لحساب القیم التقریبیة للتكاملات الثلاثیة ذات المكاملات المستمرة

على نتائج حصلت  أیضاو )و سمبسون شبھ المنحرف(  كوتس –تعجیل رومبرك مع قاعدتي من قواعد  نیوتن الطرائق الناتجة من 
 .جیدة
ثیة ذات لحساب التكاملات الثلا )طرائق التكامل الأحادي والثنائي (مكونة من  جدیدةعددیة طریقة  أما في بحثنا ھذا قدمنا        

  Zالبعد الخارجي  على [4]ضیاء و [9]محمد  )(RMرومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى طریقة  باستعمالالمكاملات المستمرة 
طریقة ھذه الورمزنا ل  [5]عكار ،Y (RMM)والأوسط Xداخليال النقطة الوسطى على كلا البعدین وتعجیل رومبرك مع قاعدة

)بـرمز  )RM RMM عدد  وبأقل القیمة الحقیقیة للتكاملات إليفي الاقتراب سرعة الوقد حصلنا على نتائج جیدة من حیث الدقة و
  . وبوقت قلیلمن الفترات الجزئیة المستخدمة 

 
  RMM RM) (الطریقة عمالباست عددیاً  المستمرة المكاملات ذات الثلاثیة التكاملات حساب2.
  

  : التي صیغتھا العامةقاعدة النقطة الوسطى سوف نستخدم  أعلاه ت الثلاثیة بالطریقة المذكورةلتكاملال القیم التقریبیة لحساب       

 (1) ...                                                                                                            
1

2 1     
2

m

i

iM h f a


   
 

  

  [2]فوكس
    -:دالة التكامل مستمرة ھيحدود التصحیح لھا في حالة كون  وصیغة

2 4 6
1 2 3( )ME h h h h                                                                                                       …(2) 

                                                                                              
3حیث  2 1, , ,    [4]ضیاء ،  [9]محمد ، ثوابت.  

  
   - :التي صیغتھا العامة )   والأوسطالنقطة الوسطى على البعدین الداخلي (   MMقاعدة و

2 1

1 1

2 1 2 1,     
2 2

m m

j i

i jMM h f a c
 

     
 

                                                                                   …(3) 

  -:دالة التكامل مستمرة ھي حدود التصحیح لھا في حالة كون وصیغة
2 4 6

1 2 3( )MME h h h h                                                                                                    …(4) 
3حیث  2 1, , ,   [5]عكار ، ثوابت.  

                                                                       :  والصیغة العامة لتعجیل رومبرك ھي
 

 
2

2
2 1

k

k

hG G h
G

       


 

                                                                                                                

 من وكل رومبرك  جدولل الجـدید العـمود في قیمة G حیث G h،
2
hG  

 
 

 إن عن فـضلا،  منھ السابق العمود في قیمتان 

  .[1] رالستون، المستخدمة قـیم القاعدة  یمثل الجدول من الأول العمود
  

  RM (RMM)كیفیة حساب القیم التقریبیة للتكامل الثلاثي باستعمال طریقة  ألاننستعرض 
   -:معرف بالشكل  Iالتكامل  أننفرض 

 , ,
g d b

e c a

I f x y z dxdydz                                                                                                                …(5) 

  -:بالشكل  ھكتبولكي نجد القیمة التقریبیة لھ ن

( )
g

e

F z dz                                                                                                                                       ...(6) 
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  إن  حیث

( ) ( , , )
d b

c a

F z f x y z dxdy                                                                                                                ...(7) 

   -:ھي بقاعدة النقطة الوسطى )  zعلى البعد الخارجي ) (6( إن القیمة التقریبیة للتكامل

1
( ) ( )

m

k
k

I h F z E h


                                                                                                                     ...(8) 

2:إذ إن  11,2,..., ,
2k
kk m z e h

  ،m  ددѧѧѧي عѧѧѧیماتھѧѧѧرة    تقسѧѧѧالفت[ , ]e g  وg eh
m


  وان( )E h  يѧѧѧھ

  . Zحدود التصحیح على البعد الخارجي 

)لحساب قیم  و )kF z قیم  بصوره تقریبیة یتم تعویضkz  على  فنحصل) 7(في:-  

( ) ( , , )
d b

k k
c a

F z f x y z dxdy                                                                                                             ...(9) 

   -: صل على الصیغةنح)  Yوالأوسط Xالداخلي ینالبعدعلى ) (9( على التكامل (MM)تطبیق قاعدة وعند 

   
2 1

2

1 1
( ) , ,

m m

k i j k
j i

F z h f x y z E h
 

                                                                                       ...(10)  

1: أنحیث 
2 11, 2,..., ,

2i
ii m x a h

       2  و
2 11,2,..., ,

2j
jj m y c h

    

1m  ددѧѧیماتعѧѧرة تقسѧѧالفت [ , ]a b2وm  ددѧѧیماتعѧѧرة تقسѧѧالفت [ , ]c dثѧѧحی 
1 2

b a d ch
m m
 

   وان E h  دودѧѧي حѧѧھ

  .  والأوسط التصحیح على البعد الداخلي

)قیم  ویمكننا تحسین  )kF z  یغةѧن الصѧوبة مѧیم المحسѧتخدمین القѧرك مسѧل رومبѧة تعجیѧدة) 10(بطریقѧتخدام قاعѧن اسѧة مѧوالناتج
MM . إن قیم( )kF z ا) 7( الناتجة ما ھي إلا قیم تقریبیة للتكاملѧرك علیھѧل رومبѧویض . بعد تطبیق تعجیѧد تعѧوبع( )kF z لѧلك

1, 2,...,k m  تطبیق طریقة تعجیل رومبرك على ھذه القیم بعد معرفة صیغة   نایمكن ،) 8(في الصیغة( )E h ѧلوبѧذلك نحص 
  . بصورة تقریبیة) 5(النقطة الوسطى وھذا یؤدي إلى معرفة قیمة التكامل  قاعدة بطریقة تعجیل رومبرك مع) 6(على قیم التكامل 

)إن صیغة الخطأ  )E h إن صیغة الخطأ و  (4)تكون مماثلة للصیغة( )E h(2)تكون مماثلة للصیغة .  

]الفتѧѧرات تقسѧѧیمأمѧѧا عنѧѧد  , ]a b ،[ , ]c dو[ , ]e g  ىѧѧ2إل 1 2 1( ) ,m m m m وm  نѧѧوالي مѧѧى التѧѧیماتعلѧѧق  التقسѧѧد تطبیѧѧعن
,1                                             -:القیم الآتیة نافقد استخدم ة المذكورةقالطری 2, 4,8,...m   ،2 1 1, 2,4,8,...m m   

1mضع فعندما ن  م نبطریقة تعجیل رو) 6( ب قیمة التكاملنحسѧطى ثѧة الوسѧیم النقطѧع مبرك على قѧ2ضm  وѧة نحسѧب  قیم
ل على قیمة یكون الخطѧأ المطلѧق فیھѧا اقѧل مѧن أو یسѧاوي قیمѧة معینѧة سѧمیت أعلاه وھكذا إلى أن نحص ھنفس لأسلوباب) 6(التكامل 

1Eps ) على البعد الخارجيZ  .(  

)إیجاد منا  یتطلب ) 6(د قیمة التكامل ولكي نج )kF z دة بطریقة تعجѧع قاعѧرك مѧیل رومبMM  لѧى التكامѧبیل ، ) 9(علѧى سѧعل
1m  ضعنالمثال عندما   1نحسب أنعلینا ) 8(في الصیغة( )F z  1عندما) 10(من الصیغة 2 1m m    مѧ1ث 2 2m m  

  ). والأوسطالداخلي  ینعلى البعد( Epsل على قیمة یكون الخطأ المطلق فیھا ھووھكذا إلى أن نحص
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1على ھذه القیمة عندما  نالحص ولنفرض أننا 2 8m m   ،ة ن فإننا سوفѧا القیمѧى أنھѧل علѧثبّت في الجداول القیمة التقریبیة للتكام
1mالناتجѧѧة عنѧѧدما    1و 2 8m m   .تѧѧا إذا كانѧѧ2أمm  ھ یѧѧب فانѧѧا جѧѧابعلینѧѧ1حس( )F z  2و( )F z  یغةѧѧن ) 8(للصѧѧم

1عنѧدما ) 10(خلال تطبیق الصیغة  2 1m m   مѧ1ث 2 2m m  ذاѧأ . وھكѧرض إن الخطѧى فѧق وعلѧة المطلѧي قیمѧ1ف( )F z 
1 عنѧѧѧدما Epsاقѧѧѧل مѧѧѧن أو یسѧѧѧاوي 2 16m m   ةѧѧѧي قیمѧѧѧق فѧѧѧأ المطلѧѧѧ2والخط( )F z  اويѧѧѧن أو یسѧѧѧل مѧѧѧي اقѧѧѧھEps  دماѧѧѧعن

1 2 64m m  ةѧѧذه الحالѧѧي ھѧѧا فѧѧوف فأننѧѧت سѧѧي  نثبѧѧداولنافѧѧر جѧѧل المعѧѧة للتكامѧѧة التقریبیѧѧیغةالقیمѧѧة ) 5( ف بالصѧѧا النتیجѧѧى أنھѧѧعل
2mالمحصل علیھا عندما   1و 2 64m m  1القیمة الأكبر لـ  أي نثبت 2m m  2وھكذا عندما تكونm  .  

  

یقѧوم بمقارنѧة القیمѧة التالیѧة مѧع القیمѧة یكون متساویا و أنلیس شرطا  Epsو  1Epsإن الخطأ المطلق المشار إلیھ بـ  -:ملاحظة 
  .التي سبقتھا في الصف نفسھ من جداول رومبرك

 

  الأمثلة والنتائج  .3

التكامل  أن  - : 1 مثال 
1 1 1

0 0 0

x y ze dxdydz     ةتبرة مرـعش لأربع ةـقربـم( 5.07321411177285الذي قیمتھ التحلیلیة 

)معرف لكل مكامل ذات  ) عشریة , , ) [0,1] [0,1] [0,1]x y z    وان صیغة( )F z  للتكامل المذكور ممكن الحصول علیھا
y ووذلك بمكاملتھا تحلیلیا بالنسبة لـ  (7)من الصیغة  x  فنحصل على:-                                      

                                                                                                                        2 1+z ( )= -2e -   z zF z e e  

121بوضع و 10Eps   )المطلق على البعد الخارجي الخطأZ( 1410وEps  )المطلق على البعدین  الخطأ,X Y  (
صحیحة  انھ یمكننا الحصول على قیمة إلىحیث یشیر  (1)قیم المدونة في الجدول الحصلنا على  RM(RMM)وتطبیق طریقة 

32mعندما  مرتبة عشریة  ةلثلاث عشر  1و 2 64m m   

التكامل  أن -: 2 مثال  
4 4 4

0 0 0

sin 3 2x y z dxdydz

  

   رة لأربع عشمقربة (0.12410069166858 الذي قیمتھ التحلیلیة

)معرف لكل ذات مكامل ) عشریة  ةتبمر , , ) [0, ] [0, ] [0, ]
4 4 4

x y z   
    وان صیغة( )F z  یمكن الحصول علیھا من

y وفعند مكاملتھا تحلیلیا بالنسبة لـ  (7)الصیغة  x  الأتيیكون بالشكل :-    

                                                                                                 
2 23( ) cos( 2 ) cos(2 )

96 4 96
F z z z  

     

121بوضع و 10Eps  1410وEps   وتطبیق طریقةRM(RMM) حیث یشیر  (2)المدونة في الجدول  حصلنا على النتائج
32mعندما  أعلاهوبالدقة  المذكور للتكامل ةالتحلیلیانھ یمكننا الحصول على قیمة مطابقة للقیمة  إلى  1و 2 64m m   

التكامل  -:  3مثال
4 3 2

3
3.5 2.5 1.5 ( )

yI dxdydz
x z




   عشر لأربع إلى مقربة(0.02671921747254 ھي التحلیلیة قیمتھ الذي 

لكل معرف ذات مكامل)   عشریة مرتبة       , , 1.5, 2 2.5,3 3.5,4x y z    وان صیغة( )F z  ممكن الحصول علیھا
y ووذلك بمكاملتھا تحلیلیا بالنسبة لـ (7)من الصیغة  x   فنحصل على:-

 

  
                                                                                                          11 11( )

4 2 4 1.5
F z

z z


 
 
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121بوضع و 10Eps  1410وEps   وتطبیق طریقةRM(RMM)  حیث یشیر  (3)قیم المدونة في الجدول الحصلنا على
8mعندما  أعلاهللتكامل وبالدقة  التحلیلیةانھ یمكننا الحصول على قیمة مطابقة للقیمة  إلى  1و 2 16m m   

التكامل  أن  -: 4مثال  
13 3 3

2 2 2

( ) yzI xyz dxdydz    لكل معرف ذات مكاملو  غیر معروف القیمة التحلیلیة

       , , 2,3 2,3 2,3x y z     وان صیغة( )F z  أنحیث   (7)ممكن الحصول علیھا من الصیغة: -             
13 3

2 2

( ) ( ) yzF z xyz dxdy                                                                                                                             

141بوضع و 10Eps Eps    وتطبیق طریقةRM(RMM)  أنحیث یشیر إلى  (4)حصلنا على القیم المدونة في الجدول 
32mعندما  عشریة عشر مرتبة لأربعةثابتة القیمة   1و 2 64m m  1 عندماو 2 64m m m    أذن نستنج أن القیمة

32mعندما بالدقة أعلاه و  عشریة عشر مرتبة لأربعةصحیحة   1و 2 64m m   أعلاهنستدل على أن قیمة التكامل وبھذا 
  .1.56106410118290عشریة وھي  ةعشر مرتب أربعة إلىمقربة 

  

 المناقشة 4.
تبین من خلال نتائج جداول ھذا البحث عند حساب القیم التقریبیة للتكاملات الثلاثیة ذات المكاملات المستمرة بالقاعدة         

Y,مع تعجیل رومبرك على البعدین  MMو قاعدة Zالمركبة من تعجیل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى على البعد X  أن
ھذه الطریقة تعطي نتائج جیدة حیث حصلنا على قیمة صحیحة لثلاث عشرة مرتبة عشریة في التكامل الأول وعلى قیمة مطابقة 

عشرة  ربعةحصلنا على قیمة صحیحة لا ةلیالتكامل الرابع الغیر معروف القیمة التحلی اماو للتكاملین الثاني والثالث للقیمة التحلیلیة
)بذلك یمكن الاعتماد على الطریقة المذكورة و مرتبة عشریة )RM RMM  في حساب التكاملات الثلاثیة ذات المكاملات

  .ملات الحقیقیة والزمن المستخدمة القیم التكا إلىالمستمرة حیث تعطي نتائج جیدة من حیث الدقة وسرعة اقتراب القیم التقریبیة 
  

  

  

m  ( )RM RMM  1 2m m  
1 4.86783709072754 64 
2 5.07172222769886 64 
4 5.07321165545589 64 
8 5.07321411079030 64 

16 5.07321411177279 64 
32 5.07321411177287 64 

حساب التكامل الثلاثي ) 1(الجدول 
1 1 1

0 0 0

 5.07321411177285x y zI e dxdydz   
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m  ( )RM RMM  1 2m m  
1 0.13784121140700 64 
2 0.12385116147165 64 
4 0.12410170767866 64 
8 0.12410069066531 64 

16 0.12410069166882 64 
32 0.12410069166858 64 

حساب التكامل الثلاثي ) 2(الجدول 

 
4 4 4

0 0 0

sin 3 2   0.12410069166858I x y z dxdydz

  

    

  

  

  

m  ( )RM RMM  1 2m m  
1 0.02668455949202 16 
2 0.02671918431868 16 
4 0.02671921745622 16 
8 0.02671921747254 16 

حساب التكامل الثلاثي ) 3(الجدول 
4 3 2

3
3.5 2.51.5

  0.02671921747254
( )
yI dxdydz
x z

 


   

  

  

  

m  ( )RM RMM  1 2m m  

1 1.55603591879090 64 
2 1.56101260298810 32 
4 1.56106383863020 64 
8 1.56106410079864 64 

16 1.56106410118323 64 
32 1.56106410118290 64 
64 1.56106410118290 64 

 حساب التكامل الثلاثي) 4(الجدول 
13 3 3

2 2 2

( )yzI xyz dxdydz  
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Abstract 

 
           The main aim of this paper is to evaluate triple integrals with continuous  integrands 
numerically by using extension resulting from best methods that find  the approximate values of 
single  integral Romberg acceleration  with Mid-point  rule (RM) on  the exterior dimension Z with 
one of methods that find the approximate values for the double integral and it Romberg acceleration  
with Mid-point rule on both dimensions of interior X and middle Y, (RMM) when the number of 
divisions on the interior dimension is equal to the number divisions on the middle dimension , but 
both is not equal to the number divisions on the exterior dimension  and we shall call this method 
by RM(RMM), where we got high accuracy in the results by few subintervals  relatively and few 
time. 

                       


